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ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ — МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОМПЛЕКСЫ ПРОГРАММ — 1.2.2. 

 
1.2.2. 

А.А. Акинин, Е.И. Бубченко, Д.А. Яковлев 
 

Хакасский государственный университет имени Н.Ф. Катанова,  
инженерно-технологический институт,  

кафедра программное обеспечение вычислительной техники  
и автоматизированных систем, 
Абакан, jakovlev_d_al@mail.ru 

 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ  

ПРИ ФОРМИРОВАНИИ СИСТЕМ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 
 

В работе рассмотрены методы и подходы при построении систем машинного обучения 
на основе аппарата дифференциальной геометрии и групп Ли. Даны описания актуальных и 
современных подходов, показаны преимущества и особенности при применении в 
конкретных задачах. 

 
Ключевые слова: машинное обучение, дифференциальная геометрия, группы Ли, 

структурное обучение. 
 

Введение 
Машинное обучение как отрасль искусственного интеллекта в последние годы играет все 

более важную роль в научных исследованиях. Основная причина этого состоит в том, что 
развитие этой дисциплины требует разумных методов для обогащения содержание смежных 
дисциплин. В интеллектуальном методе машинное обучение является наиболее ключевой 
базовой технологией, обуславливающей возможность исследования сложных процессов. 
Алгоритмы машинного обучения широко используются в биоинформатике, физике, химии, 
анализе материалов, анализе больших данных и других передовых направлениях. При этом, 
различные методы обучения имеют свои преимущества и недостатки.  

В данной статье предлагается рассмотреть взгляды и подходы к машинному обучению, 
основанные на применении подходов и методов дифференциальной геометрии, а именно 
построение систем машинного обучения на группах Ли. 

Обучение на симплектических группах 
Для достижения результатам при формировании обучения на симплектических группах 

следует дать максимально конкретную формализацию рассматриваемой проблематике. То 
есть, дискретизация должна осуществляться, насколько это возможно, в одних и тех же 
рамках формализации проблемы, таким образом, в рамках подхода гарантируются 
валидность и надежность результатов.  

В рамках данной статьи под симплектической группой понимаем классическую группу, 
определяющую набор линейных преобразований в многомерном векторном пространстве. 
Такое векторное пространство называют симплектическим, а группу, определённую на нём, 
обозначают Sp(V). При задании базиса на векторном пространстве, группа преобразуются в 
действие матричного умножения. 

Подходы, основанные на симплектической геометрии, дают существенные преимущества 
в вопросах, связанных с распознаванием образов. Дополнительно заметим, что 
симплектическая группа также является дифференцируемым многообразием, что позволит 
работать с процессом преобразования в виде дифференциального уравнения с частными 
производными. 
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Глубокое структурное обучение 
Групповое машинное обучение Ли и глубокое структурное обучение — это новое 

машинное обучение методов, которые в последние годы привлекли к себе большое 
внимание. Глубокое структурное обучение относится к модели обучения, которая содержит 
несколько уровней нелинейных операций, таких как нейронные сети, которые содержат 
несколько скрытых слоев, которые состоят из множества нелинейных слоев, которые 
являются нелинейными функциями и трансформируемыми функциями. Существует 
определенная связь между слоями, которая предлагает существенные преимущества: 

• Глубокое структурное обучение может автоматически извлекать все большее 
количество абстрактных признаков. Низкоуровневая часть извлекает специфические черты 
нижнего уровня. После получения этих низкоуровневых функций высокоуровневая часть 
извлекает расширенные абстрактные признаки от человека и, в конце концов,  использует их 
для классификации; 

• Глубокая структура имеет характеристики многослойной нелинейности, которая может 
представлять крайне нелинейные и сложные функции, необходимые для задач 
искусственного интеллекта, таких как компьютерное зрение. Эти функции, наконец, 
преображают ввод пикселя изображения в вывод категории. Неглубокая структура не 
обязательно обладает такой способностью. 

• В той же сложной функции глубокая структура более эффективна, чем поверхностная 
низкая структура, и требуется меньше расчетных единиц и выборок на слой 

• Глубокое структурное обучение может быть неконтролируемым или 
полуконтролируемым для выявления особенностей каждого слоя. Таким образом, избегая 
учебного надзора может вызвать меньше трудностей. 

Обучение глубокой структуре основано на базовом содержании глубокой структуры с 
точки зрения машинного обучения. Формирование решения на глубокой структуре 
парадигмы обучения может автоматически извлекать слои абстрактных признаков. 
Низкоуровневая часть извлекает специфические черты нижнего уровня. После получения 
этих низкоуровневых функций высокоуровневая часть извлекает расширенные абстрактные 
функции из них и, наконец, использует их для классификации или распознавания. 
Характеристики каждого слоя автоматически обнаруживаются алгоритмом обучения без 
стороннего вмешательства. 

Полуконтролируемое обучение на группах Ли 
Полууправляемое обучение и групповое машинное обучение Ли — это новое машинное 

обучение методы, которые в последние годы привлекли к себе значительное внимание.  Что 
касается полу-обучения с учителем, в основном используются пять популярных в настоящее 
время алгоритмов: 

• алгоритм обучения,  
• ЭМ-алгоритм с гибридной моделью,  
• совместное обучение (коллаборативный алгоритм обучения),  
• алгоритм трансдуктивной машины опорных векторов 
• алгоритмы на основе графа. 
Генеративные модели обычно используются для полуконтролируемого обучения. 

Предполагается, что модель удовлетворяет вероятностному условию, где распознаваемое 
смешанное распределение, такое как смешанная модель Гаусса. Этот алгоритм использует 
генеративную модель в качестве классификатора, рассматривая вероятность того, что 
большое количество неотмеченных данных относится к каждой категории как набор 
отсутствующих параметров. Затем для оценки производителей и параметров модели 
используется оценка максимального правдоподобия, максимальная апостериорная оценка 
или алгоритм Байеса, чтобы можно было определить смешанные компоненты. В идеальных 
случаях смешанное распределение можно полностью определить, используя только 
отмеченный пример компонента.  
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Генеративные алгоритмы часто используют для решения следующих проблем: 
• Идентификация. В идеале гибридная модель должна быть легко параметризируема.  

В общем случае, параметры используется для представления индексированного семейства 
распределения. 

• Правильная скорость модели. Если предполагается, что смешанная модель верна, 
неразмеченные данные могут гарантировать увеличение скорости обучения; однако, если 
модель неверна, немаркированная модель  может снизить скорость. Таким образом, важно 
построить смешанную модель, соответствующую практической ситуации. Например, 
известно, что заглавие может содержать несколько подзаголовки в контексте текста, а также 
модель, объединяющая несколько подзаголовков лучше, чем модель, которая использует 
один. 

• Локальная максимизация правдоподобия параметров. Даже если предполагается, что 
гибридная модель верна, фактическая смешанная компонента определяется ЭМ-алгоритмом, 
но ЭМ-алгоритм легко приводит к локальному максимуму. 

• Кластеризация и маркировка. Вместо использования гибридной модели генерации 
вероятности некоторые методы используют несколько алгоритмов кластеризации для 
агрегирования всего набора данных, а затем помечают каждую группу помеченными 
выборками. 

Выводы 
Статья рассматривает ряд методов и подходов в машинном обучении, основанных на 

аппарате дифференциальной геометрии. Даются направления применения конкретных 
методов, их основные преимущества и особенности при построении систем машинного 
обучения. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ  
СВЕТОРАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ОСВЕТИТЕЛЬНОГО 

ПРИБОРА С ПЕРЕСТРАИВАЕМОЙ ОПТИЧЕСКОЙ АППАРАТУРОЙ  
 

В работе представлены результаты моделирования, прототипирования и исследования 
светораспределения оптической системы осветительного прибора с перестраиваемой 
светотехнической арматурой. Результаты исследования формы кривой силы света 
опытного образца показали, что в зависимости от положения зеркал и площади 
излучающей поверхности матрицы эта кривая может изменяться от косинусной до 
глубокой.  

 
Ключевые слова: светодиодная матрица, плоскопараллельные отражающие 

поверхности, перестраиваемая светотехническая арматура, осветительный прибор, 
кривая силы света.  

 
В современных условиях развития светодиодного производства выбор различных 

светотехнических устройств на их основе очень широк. Интересным решением для 
конструирования осветительных приборов (ОП) являются светодиодные матрицы. Они по 
сравнению со светодиодными модулями имеют ряд достоинств [1]: при равной мощности 
размер светодиодной матрицы меньше, чем размер светодиодного модуля; возможно 
достижение высокой интенсивности светового потока при относительно небольших 
размерах; равномерная световая полоса. 

При выборе оптики для матрицы учитывалось, что ОП с зеркальными отражателями 
имеют некоторые преимущества по сравнению со ОП с линзовой оптикой [2-3]:  более 
высокий КПД; большое разнообразие кривых силы света (КСС); больший угол охвата; 
меньшая масса. 

Перспективными являются светильники с перестраиваемой оптикой. Такие светильники 
позволяют перераспределять световой поток в пространстве, менять уровень освещенности 
на рабочей поверхности, делать акцент на элементах интерьера.  

Учитывая вышесказанное, актуальной является разработка и исследование характеристик 
оптической системы с перестраиваемой светотехнической арматурой. 

Цель работы – анализ влияния площади излучающей поверхности светодиодных матриц и 
размеров плоскопараллельных отражающих поверхностей на светораспределение. Новизна 
проблематики заключается в том, что в настоящее время светодиодные матрицы со 
вторичной зеркальной оптикой не применяются для создания перестраиваемых ОП, и 
влияние разноориентированного монтажа отражающей поверхности на КСС светодиодных 
матриц не изучено. 

В качестве источников света для разрабатываемого ОП были выбраны светодиодные 
матрицы различных размеров. Ключевым параметром выбора данных светодиодных панелей 
является разная площадь излучающей поверхности, которая задаётся определённым 
соотношением длины и ширины излучателя. Данные матрицы разработаны для 
архитектурной и декоративной подсветки. Они имеют большой срок службы, стабильные 
характеристики, отличаются устойчивостью к вибрации, перепадам температуры, 
повышенной влажности окружающей среды.  
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В качестве оптической системы была выбрана отражающая поверхность в виде двух 
плоскопараллельных зеркал. Конструкция должна позволять изменять положение 
зеркальных отражающих поверхностей относительно светодиодных матриц. Ее достоинства: 
возможность перестроения оптической системы, а, следовательно КСС; простота 
конструкции; малое потреблении энергии; отсутствие шумов при работе;    легкость. 

Для оптимального режима работы светодиодной матрицы был сконструирован 
алюминиевый радиатор. Такой выбор обусловлен лёгкостью, низкой стоимостью и 
хорошими теплопроводящими свойствами этого металла. 

Моделирование сборочных единиц и построение 3D-модели опытного образца было 
выполнено в программе КОМПАС-3D. Спроектированная модель оптической системы ОП 
представлена на рисунке 1. 

 

 
Рис. 1 – Сборка оптической системы осветительного прибора  

с перестраиваемой светотехнической арматурой 
По полученной 3D-модели был сконструирован опытный образец оптической системы 

осветительного прибора. Его светодиодная матрица, соединенная с радиатором, могла  
меняла свое положение относительно зеркальных поверхностей и фиксировалась через 
отверстия в радиаторе с помощью резьбовой шпильки. При изменении положения зеркал 
менялись их высота и площадь. Таким образом, можно было получить 4 положения зеркал: 
1-е – с максимальной площадью, 4-е – с минимальной (рисунок 2). 

 

  

 

 

положение 1 положение 2 положение 3 положение 4 
Рис. 2 – Варианты расположения опытного образца оптической системы осветительного 

прибора с перестраиваемой светотехнической арматурой 
Для исследований функциональных возможностей перестраиваемой оптической системы 

опытного образца были проведены экспериментальные исследования кривой силы. 
Исследования проводились на гониофотометре GO-2000. Светодиодную матрицу закрепляли 
на нем и с помощью юстировочного лазера совмещали оптическую ось светодиодной 
матрицы с осью, совпадающей с центром фотометрической головки. После стабилизации 
световых параметров матрицы запускался процесс фотометрирования.  

Как показали исследования, все матрицы без оптики имеют круглосимметричную 
косинусную КСС. 

Далее проводилось исследование светораспределения светодиодных матриц с 
использованием вторичной оптики в виде зеркальной поверхности. Измерение КСС 
проводилось в четырех меридиональных плоскостях.  

Результаты исследования формы КСС оптической системы осветительного прибора при 
использовании оптической системы из зеркальных отражающих поверхностей 140 х 60 мм, 
полученные на гониофотометре, представлены на рисунке 3. 

Подобным образом были сняты КСС для оптических систем с остальными матрицами. 
 



 
12 Научно-технический вестник Поволжья №7 2022                                     Технические науки 

 

 

  

положение 1 положение 2 положение 3 положение 4 
Рис. 3 – КСС оптической системы осветительного прибора с светодиодной матрицей 94 х 

50 мм с различным положением отражающей поверхности 
По результатам проведенных исследований в работе получено следующее: 
– установлено, что для ОП с перестраиваемой оптической системой в качестве источника 

света наиболее перспективным вариантом является светодиодная матрица;  
– в качестве оптической системы наиболее оптимальным вариантом является система в 

виде плоскопараллельных отражающих поверхностей; 
– выявлено, что в зависимости от положения зеркал и площади излучающей поверхности 

матрицы КСС может меняться от косинусной до глубокой; 
– чем шире и короче матрица, тем ближе КСС к косинусной; чем уже и короче матица, 

тем ближе КСС к глубокой;  
– выяснено, что чем меньше высота отражающей поверхности, тем шире КСС;  
– разработанная оптическая система осветительного прибора с перестраиваемой 

светотехнической арматурой позволяет создать как общее, так и акцентирующее освещение. 
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РАСЧЕТ ВЕРОЯТНОСТИ ОБНАРУЖЕНИЯ ИСТОЧНИКА  

ИМПУЛЬСНОГО РАДИОСИГНАЛА ПЕЛЕНГАТОРОМ  
В РЕАЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ МОРСКИХ ПОЛИГОНОВ  

И СПОСОБЫ ЕЕ УВЕЛИЧЕНИЯ 
 
При проведении испытаний в условия морских полигонов, в ходе которых необходимо с 

помощью радиопеленгатора определить местоположения радиомаяка (РМ), возникает 
проблема обнаружения последнего при волнении моря. В данной работе проведен расчёт 
параметров РМ, для определения работоспособности радиоканала РМ-радиопеленгатор с 
помощью метода Шулейкина-Ван-дер-Поля. Расчет вероятности обнаружения радиомаяка 
в условиях морских полигонов был проведён с помощью САПР «Radio Mobile» совместно с 
задействованием программного модулем “Sea Swell”. 

 
Ключевые слова: радиомаяк, радиопеленгатор, вероятность обнаружения радиомаяка. 
 
При проведении поисково-спасательных работ, а также поисковых мероприятий в ходе 

проведения различных испытаний для получения информации о месте нахождения объекта 
используют различные навигационные пеленгующие системы. При этом искомый объект, 
как правило, излучает радиочастотный сигнал, то есть имеет в своем составе радиомаяк 
(РМ). В реальных условиях морских полигонов при волнении моря до трех баллов 
включительно вероятность обнаружения такого РМ будет зависеть от степени волнения 
моря, от дальности до РМ, и от характеристик пеленгатора – приемника излучения, в том 
числе и от высоты расположения его антенны над морской поверхностью. Предлагается 
провести расчет для определения работоспособности радиоканала РМ-радиопеленгатор, и 
расчет вероятности обнаружения РМ в условиях морских полигонов.  

Излучатель (РМ) и приемник (радиопеленгатор РПА-500) располагаются над гладкой 
морской поверхностью. Антенна излучателя в виде вертикального вибратора длиной ~0,16 м 
установлена на носителе РМ, соответствующая высота центра антенны h1≈0,1 м. Антенна 
приемника установлена на высоте h2≈3 м. Расстояние между излучателем и приемником R ≤ 
3000 м. Напряженность электрического поля в месте расположения антенны приемника 
должна быть не менее 10 мкВ/м. Мощность сигнала на входе антенны излучателя Pи≈0,5 Вт. 
Длина волны излучаемого сигнала λ≈0,67 м. Коэффициент усиления антенны излучателя ~ 
Gи≈–5 дБ. 

В приближении плоской поверхности для антенн, расположенных вблизи поверхности 
Земли (h1<<λ и h2<<λ) используют формулу Шулейкина-Ван-дер-Поля, которая имеет вид: 

𝐸ш = 𝐸ип ∙ 𝐹(𝑥) (1) 
где 𝐸ип – напряженность поля в случае идеально проводящей поверхности, 

𝐸ип = 245�𝑃𝑛∙𝐺𝑛∙10−3

𝑅
∙ 106,мкВ/м (2) 

𝐹(𝑥) – множитель ослабления, зависящий от безразмерного численного расстояния. 
Для небольших высот подвеса антенн в работе [1] со ссылкой на работу [2] приведена 

упрощенная инженерная формула расчета. С привязкой к формуле Шулейкина Ван-дер-Поля 
(1, 2) выражение для множителя ослабления имеет вид: 
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𝐹 =
2𝜋�ℎ12 + ℎ02 ∙ �ℎ22 + ℎ02

𝜆 ∙ 𝑅
 

(3) 

где ℎ0 – минимальная эффективная высота антенны, которая определяется: 
ℎ0 = 𝜆

2𝜋∙𝑞
 ,м                                                            (4) 

При вертикальной поляризации:  

𝑞в = ��𝜀−(cos𝛾)2

𝜀
�                                                            (5) 

где 𝛾 ≈ ℎ1+ℎ2
𝑅

 – угол встречи в радианах для случая ℎ1 + ℎ2 ≪ 𝑅, 𝜀 – комплексная 
диэлектрическая проницаемость материала поверхности (в нашем случае морской воды). 

При горизонтальной поляризации: 
𝑞г = ��𝜀 − (cos 𝛾)2�                                                            (6) 

Использование формул (1-6) возможно при выполнении следующих условий: расстояние 
между передающей и приемной антеннами должно находиться в пределах прямой 
видимости, приближение плоской земли, высоты установки одной из антенн (или обеих) 
≪ ℎ0,  численное расстояние 𝑥 > 25.    

Определим, выполняется условие приближение плоской земли в нашем случае. В [3] дана 
формула, определяющая расстояние до передатчика, при котором ошибка расчета 
напряженности поля в приближении плоской земли не превысит 10%: 

𝑅км ≤ 7 ∙ �𝜆м
3 , км                                                                                                                (7) 

Для 𝜆 ≈ 0,67 м в соответствии с этой формулой на расстояниях 𝑅 ≤ 6,2 км приближение 
«плоской Земли» допустимо. 

Выполняется в нашем случае и условие прямой видимости даже для случая субрефракции. 
Определим, находятся приемная и передающая антенны в пределах прямой видимости 

Выражение для расстояния прямой видимости с учетом рефракции в тропосфере имеет 
следующий вид [4]: 

𝑅пр = �2𝑎э��ℎ1 + �ℎ2�, м                                                                                                                                                                  (8) 

где 𝑎э = 𝑎
1+𝑎𝑔2

 , м – эквивалентный радиус Земли с учетом рефракции в тропосфере, 

𝑎 = 6,37 ∙ 106, м – принимаемый физический радиус Земли, 𝑔, 1/м – вертикальный градиент 
диэлектрической проницаемости воздуха в приземном слое. 

В работе [5] приведены параметры аппроксимирующего нормального закона для 
распределений 𝑔. С вероятностью не менее 0,997 𝑔 ≈ 14 ∙ 10−8 1/м. В соответствии с 
выражением (10) расстояние прямой видимости превысит 6 км. 

Для проверки оставшихся условий (и выполнения расчетов) необходимы значения 
комплексной диэлектрической проницаемости морской поверхности в рассматриваемом 
диапазоне длин волн. 

Для дальнейших расчетов выберем из [6] значения, соответствующие рассматриваемому 
диапазону частот: 𝜀 ≈ 80 + 𝑖80. Тогда, подставляя выбранное значение 𝜀 в соответствующие 
выражения, получим ℎ1 ≪ ℎ0 (ℎ0 ≈ 1,177). Результаты расчета напряженности 
электрического поля для рассматриваемых условий приведены на рисунке 1. 

Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выводы: методика 
Шулейкина-Ван-дер-Поля и набор инженерных формул для заданных исходных данных 
позволяет выполнить расчет напряженности электрического поля в месте расположения 
антенны приемника, показано, что методика расчета применима для условий 
рассматриваемой задачи, расчеты выполнены в предположении гладкой морской 
поверхности. Очевидно, что при волнении из-за возможной экранировки волнами линии 
прямой видимости между антеннами, мгновенные значения напряженности поля будут 
претерпевать замирания. Однако, если выбрать время наблюдения достаточно большим 
(~15…20 секунд), антенны излучателя и приемника с большой вероятностью будут 
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находиться за это время не только во впадинах, но и на гребнях волн, когда условие прямой 
видимости выполняется. 

 
Рис. 1 - Зависимость напряженности электрического поля  

от расстояния между излучателем и приемником.  
(Пунктирная кривая – при распространении в свободном пространстве,  

сплошная кривая – с учетом влияния морской поверхности.) 
Полученное значение напряженности поля для наибольшей из рассматриваемых 

дальностей (~12 мкВ/м для расстояния ~3 км) лишь ненамного превышает требуемое 
значение (10 мкВ/м), поэтому целесообразно увеличить энергетические характеристики 
линии связи. Подъем приемной антенны до высоты ~5 м даст дополнительную прибавку в 
уровне принимаемого сигнала ~4 дБ.  

Расчет вероятности обнаружения Pоб радиомаяка сводится к определению его 
максимальной зоны обнаружения судном. 

Определение максимальных зон обнаружения радиомаяка судном производится 
средствами системы автоматизированного проектирования (САПР) программного комплекса 
по распространению радиоволн и виртуальному картографированию «Radio Mobile» 
совместно с задействованием программного модулем “Sea Swell”. 

В САПР «Radio Mobile» заложена модель распространения радиоволн «Лонгли-Райса», 
которая учитывает суммарные потери при распространении радиоволны: дифракционные и 
интерференционные потери, а также затухания в линии на участке 
«фидер-волновод-соединители». 

Учет дифракционных и интерференционных потерь ведется средствами указанной САПР 
путем автоматического анализа построения зон Френеля с учетом характера подстилающей 
поверхности на основе данных, взятых из баз данных SRTM, GTOPO30 и SWBD. 

Расчетно-теоретические исследования по определению максимальной зоны обнаружения 
радиомаяка (РМ), дрейфующего в открытом море, средствами радиоприемного устройства 
на базе радиопеленгатора РПА-500, размещаемым на судне, производятся для трех случаев 
волнения морской поверхности. Результаты расчетов представлены в таблице 1. 

Таблица 1 – результаты расчета вероятности обнаружения РМ  
Сила ветра 0 баллов Сила ветра 3 баллов Сила ветра 5 баллов 
ℎ2, м Pоб,ед ℎ2, м Pоб,ед ℎ2, м Pоб,ед 

8,67-10,9 0,85 1,8-5,0 0,85 1,77-4,12 0,85 
7,4-8,99 0,90 1,5-4,27 0,90 1,45-3,30 0,90 
5,53-6,78 0,95 1,29-3,48 0,95 1,25-2,80 0,95 
3,07-3,95 0,99 0,75-2,25 0,99 0,7-1,9 0,99 
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Таким образом, расчёт показал работоспособность радиоканала РМ – радиопеленгатор 
(РПА–500) при расположении антенны радиопеленгатора над уровнем поверхности на 
расстоянии 3000 м на высоте не менее 3 м. При этом определяющим фактором увеличения 
вероятности обнаружения сигнала РМ с помощью радиопеленгатора является увеличение 
высоты расположения приёмной антенны над морской поверхностью. 
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РАЗРАБОТКА МОБИЛЬНОГО ПРИЛОЖЕНИЯ  
С РЕШЕНИЕМ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЁРА 

 
В статье представлена реализация решения задачи коммивояжёра в мобильном 

приложении для построения оптимального маршрута между несколькими пунктами 
назначения. Решение задачи коммивояжёра получено с помощью метода ветвей и границ. 
Мобильное приложение создано в среде разработки Android studio на языке 
программирования Java. 

 
Ключевые слова: оптимальный маршрут, задача коммивояжера, метод ветвей и границ, 

мобильное приложение. 
 

Введение 
В современном мире большинство людей пользуются смартфонами, которые помогают 

ориентироваться в нагруженных улицах и искать самый быстрый и короткий маршрут. В 
настоящее время роста скоростей и цен, стремления к экономии времени и средств остро 
стоят проблемы оптимизации затрат, в том числе – времени [1]. К сожалению, в доступных 
мобильных приложениях отсутствует возможность поиска оптимального пути между 
несколькими пунктами. Эту цель поставили авторы в данной работе. Для анализа 
актуальности задачи рассмотрено несколько сервисов, самые популярные из них: «Google 
maps», «Яндекс карты», «2ГИС» и «Poncy».  

В результате обзора выяснилось, что среди популярных сервисов нет удобных и 
бесплатных решений построения оптимального маршрута посещения нескольких пунктов 
назначения, что подтверждает актуальность предлагаемой работы.  

1. Постановка и методика решения задачи 
Задача коммивояжера является одной из популярных задач оптимизации. Цель задачи 

состоит в нахождении самого выгодного маршрута (в нашем случае – кратчайшего), 
проходящего через все заданные пункты только по одному разу с последующим возвратом в 
исходную точку [2,3].  

Рассматриваемая задача – это задача целочисленного программирования. Пусть хij=1, если 
совершается переход из i-ого пункта в j-й, и хij=0, если не совершается. Условно 
введем (n+1)-й пункт, дистанции от которого до любого другого, кроме первого, равны 
дистанциям от первого пункта. Таким образом, если начальный пункт возможно только 
покинуть, то в (n+1)-й – возможно только зайти.  

I = {1, . . ., n} – множество всех пунктов, матрица (cij) – попарные расстояния между 
пунктами, 1 ≤ i,  j ≤ n. 

Переменные задачи:  

𝑥𝑖𝑗 =  �1,    если дуга из пукнта i в пункт j активна,
0,                      в противном случае.                     

Целевая функция: 

 minc
Ij

ij →∑∑
∈ ∈

ij
Ii

x  (1) 
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при ограничениях: 

 ,,1 Ix j
Ii

ij ∈∀=∑
∈

 (2) 

 ,,1 Ix i
Ii

ij ∈∀=∑
∈

 (3) 

 ∅≠⊂∀≥∑ ∑
∈ ∈

SISx
Si

ij ,,1
S\Ij

. (4) 

Отсутствие точного и оптимального по затратам метода решения поставленной задачи 
коммивояжера и попытки его создать привели к появлению множества методов, 
различающихся точностью находимого решения, сложностью необходимых вычислений и 
требуемыми инструментами: метод полного перебора (единственный, дающий точное 
решение), метод ближайшего соседа, метод ветвей и границ, генетический алгоритм, 
муравьиный алгоритм и другие.  

В результате сравнения этих методов по затратам времени, точности получаемого 
решения, сложности программной реализации для создаваемого приложения был выбран 
метод ветвей и границ – один из методов оптимизации, полученный из метода полного 
перебора, но отличается от него отсевом в ходе вычислений подмножеств неэффективных 
решений. 

2. Реализация решения в мобильном приложении 
Для реализации мобильного приложения была выбрана среда разработки Android studio и 

язык программирования Java [4]. В ходе разработки была использована библиотека от 
компании Яндекс – «Yandex Map Kit», которая позволила применять готовую актуальную 
карту от Яндекса с отмеченными дорогами, по которым можно строить оптимальные 
маршруты.  

На рисунке 1 представлены вид экрана пользователя при запуске мобильного приложения 
с кнопками навигации для определения местоположения и построения маршрута и экран, 
который видит пользователь при добавлении и удалении маршрутов. 

 На рисунке отмечены кнопки навигации в приложении:1 – кнопка для определения 
местоположения пользователя; 2 – кнопка для добавления адресов в маршрут; 3 – кнопка для 
построения маршрута; 4 – кнопки для увеличения и уменьшения масштаба карты. 

 
Рис. 1 – Начальная страница и добавление пунктов назначения 

3. Примеры работы приложения 
На рисунке 2 представлено сравнение двух маршрутов, которые проходят через одни и те 

же пункты, но в первом случае (a) маршрут построен без оптимизации, по порядку ввода 
точек. Во втором случае (b) маршрут построен с оптимизацией. Порядок проезда отмечен 
номерами, где точка 0 это точка старта и точка финиша, а также – стрелками.  
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Рис. 2 – Построенные маршруты 

а) – маршрут без оптимизации           b) – оптимизированный маршрут 
По этим изображениям мы можем заметить, как изменился маршрут и порядок объезда 

точек. До оптимизации длина маршрута составляла 12,3 км, после оптимизации – 11,4 км. 
Таким образом, длина маршрута уменьшилась на 7,3%.  

На рисунке 3 представлен более сложный маршрут. В первом случае (a) маршрут 
построен без оптимизации, точки добавлены в маршрут в случайном порядке, и общая 
протяженность составляет 155 км, а во втором случае (b) маршрут оптимизирован, и его 
длина составляет 113 км. Данный маршрут сократился в результате оптимизации на 27%. 

 

 
Рис. 3 – Построенные маршруты 

a) – маршрут без оптимизации                b) – оптимизированный маршрут 
 

Заключение 
Итогом предлагаемой разработки является мобильное приложение с встроенным 

решением задачи коммивояжёра для вычисления оптимального пути объезда нескольких 
пунктов назначения методом ветвей и границ. Программный продукт доступен и прост в 
использовании. Приложение реализовано на языке Java для операционных систем Android. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ЧАСТОТНЫХ СПЕКТРОВ 

МЕТАЛЛОКОНСТРУКЦИЙ, РАБОТАЮЩИХ В УСЛОВИЯХ ТРАНСПОРТНОЙ 
ИНФРАСТРУКТУРЫ 

 
Обоснована целесообразность применения акустико-эмиссионных методов при оценке 

ресурса долговечности и надежности металлических изделий в объектах транспортной 
инфраструктуры. Уточнены расчетные значения частотных диапазонов работы 
пьезоэлектрического акселерометра, а также осуществлено построение его фазо-
частотных и амплитудно-частотных характеристик. На устройства получены патенты 
РФ и выполнено изготовление их опытных образцов. 

 
Ключевые слова: частотные спектры, пьезоакселерометр, металлоконструкция, 

транспортная инфраструктура, объект мониторинга, акустические колебания, 
электрический сигнал. 

 
Определение степени критического повреждения структуры материала ответственных 

металлоконструкций, таких как железнодорожные рельсы, башенные краны в порту, корпуса 
реакторов ледоколов и так далее, относится к актуальным задачам настоящего времени. 
Анализ фактов дефектообразований и ресурса работы таких объектов является важнейшим 
направлением в теоретических и практических исследованиях прочности материалов. 
Особенно важен поиск решения этих проблем для конструкций, работающих в условиях, 
вибрации, ударных и циклических нагрузок, так как высокие частоты, порождаемые этими 
нагрузками, ведут к неуправляемому быстрому развитию процесса деградации материала. 
Впоследствии процессы деградации материала, вызванные наличием трещин, приводит к 
разрушению всей конструкции. 

Для осуществления неразрушающей дефектоскопии целесообразно использовать 
пьезоэлектрические преобразователи, обладающие расширенным частотным диапазоном  
(до 220 кГц). Такой частотный диапазон позволяет обрабатывать короткие 
виброакустические сигналы высокочастотного звукового и ультразвукового диапазона. Для 
проведения экспериментальных исследований были разработаны пьезоэлектрические 
акселерометр [1] и магнитный держатель [2] и выполнены их опытные образцы. 

С помощью установки для экспериментального анализа частотных спектров 
металлоконструкции (Рис. 1) проведен частотный и спектральный анализ сигнала 
акустоэмиссии (АЭ), с применением вейвлет-преобразований [3-5].  Все расчеты 
проводились в системе MATLAB, при помощи которой можно решать задачи в различных 
предметных областях [6-8]. 

Осуществлен частотно-временной анализ импульса АЭ, применяемого при оценке 
дефектов объектов мониторинга транспортной инфраструктуры, работающих в условиях 
различных вибрационных нагрузок.  

После выбора вариантов исполнения (формы) пьезоэлементов проведена разработка 
конструкции пьезоэлектрического акселерометра [1,2]  и выполнены экспериментальные 
образцы вибропреобразователя. 

Ориентировочное значение резонансной частоты при проектировании конструкции 
вибропреобразователя -  в диапазоне 13500 – 14500 Гц. 
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Рис. 1 – Схема установки для экспериментального исследования частотных спектров 

металлоконструкций 
В результате сканирования в диапазоне частот 5000 – 20000 Гц с помощью схемы ВС-321, 

адаптированной под реальные возможности, доступные для проведения экспериментов, была 
определена частота установочного резонанса опытного образца 14120 Гц при увеличении 
момента усилия затяжки до 2.5 Н⋅м при сборке. При увеличении момента усилия затяжки  
до 3,6 Н⋅м резонансная частота увеличивается до 14560 Гц. В итоге исследования в качестве 
1-го дополнительного диапазона частот выбран поддиапазон 17500-22500 Гц, в качестве 
второго дополнительного диапазона частот выбран поддиапазон 33000 – 38000 Гц. Реальная 
средняя неравномерность частотной характеристики АЧХ представлена на рис. 2 

Также была замерена и построена в виде графика неравномерность характеристики ФЧХ 
(Рис. 3). 

 
Рис. 2 – Неравномерность АЧХ относительно частоты 630 Гц 
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Рис. 3 - Неравномерность ФЧХ относительно частоты 630 Гц 

Таким образом, авторами статьи осуществлена разработка пьезоакселерометра с 
магнитным держателем для задач экспериментального выявления факта наличия внутренних 
дефектов, в  частности трещин в структуре металлических изделий, предназначенных для 
работы на объектах транспортной инфраструктуры. На устройства получены патенты РФ и 
выполнено изготовление их опытных образцов. Экспериментально уточнены частотные 
диапазоны работы пъезоакселерометра, а также построены его фазо-частотные 
характеристики и амплитудно-частотные характеристики. 

 
Работа выполнена при поддержке гранта Президента Российской Федерации  

№ МК-5323.2022.4 
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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ОБРАЗОВАНИЯ ТРЕЩИН  

И ПРИЗНАКОВ ДЕГРАДАЦИЙ МЕТАЛЛОКОНСТРУКЦИЙ ТРАНСПОРТНОЙ 
ИНФРАСТРУКТУРЫ 

 
Обоснована целесообразность применения акустико-эмиссионных методов при оценке 

ресурса работы, выявлении трещин и признаков разрушения в металлических изделиях 
объектов мониторинга транспортной инфраструктуры. С помощью акустико-
эмиссионных методов неразрушающего контроля получена компьютерная интерпретация 
результатов обработки данных от сигналов с объекта мониторинга. Разработан и 
экспериментально исследован вибропреобразователь пьезоэлектрический со встроенным 
усилителем, с расширенным частотным диапазоном и функцией неразрушающей 
установки/снятия датчика на поверхность объекта мониторинга, т.е. с наличием 
магнитного держателя. На устройства получены патенты РФ и выполнено изготовление 
их опытных образцов. 

 
Ключевые слова: акустико-эмиссионные методы, вейвлет-преобразования, 

пьезоакселерометр, металлоконструкция, транспортная инфраструктура, объект 
мониторинга, акустические колебания. 
 

При пластической деформации металлоизделий в их структуре возникает накопление, 
рост и взаимодействие таких дефектов, как вакансии, дивакансии, дислокации, 
двойникование, смещение границ блоков и зерен. В результате этого процесса в структуре 
металла происходит зарождения субмикронных трещин, ведущее, впоследствии, вначале к 
возникновению микротрещины, а, в дальнейшем, к образованию макротрещин, и, как 
следствие, разрушению всей конструкции. Процессы зарождения и роста трещин, 
пластические напряженно-деформированные состояния, коррозионные растрескивания и 
фазовые превращения, а также другие динамические перестройки в структуре металла 
сопровождаются таким явлением как акустическая эмиссия (АЭ). Своевременная оценка 
степени деградации материала, в частности АЭ-методом, позволяет прогнозировать 
долговечность конструкции и оценивать остаточные ресурсы ее работы. Акустический 
сигнал, исходящий из трещин, в большинстве своем имеет характерную трех-импульсную 
структуру, у которой есть глобальный максимум-импульс наибольшей амплитуды.  

От способности металла сопротивляться росту трещин, а также от величин и характера 
прилагаемых нагрузок и факторов окружающей внешней среды, во многом зависит 
поведение трещин и их длина. При распространении трещин производится характерный 
звук-«треск», который свойственен процессу АЭ. Выявление трещины или других дефектов 
структуры материала конструкции зависит от возможностей конкретных методов 
неразрушающего контроля (НК), под которыми понимают анализ надежности и основных 
рабочих характеристик, не приводящих к демонтажу конструкции или ее разрушению.  

К методам НК, согласно ГОСТу 18353-79 относятся такие методы как: магнитный, 
вихретоковый, радиоволновый, оптический, акустический (ультразвуковой), радиационный, 
тепловой, электрический и проникающими веществами. 
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К методам, позволяющим обнаружить поверхностные и внутренние дефекты, даже в 
стадии начального развития относится ряд акустических методов. Трудности практического 
применения акустических методов связаны с тем, что акустический сигнал, распространяясь 
в объекте мониторинга, испытывает искажения. При этом распространяющиеся шумы и 
помехи также будут оказывать воздействие на измерительные датчики. Сигналы от помех и 
шумов по форме схожи с сигналами от дефектообразований, что может вести к ложным 
срабатываниям. Поэтому так важны требования, предъявляемые к помехозащищенности. 

При цифровой обработке сигналов (ЦОС) важно грамотно осуществить эффективное и 
достоверное выделение именно полезных составляющих сигнала, исключив помехи.  
В дальнейшем при ЦОС необходимо производить их преобразования для последующей 
возможной интерпретации. 

Авторами статьи проведен анализ существующих методов и средств НК, осуществляемого 
в целях оценки степени деградации металлических конструкционных элементов. Для этого 
потребовалось исследовать и систематизировать факторы, влияющие на процессы 
деформации в структуре объектов мониторинга транспортной инфраструктуры. Также был 
проведен анализ механических и акустических свойств конструкционных материалов.  

В ходе исследований были определены основные акустические параметры и обоснован 
выбор взятых для анализа акустических характеристик, проявляющих чувствительность к 
наличию процессов деградации в материале технических изделий объекта мониторинга.  

Главным элементом системы АЭ НК является пьезоэлектрический преобразователь. Он 
позволяет перевести акустический сигнал в электрический. Параметры электрического 
сигнала далее можно применять для оценки источников АЭ. К таким параметрам относятся 
импульсные характеристики.  

Авторами статьи был разработан и экспериментально исследован вибропреобразователь 
пьезоэлектрический со встроенным усилителем, с расширенным частотным диапазоном и 
функцией неразрушающей установки/снятия датчика на поверхность объекта мониторинга 
[1].  

Создание новых или усовершенствованных средств для осуществления НК, а также 
методики, базирующейся на компьютерной обработке сигнала, является важной целью 
современных разработок в области модификации методов НК, в том числе с функцией 
искусственного интеллекта [2-3]. Вейвлет-преобразование является перспективным для 
использования при анализе нестационарного сигнала [4].  С помощью этого метода получена 
компьютерная интерпретация результатов обработки данных от сигналов с объекта 
мониторинга (Рис. 1). Все расчеты проводились в системе MATLAB, при помощи которой 
можно решать задачи в различных предметных областях [5-7]. 

 
Риc. 1 – Результат обработки акустического сигнала от трещины  

(трехмерная спектрограмма) 
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Заключение 
Для осуществления неразрушающей дефектоскопии целесообразно использовать 

пьезоэлектрические преобразователи, обладающие расширенным частотным диапазоном (до 
220 кГц). Такой частотный диапазон позволяет обрабатывать короткие виброакустические 
сигналы высокочастотного звукового и ультразвукового диапазона. Для проведения 
экспериментальных исследований были разработаны пьезоэлектрические акселерометр и 
магнитный держатель и выполнены их опытные образцы. 

На устройства получены патенты РФ.  
 

Работа выполнена при поддержке гранта Президента Российской Федерации  
№ МК-5323.2022.4 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ДИФФУЗИИ 
КИСЛОРОДА В РАСТВОРЕ ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ КОРРОЗИИ МЕТАЛЛА 

 
Проведён анализ дифференциальных уравнений, используемых при исследовании коррозии. 

На основе решения краевой задачи о нестационарной диффузии кислорода в растворе, 
получена зависимость для определения коэффициентов поглощения и диффузии кислорода. 
Найденная зависимость позволяет свести определение указанных коэффициентов к 
измерению предельного диффузионного тока восстановления кислорода. 

 
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, обратная задача, нестационарная 

диффузия, электрохимическая коррозия. 
 
Как известно, в электрохимической коррозии металла сочетаются два процесса. 

Поскольку коррозия характеризуется плотностью электрического тока растворения и зависит 
от электрического потенциала на границе металла и жидкости, для её прогнозирования 
используют дифференциальные уравнения стационарного электрического поля в растворе 
[1], причём, часто приходится решать задачи со сложной геометрией границы [2] и с 
нелинейными граничными условиями [3]. С другой стороны, коррозия − это химический 
процесс, который определяется массопереносом на границе. Изменение потенциала изменяет 
скорость химических реакций, это приводит к изменению скорости подвода и отвода 
реагентов и продуктов реакций, а также массы прореагировавшего вещества.  
Но наблюдается и обратное влияние. Изменение скорости массопереноса может привести к 
формированию на поверхности нового значения потенциала. Поэтому электрический 
процесс и процесс массопереноса являются взаимозависимыми [4]. Для описания 
химических процессов нужно использовать уравнения массопереноса [5,6]. Если жидкость 
неподвижна, то это уравнение нестационарной диффузии, если она движется, то − уравнение 
конвективной диффузии, как правило, стационарное. В общем случае, если частицы 
заряжены, кроме диффузионного и конвективного членов, в уравнении переноса 
присутствует миграционный член, характеризующий перемещение частиц в электрическом 
поле [7] 

)()(2
MeMe

Me CgradVgraddivCDC →
−+∇=

∂
∂

ϕλ
τ

, 

В нейтральных и слабощелочных средах большое значение имеет перенос молекулярного 
кислорода к поверхности, поскольку он является основным природным окислителем в 
данных условиях. Отметим, что молекула кислорода является незаряженной частицей, 
поэтому миграционный член будет отсутствовать в дифференциальном уравнении. 

В данной работе, на основе анализа краевой задачи о нестационарной диффузии 
кислорода в неподвижном растворе, определяется математическая зависимость, 
позволяющая найти коэффициенты дифференциального уравнения, которые с физико − 
химической точки зрения представляют собой коэффициенты поглощения и диффузии 
кислорода. После этого рассчитывается концентрация и плотность потока кислорода.  
С математической точки зрения, рассматривается обратная задача математической физики, 
когда по известной математической модели и некоторым экспериментальным данным 
находятся параметры этой модели. 
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Рассмотрим катод, выполненный из двух параллельно расположенных металлических 
пластин, между которыми находится неподвижный раствор. Расстояние между пластинами 
по координате x составляет порядка 1 мм, размеры по другим координата не менее чем на 
порядок больше. Пусть на катоде поддерживается режим предельного диффузионного тока. 
Поглощение кислорода происходит не только на поверхности пластин, но и в объёме. С 
учётом сказанного запишем краевую задачу 

0,0,2

2
>≤≤−

∂

∂
=

∂
∂ tlxC

x
СD

t
С γ ,   (1) 

0,0,0),( >== txtxC ,     (2) 

0,,0),(
>==

∂
∂ tlx

x
txС ,     (3) 

∞<<== xtCtxC 0,0,),( 0 ,    (4) 
В данной краевой задаче приняты следующие обозначения: ),( txCC =  − концентрация 

растворённого кислорода; xt,  − соответственно, время и координата; γ,D  −  коэффициент 
диффузии и коэффициент поглощения в растворе; 0C  − начальная концентрация кислорода; 
l  − половина расстояния между пластинами. По условию задачи 0C  − заданная величина, а 
коэффициенты γ,D  неизвестны, требуется их найти на основе решения дифференциального 
уравнения (1) с граничными условиями (2), (3) и начальным условием (4). При этом нужно 
использовать некоторые экспериментальные данные, о которых будет сказано ниже. 

Путём преобразования  

( ) ( )txUetxC t ,, ⋅= −γ ,    (5) 
исходное уравнение (1) можно преобразовать в стандартное уравнение нестационарной 

диффузии 
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Ценным свойством преобразования (5) является то, что начальное и граничные условия 
для функции U остаются такими же, как и для функции C. Решение представим в виде 
разложения в ряд Фурье по собственным функциям данной краевой задачи и, возвращаясь к 
исходной функции C , получим выражение  
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Вычислим производную по координате на стенке катода при x = 0 
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Оценим скорость сходимости данного ряда при следующих исходных данных: 1=l  мм; 
9106.2 −⋅=D м2/с. В таблице представлены первый (S1) и второй (S2) члены ряда в 

зависимости от времени. Из таблицы следует, что через 300 секунд после включения 
установки вторым и последующими членами этого ряда можно пренебречь, поскольку 
второй член ряда составляет 1 % от первого. Остальные члены ряда пренебрежительно 
малые величины. При увеличении времени скорость сходимости только увеличивается. 
Таким образом, можно ограничиться только первым членом ряда  

 
 
 



 
30 Научно-технический вестник Поволжья №7 2022                                     Технические науки 

Таблица − Оценка сходимости ряда 
  t, c S1 S2 S2/S1 
60 0.895 0.368 0.41 
200 0.691 0.036 0.052 
300 0.574 0.0117 0.012 
400 0.477 0.0013 0.0027 
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Используя формулу для расчёта предельного диффузионного тока электрохимического 
восстановления кислорода Id  [4] 
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где: n =4 − число электронов, участвующих в реакции; F − – константа Фарадея; S  – 
площадь катода, получим зависимость этого тока от времени 
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В полулогарифмических координатах она имеет вид прямой  
tabId −=ln  ,     (10) 

где константы a и b  определяются по формулам: 
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Предложенный метод заключается в следующем:  
1) измеряют в эксперименте зависимость предельного диффузионного тока от времени, то 

есть получают зависимость (10) экспериментально 
tabId ⋅−= эксэксэкс,ln   ; 

2) при помощи метода наименьших квадратов определяют коэффициенты этой 
экспериментальной зависимости эксa  и эксb ;  

3) сопоставляют экспериментальные и теоретические константы a , b  в соответствии с 
формулами (11) 
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после чего рассчитывают искомые коэффициенты поглощения и диффузии кислорода 
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Получив эти коэффициенты и подставляя их в уравнение (1), можно рассчитать 
концентрацию кислорода и плотность его потока при любых граничных условиях. 
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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ПУАНКАРЕ 
ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ  

В КРУГОВЫХ ОБЛАСТЯХ 
 

В статье впервые дается постановка краевой задачи типа задачи Пуанкаре для одного 
эллиптического дифференциального уравнения второго порядка, порождающего класс 
обобщенных гармонических функций. Устанавливается, что в одном важном частном 
случае для круговых областей рассматриваемая краевая задача в круговых областях 
допускает решение в явном виде, то есть ее общее решение можно найти, используя лишь 
формулы для решения скалярной задачи сопряжения (задачи Римана) для аналитических 
функций комплексного переменного и решая два линейных дифференциальных уравнения. 

 
Ключевые слова: дифференциальное уравнение Эйлера, краевая задача Пуанкаре, явное 

решение, круговая область. 
  

1. Постановка задачи. Пусть }1:{1 <=+ zzU  – единичный круг на плоскости 

комплексного переменного iyxz += , а +T – односвязная область, лежащая в круге 1U +  (то 

есть ++ ⊂ 1UT ) и ограниченная простой замкнутой кривой Ляпунова L . Рассмотрим в 
области +T  следующее дифференциальное уравнение 
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1 , n  – некоторое неотрицательное целое число, 

а ),(),()( yxiVyxUzW +=  − неизвестная функция. 
В монографии [1] было установлено, что всякое регулярное решение уравнения (1) в 

области T +  можно представить в виде 
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=  а ( ), ( )φ z f z+ +  – аналитические в области +T  функции. 

Так как при 0=n  решения уравнения (1) являются гармоническими функциями в области 
+T , то, следуя [2-3], в случае 1≥n  регулярные решения дифференциального уравнения (1) в 

области T +  будем называть обобщенными гармоническими функциями порядка n  в области 
+T , а функции ( )φ z+  и )(zf + , входящие в правую часть представления (2), назовем 

соответственно первой и второй аналитическими компонентами обобщенной 
гармонической функции )(zW . Кроме того, класс всех обобщенных гармонических функций 
порядка n  в области +T , для которых в представлении (2) аналитические компоненты 

( )( ), ( ) ( ) ( )mφ z f z A T H L+ + +∈ ∩ , будем обозначать через )()( )( LHT m
n ∩+G . 
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Рассматривается задача: найти все обобщенные гармонические функциями )(zW  порядка 
n  ( 1n ≥ ) в области +T , принадлежащие классу ( 1)( ) ( )n

n T H L+ +∩G  и удовлетворяющие на 
L  условию 

       ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,W t W ta t b t c t W t q t t L
x y

∂ ∂
+ + = ∈

∂ ∂
                         (3) 

где ( ), ( ), ( )a t b t c t  и ( )q t  – заданные на контуре L  комплекснозначные функции из 
класса ( )H L  (т.е. удовлетворяющие на L  условию  Гельдера). 

Следуя [4, с. 80], сформулированную выше задачу будем называть краевой задачей 
Пуанкаре для обобщенных гармонических функций порядка n , или, короче, задачей nGP .  

Основной целью настоящей статьи является разработка явного метода решения задачи 
nGP  в случае, когда 1=n , rT T+ += , 10 << r , причем 
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2. Метод решения в явном виде задачи 1GP  в круге }:{ rzzTT r <== ++ , 10 << r  
при выполнении условий (4). 

Пусть }:{ rttLr ==  – граница круга rT + . В силу представления (2) при 1=n  всякую 

обобщенную гармоническую функцию )(zW  из класса (2)
1( ) ( )r rT H L+ ∩G  можно задавать в 

виде 
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где ( ), ( )φ z f z+ +  – аналитические в круге +
rT  функции, принадлежащие классу 

(2)( ) ( )A T H L+ ∩ .  

Поскольку , i
x z z y z z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, в силу (5) и того, что на окружности 

{ : }rL t t r= =  выполняется тождество 
2rt
t

= , краевое условие (3) (при выполнении (4)) 

можно записать так: 
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Вводя в рассмотрение вспомогательные аналитические в rT +  функции  
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равенство (6) можно переписать в виде 

2( ) ( ) ( ),tt F t t q t
r

+ +Φ = − + ⋅  rt L∈ .                                     (8) 
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Пусть ( )r r rT T L− += ∪C \ . Тогда, вводя в рассмотрение аналитическую в rT −  функцию 

( )F z− , связанную с ( )F z+  по формуле  
2

( ) , ,r
rF z F z T
z

− + − 
= ∈ 

 
      (9) 

равенству (8) можно придать следующий вид: 

2( ) ( ) ( ),tt F t t q t
r

+ −Φ = − + ⋅  rt L∈ .     (10) 

Но равенство (10) есть краевое условие задачи сопряжения (задачи Римана) относительно 
ограниченной на бесконечности кусочно аналитической функции )}(),({)( zFzz −+Φ=Φ  (см., 

например, [5, с. 106]). Так как индекс задачи (10) равен единице ( 2Ind 1t
r

 χ = = 
 

), то она 

безусловно разрешима и ее общее решение задается формулами ([5, с. 112]): 
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где ( 0,1)k k kC i kα β= + =  − произвольные комплексные постоянные. 

Наконец, на основании формул (9) и (12), находим аналитическую в rT +  функцию ( )F z+ : 
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rF z F z T
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Далее заметим, что в силу равенств (7) относительно неизвестных функций ( )z+ϕ  и 
)(zf +  получаем следующие линейные дифференциальные уравнения Эйлера (см., 

например, [6, с. 136]): 
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где )(z+Φ  и ( )F z+  − аналитические функции, определяемые по формулам (11) и (13) 
соответственно. 

Предположим, что дифференциальные уравнения (14) и (15) имеют аналитические в круге 
+

rT  решения 1 ( )zϕ+  и )(1 zf +  соответственно, которые принадлежат классу (2)( ) ( )A T H L+ ∩ . 

Тогда, поставив в правую часть формулы (5) вместо ( )zϕ+  и )(zf +  функции 1 ( )zϕ+  и 

)(1 zf +  соответственно, получим явное решение искомой задачи 1GP , то есть справедливо 
следующее утверждение. 

Теорема. Если }:{ rzzTr <=+ , 10 << r  и выполняется условие (4), то решение задачи 

Пуанкаре 1GP  в классе (2)
1( ) ( )r rT H L+ ∩G  сводится к последовательному решению задачи 

сопряжения (10) и двух линейных дифференциальных уравнений Эйлера (14) и (15), причем 
для разрешимости задачи 1GP , необходимо и достаточно, чтобы линейные 
дифференциальные уравнения (14) и (15) были разрешимы в классе (2)( ) ( )A T H L+ ∩ .  
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При выполнении этих условий, общее решение задачи 1GP  можно задавать формулой (5), 
где ( )zϕ+  и )(zf +  − решения дифференциальных уравнений (14) и (15) соответственно. 
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