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ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ  

ДЛЯ КОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА. 

СООБЩЕНИЕ 1. ВЫВОД ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ 

 

В работе решается задача нестационарной теплопроводности для конечного цилиндра 

при заданных наиболее общих переменных граничных условиях первого и второго родов. 

Решение находится последовательным применением конечного интегрального косинус-

преобразования Фурье и конечного интегрального преобразования Ханкеля. Полученное 

обобщенное решение является базой для нахождения большого количества частных 

решений для разнообразных сочетаний граничных условий. 

 

Ключевые слова: теплопроводность, граничные условия, тепловой поток, преобразование 

Фурье, преобразование Ханкеля. 

 

Задача о теплопроводности в конечном цилиндре часто используется в качестве 

математической модели при температурных измерениях цилиндрическими датчиками 

температур [1], при теплоотдаче от цилиндрических стержней, используемых в качестве 

источников тепла, в различных реакторах химической и атомной промышленности [2], при 

расчетах ряда теплотехнических устройств [3], при решении обратных задач 

теплопроводности [1] и в ряде других случаев [4]. 

Поэтому, желательно располагать набором соответствующих теоретических решений, 

позволяющих охватить всевозможные начальные и граничные условия. 

В данной работе дается обобщенное решение задачи о теплопроводности в конечном 

цилиндре, которое, при необходимости, позволяет получить большое количество возможных 

вариантов таких частных теоретических решений. Для этого необходимо лишь выполнить 

интегрирование при конкретно выбранных зависимостях, входящих в краевые и начальные 

условия. 

Физическая постановка задачи 

Дан конечный цилиндр радиуса R и длиной  , который подвергается нагреву 

произвольным тепловым потоком q(r,τ). Тепловой поток направлен перпендикулярно одной 

из торцевых поверхностей цилиндра, т.е. вдоль оси z. Противоположная торцевая сторона, то 

есть другая торцевая поверхность цилиндра, теплоизолирована. 

Начальная температура цилиндра является функцией радиальной и осевой координат. 

Граничная температура цилиндрической части области зависит от осевой координаты zи 

времени τ. 

Требуется найти температурное поле T(r,z, τ) в конечном цилиндре. 

Математическая постановка задачи 
  (     )

  
   *

   (     )

   
 
 

 

  (     )

  
 
   (     )

   
+  

(1) 

0⩽ r⩽ R,  0⩽ z⩽  , τ>0, 
T(r, z, 0)=ƒ(r, z) , 0⩽ r ⩽ R, 0⩽ z⩽   (2) 

  
  (     )

  
  (   )     ⩽  ⩽        

 

(3) 
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  (     )

  
    ⩽  ⩽        

(4) 

T(R,z,τ)=    (z, τ),  0⩽ z ⩽   , τ>0, (5) 
  (     )

  
       ⩽  ⩽        

(6) 

T(0,z, τ) ≠ ∞, 0⩽ z ⩽  , τ>0. (7) 

Задача (1) – (7) преобразуется с помощью замены  
 (     )   (     )     (   )  (8) 

Тогда будет 
  (     )

  
 
    (   )

  
    

   (     )

   
 
  

 

  (     )

  
   

   (     )

   
  

 

   
    (   )

   
  

(9) 

 (     )   (   )     (   )   0⩽ r⩽ R, 0⩽ z⩽  , (10) 
  (     )

  
 
 (   )

 
 
    (   )

  
  ⩽  ⩽        

(11) 

  (     )

  
    

    (   )

  
     ⩽  ⩽        

(12) 

 (     )     ⩽  ⩽          (13) 
  (     )

  
    ⩽  ⩽          

(14) 

 (     )     ⩽  ⩽         (15) 

К задаче (9) – (15) применяется конечное интегральное косинус-преобразование Фурье [5] 

  (     )  ∫ (     )    
   

 
                  

 

 

  

 

(16) 

   (     )

  
 ∫

    (   )

  
   

   

 
     

    (     )

   
 
  

 

  (     )

  
 

 

 

 

 

   ∫
   (     )

   
   

   

 
     ∫

     (   )

   
   

   

 
   

 

 

 

 

 

 

(17) 

Двойное интегрирование дает  

∫
   (     )

   
   

   

 
  

 

 

 (  ) 
  (     )

  
 
  (     )

  
 
    

  
  (     )  

 

  ∫
   (     )

   
   

   

 
  

 

 

   (  ) *
 (   )

 
 
    (   )

  
+    

    (   )

  
  

 

  
      

  
  (     )  (18) 

На основании (17) –(18) и преобразования граничных условий (13) – (15) будет  
   (     )

  
   

    (     )

   
 
  

 
 
   (     )

  
 
      

  
  (     )   

 

   ∫
     (   )

   
   

   

 
   (  ) 

   (   )

 
 (  )   

    (   )

  
 

 

 

  
    (   )

  
  

 

 ∫
    (   )

  
   

   

 
   

 

 

 

 

(19) 

  (     )  ∫[ (   )     (   )]

 

 

   
   

 
     (20) 

  (     )     (21) 
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   (     )

  
    (22) 

  (     )     (23) 

Задача (19) – (23) решается при помощи конечного интегрального преобразования 

Ханкеля [5] 
 

    (     )  ∫    (     )  (  )    

 

 

 

 

(24) 

Вначале преобразуется исходное уравнение (19). Преобразование отдельных членов этого 

уравнения дает 
 

∫ *  
    (     )

   
 
  

 

   (     )

  
+    (   )    

 

 

 

 

 

   ∫
 

 

 

  
* 
   (     )

  
+    (   )     

   
     (      ) 

 

 

 

 

(25) 

 

∫
   (     )

  
   (   )   

 

  

 

 

∫   (     )   (   )   

 

 

     (      )

  
  

 

(26) 

 

 
   

 
  

  
∫  (     )   (   )   

 

 

 
   

 
  

  
    (      )  

 

(27) 

В результате (19) с учетом граничных условий (21), (22) приводится к виду 
     (      )

  
   (

    

  
   

 )    (      )   

 

   ∫ [∫
     (   )

   
   

   

 
  

 

 

]    (   )   
(  )   

 

 

 

∫ (   )   (   )   

 

 

 

 

 (  )   
    (   )

  
∫    (   )    

 
    (   )

  

 

 

∫    (   )   

 

 

 

 

 [∫
    (   )

  
   

   

 
  

 

 

]∫    (   )   

 

 

 

Дальнейшее преобразование полученного выражения приводит к соотношениям 

∫    (   )   

 

 

 

  
 
∫     (   ) (   )  

 

 

 

  
 
[     (   )        (    )]   

 
   (   )

  
 
   (  )

  
        

  
 
  

. 

 (  )   
    (   )

  
∫    (   )   

 

 

  
    (   )

  
∫    (   )   
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 [∫
    (   )

  
   

   

 
  

 

 

]∫    (   )   

 

 

 

 {   (  ) 
    (   )

  
   

    (   )

  
 [∫

    (   )

  
   

   

 
  

 

 

]}
   (   )

  
  

  ∫ [∫
     (   )

   
   

   

 
  

 

 

]    (   )   

 

 

   [∫
     (   )

   
   

   

 
  

 

 

]∫    (   )   

 

 

 

   [∫
     (   )

   
   

   

 
  

 

 

]
   (   )

  
  

В итоге получается 
     (      )

  
   (

    

  
   

 )    (      )   
 

 [ (  )   
    (   )

  
   

    (   )

  
 ∫

    (   )

  
   

   

 
  

 

 

  

    ∫
     (   )

   
   

   

 
  

 

 

]
   (   )

  
 
(  )   

 
∫ (   )   (   )   

 

 

 

 

(28) 

Преобразование начального условия (20) дает  

    (      )  ∫{∫[ (   )     (   )]

 

 

   
   

 
  }    (   )    

 

 

 

 

(29) 

Решается задача (28), (29). Вводятся обозначения  

     (      )

  
   (

    

  
   

 )    (      )   ( )  

где  ( ) - правая часть (28). 

Решением задачи (28), (29) будет 

    (      )   (   )∫ {∫[ (   )     (   )]

 

 

   
   

 
  }    (   )  

 

 

  

 

  (   )∫,*   (  ) 
    (   )

  
   

    (   )

  
 

 

 

 

 

 ∫
    (   )

  
   

   

 
  

 

 

   ∫
     (   )

   
   

   

 
  

 

 

]
   (   )

  
  

 

 
(  )   

 
∫ (   )   (   )  

 

 

} (   )    

 

(30) 

где  (   )   
   (

    

  
   

 ) 
  

Теперь следует перейти к оригиналу в преобразовании Ханкеля по соотношению [5] 

  (     )  
 

  
∑

  (   )

  
 (   )

    (      ) 

 

   

 
 

(31) 

Это позволяет получить 

  (     )  
 

  
∑

  (   )

  
 (   )

 

   

  (   )  
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 ∫{∫[ (   )     (   )]

 

 

   
   

 
  }    (   )  

 

 

  

 
 

  
∑

  (   )

  
 (   )

 

   

  (   )∫,*   (  ) 
    (   )

  
   

    (   )

  
 

 

 

 

 ∫
    (   )

  
   

   

 
  

 

 

   ∫
     (   )

   
   

   

 
  

 

 

]
   (   )

  
  

 
(  )   

 
∫ (   )   (   )  

 

 

} (   )    

 

(32) 

Переход в пространство оригиналов из пространства изображений в конечном 

интегральном косинус - преобразовании Фурье производится по выражению [5] 

 (     )  
 

 
  (     )  

 

 
∑   (     )   

   

 
 

 

   

 
 

(33) 

Предварительно находится   (     ). 

  (     )  
 

  
∑

  (   )

  
 (   )

 

   

  (   )∫ {∫[ (   )     (   )]

 

 

  }    (   )   

 

 

 

 
 

  
∑

  (   )

  
 (   )

 

   

  (   )∫,*   
    (   )

  
   

    (   )

  

 

 

 ∫
    (   )

  
  

 

 

  

   ∫
     (   )

   
  

 

 

]
   (   )

  
 
  

 
∫ (   )   (   )  

 

 

} (   )   

 

(34) 

Применением (33) к (32) с учетом (34) и выражения  (   ) получено 

 (     )     (   )  
 

   
∑

   (  
 
 )

  
 (  )

 

   

 
     

 

  
 
  

 ∫{∫[ (   )     (   )]

 

 

  }    (  
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∑
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     (   )
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∫[∫ (   )   (  
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 ∫{∫[ (   )     (   )]

 

 

   
   

 
  }    (  
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∑ ∑

   (  
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    (  )

 

   

 

   

   
   

 
∫ *   (  ) 
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(35) 

Решение (35) является обобщенным решением задачи для температурного поля T(r,z,τ) в 

конечном цилиндре. Оно позволяет получить в завершенном виде большое число  

частных решений при различных сочетаниях граничных условий и видов зависимостей 

T(r,z,τ), f(r,z) и q(r, τ). 
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КОМПЕНСАЦИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ДИСБАЛАНСОВ, 

ВЫЗВАННЫХ ФАЗОВЫМИ СДВИГАМИ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ СИГНАЛОВ 

БАЛАНСИРОВОЧНОГО СТЕНДА 
 

Обсуждѐн вопрос экспериментального определения и устранения ошибок фазовых 

сдвигов дисбалансов в процессе балансировки роторов на динамическом вертикальном 

балансировочном стенде с газостатическими подшипниками. 
 

Ключевые слова: динамический балансировочный стенд, дисбаланс, датчик, 

измерительный сигнал, погрешность измерений. 
 

В работе [1] и других источниках показано, что наиболее привлекательным для 

прецизионного определения поперечного смещения центра масс и угла отклонения 

продольной главной центральной оси инерции (ГЦОИ) роторного объекта относительно его 

геометрической оси является использование диагностических комплексов, построенных на 

базе балансировочного оборудования. 

Измерительная система, построенная на базе вновь спроектированного динамического 

вертикального низкочастотного балансировочного стенда с жѐсткими опорами, 

выполненными в виде конических газостатических подшипников (ГСП), и средств 

вычислительной техники, предназначена для контроля указанных параметров массо-

инерционной асимметрии длинномерных тел вращения конической формы [1]. Определение 

искомых параметров массо-инерционной асимметрии контролируемого ротора выполняют 

расчѐтным путѐм по результатам измерений дисбалансов, действующих в плоскостях 

коррекции [2, 3]. 

Измерительная система стенда включает в свой состав два пьезоэлектрических датчика 

силы генераторного типа, и фотоэлектрический датчик-отметчик фазы дисбалансов (далее – 

ФД), также используемый для измерения частоты вращения сборного ротора [1, 2]. На 

рисунке 1 приведѐн вид сверху балансировочного стенда, показана конструкция верхней 

опоры и схема размещения датчиков. 

 
Рис. 1. Балансировочный стенд. Вид сверху: 1 – вертикальная стойка; 2 – ФД;  

3 – основание; 4 – светоотражающее зеркало; 5 – фундамент стенда; 6 – ГСП;  

7 – сборный ротор; 8 – воздушный зазор между сопрягаемыми поверхностями;  

9 – упругие пластины; 10 – силоизмерительный датчик 

mailto:a.klyuchnikov@bk.ru
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Силоизмерительные датчики, обеспечивающие регистрацию вибраций опор, вызванных 

неуравновешенностью вращающегося в опорах сборного ротора, установлены в упругих 

элементах соответственно верхней и нижней опоры таким образом, что измерительная ось 

каждого датчика, расположена в горизонтальной плоскости, проходящей через середину 

опоры, и параллельна направлению вибрации опоры, т.е. совпадает с направлением силы, 

воздействующей на датчик в результате малых перемещений упругих пластин, 

удерживающих ГСП на вертикальной стойке стенда. ФД закреплѐн на вертикальной стойке, 

при этом прямой и отраженный лучи света распространяются вдоль прямой, направленной к 

оси вращения ротора и перпендикулярной этой оси. Светоотражающее зеркало, 

совмещенное с началом угловой разметки технологического переходника, закрепляется на 

боковой поверхности технологического переходника в плоскости распространения 

излучения ФД. 

Начало регистрации временных реализаций вибросигналов инициируется сигналом от ФД 

при достижении рабочей частоты вращения на выбеге сборного ротора. В процессе 

последующей обработки реализаций выделяются дискретные составляющие с частотой, 

равной рабочей частоте вращения и несущие в себе информацию о действующих 

дисбалансах. Амплитуды и фазы выделенных дискретных составляющих – 

пропорциональны значениям и углам соответствующих дисбалансов, действующих в 

верхней (в дальнейшем обозначенной индексом «в») и нижней (в дальнейшем обозначенной 

индексом «н») плоскостях коррекции. Очевидно, что точность измерений указанных 

параметров определяется точностью применяемой измерительной аппаратуры, а также 

точностью определения фазовых сдвигов измерительных сигналов. Величина фазовых 

сдвигов определяется наличием известных конструктивных особенностей балансировочного 

стенда, а также применением в измерительной системе пьезоэлектрических датчиков, что 

обусловлено их малыми габаритами, надежностью в работе, высоким постоянством 

пьезоэффекта и высокой точностью преобразования механического напряжения в 

электрический сигнал в широком частотном диапазоне [4]. Согласование высокого 

выходного сопротивления пьезоэлектрических датчиков с низкоомными входами 

регистрирующей аппаратуры обеспечивают предварительные усилители, выполненные по 

схеме усилителя напряжения. Эквивалентная схема измерительного тракта, включающего 

пьезодатчик, соединенный кабелем с предусилителем, представлена на рисунке 2 с 

использованием следующих обозначений: Сд – емкость датчика; Ск – емкость кабеля между 

жилой и экраном; Су – входная емкость усилителя; Rд – сопротивление датчика; Rк – 

сопротивление изоляции кабеля; Rу – входное сопротивление предусилителя. 

 
Рис. 2. Эквивалентная электрическая схема измерительного тракта 

Теоретически систематическая погрешность, вызванная сдвигом фаз между напряжением 

и измеряемой силой, зависит от RC-параметров в цепи «верхнего» и «нижнего» 

измерительного тракта и от угловой скорости ротора ω и для каждого измерительного 

тракта, и может быть рассчитана по формуле [4]: 

кнстрфс RCarctg   2/ ,     (1) 

где 
90кнстр  – угол между направлением измеряемой силы и направлением 

отраженного зеркалом пучка света (в соответствии с рисунком 1), определяемый 

конструкцией балансировочного стенда; R – сопротивление, равное сопротивлению 
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параллельного соединения Rд, Rк и Rу в цепи  измерительного тракта; С = Сд + Ск + Су; 

рабf 2 . Это позволяет вычислить фазы векторов вибраций верхней и нижней опор, 

равные углам искомых векторов дисбалансов в системе координат вращающего ротора, по 

формулам 

ВфсВизмВ   ;       (2) 

НфсНизмН   ,       (3) 

где Визм , Низм  – фазы сигналов дисбалансов, поступающих от верхнего и нижнего 

датчиков силы, содержащие в себе соответственно фазовые сдвиги Вфс  и Нфс  между 

выходным напряжением усилителя соответствующего датчика силы и измеряемой этим 

датчиком силой. 

Таким образом, выражение (1) демонстрирует, что при неизменном значении fраб (а также 

при использовании регистрирующей аппаратуры с достаточно высокой частотой 

дискретизации) точность определения углов B  и H  фактически зависит от точности 

измерения параметров RC-цепи измерительного тракта. Однако при достаточно высокой 

стабильности ѐмкости пьезокварцевого датчика Сд емкость кабеля Ск (даже при его 

неизменном пространственном положении) может существенно изменяться в зависимости от 

таких внешних факторов, как температура и влажность окружающей среды, внося тем самым 

дополнительную погрешность в результаты расчета Вфс  и Нфс , а также B  и H . 

Эксперименты показали, что значения фазовых сдвигов Вфс  и Нфс , измеренные, например, 

на частоте вращения ~2 Гц, могут отличаться от значений, рассчитанных по формуле (1), до 

6˚–7˚ [5], что требует экспериментального определения фазовых сдвигов сигналов 

дисбалансов в ходе балансировочного эксперимента. 

Фазовые сдвиги сигналов дисбалансов могут быть определены в процессе настройки 

измерительной системы стенда с использованием нескольких пусков. В первом пуске 

измеряют амплитуды АВ, АН и фазы Визм , Низм  колебаний обеих опор для сборного ротора в 

исходном состоянии. Затем на известном угле Вуст  в верхней плоскости коррекции 

устанавливают пробный груз известной массы и измеряют параметры колебаний верхней 

опоры BmвА , Bmв . Третий пуск ротора производят с пробным грузом, прикрепленным на 

известном угле Нуст  в нижней плоскости коррекции, измеряют параметры колебаний 

нижней опоры HmнА , Hmн . Далее выделяют составляющие векторов вибраций опор «только 

от пробных грузов» mв

ВА , mв

В  и mн

НА , mн

Н  путем геометрического вычитания в 

контролируемых плоскостях коррекции векторов вибраций опор, полученных в опыте с 

ротором в исходном состоянии, из соответствующих векторов вибраций опор, полученных в 

опытах с пробными грузами, по формулам: 
BBmв

mв

B AAA


  и 
НHmн

mн

H AAA


 . Затем 

определяют фазовые сдвиги сигналов соответственно по формулам: Вуст

mв

ВВфс    и 

Нуст

mн

НВНфс   , где mв

В  и mн

НВ  – фазы составляющих вибраций опор «только от пробных 

грузов». Компенсация фазовых сдвигов с использованием выражений (2) и (3) позволяет 

определить действительные значения фаз сигналов дисбалансов в плоскостях коррекции. 

Рассмотренная методика определения и компенсации погрешностей, фазовых сдвигов 

измерительных сигналов позволяет повысить точность контроля параметров массо-

инерционной асимметрии. Эффективность методики экспериментально подтверждена на 

динамическом балансировочном стенде [1] и защищена патентом РФ 2453818 [6]. 
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ДАННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ ЭЛЕМЕНТНОГО 

СОСТАВА ВОЛОС И ОЦЕНКИ НЕВРОЛОГИЧЕСКОГО СТАТУСА,  

ПОЛУЧЕННОЙ ПО ФОРМАЛИЗОВАННЫМ БАЛЬНЫМ ШКАЛАМ,  

У ПАЦИЕНТОВ С ХРОНИЧЕСКОЙ ИШЕМИЕЙ МОЗГА 

 

В работе представлены методы статистической обработки данных, полученных в 

результате оценки неврологического статуса пациентов и количественного 

микроэлементного состава их волос. Исходные данные по каждому пациенту записывались 

в учетных карточках и размещались полистно в одном из файлов программного пакета 

Microsoft Excel XP, содержащем первичную документацию диссертационной работы. 

 

Ключевые слова: микроэлементный баланс, статистическая обработка данных, 

хроническая ишемия мозга. 

 

Для оценки неврологического статуса обследуемых пациентов до и после каждого курса 

лечения оценивалась динамика субъективных жалоб объективных показателей, 

психоэмоционального состояния (HADS), когнитивных расстройств (MMSE). 

При рассмотрении динамики субъективных жалоб использовалась формализованная 

четырехбалльная шкала по девяти ведущим клиническим симптомам: головная боль, 

метеочувствительность, шум, звон в голове, повышенная утомляемость, эмоциональная 

лабильность, снижение памяти, головокружения, неустойчивость при ходьбе, нарушение 

сна. Выраженность объективных неврологических симптомов определялась при помощи 

модифицированного опросника Когана О.Г. по пятибалльной рейтинговой шкале [1]. 

Динамика когнитивных расстройств оценивалась с помощью краткой шкалы оценки 

психического статуса (MMSE) [2, 3], а адаптационный профиль больных с хронической 

ишемией мозга (ХИМ) определялся по психоэмоциональному состоянию (госпитальная 

шкала тревоги и депресcии HADS) [4]. 

При выборе биологического субстрата для характеристики элементного статуса человека 

предпочтение отдается обычно волосам. Элементный состав волос отражает устойчивые 

тенденции, сформировавшиеся за достаточно большой промежуток времени (недели, 

месяцы, годы), он не подвержен значительным колебаниям в зависимости от приема пищи и 

времени суток. Благодаря работам [5, 6] была сформирована обширная информационная база 

объективных данных многоэлементного состава волос человека. Это позволило обозначить 

референтные значения содержания химических элементов в волосах человека и разработать 

концепцию коррекции элементного статуса человека. 

В основу исследований были положены результаты амбулаторно-поликлинического 

наблюдения, диагностики и лечения 84 пациентов в возрасте (64.7±8.5) лет с диагнозом 

«Хроническая ишемия мозга», состоявших на учете в ГАУЗ «Городская поликлиника №6» г. 

Казани и прошедших полное диагностическое обследование и амбулаторное лечение.  

В зависимости от задач исследования были сформированы две группы пациентов. В 

первую группу были включены пациенты с различными этиологическими и клинико-

патогенетическими формами ХИМ I и II стадии с целью выявления особенностей 
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элементного статуса при данной патологии. Вторая группа включала в себя пациентов с 

ХИМ I и II стадии и была сформирована с целью выяснения возможности повышения 

эффективности лечения ХИМ путем применения нейропротективных средств, обладающих 

потенциальной способностью влиять на элементный гомеостаз. Пациенты этой группы были 

разделены на две группы 2А и 2Б слепым случайным методом. Пациентам группы 2А 

проводилась нейропротективная терапия с использованием препаратов, потенциально 

влияющих на элементный гомеостаз, пациентам группы 2Б – препаратами, не влияющими на 

элементный гомеостаз. Кроме того, в соответствии с тяжестью клинического течения 

пациенты каждой группы были отнесены к ХИМ I или II стадии [7-9].  

Статистическую обработку проводили с использованием программных пакетов Microsoft 

Excel XP.  

В исследовании для количественной оценки неврологических симптомов при 

клиническом обследовании использовались шкалы, в которых показатель выраженности того 

или иного симптома оценивается в баллах. Число пациентов, участвующих в каждом 

отдельном исследовании, составляло 7-26 человек (выборки умеренной численности). Эти 

обстоятельства являются достаточным основанием для выбора непараметрических методов 

анализа полученных результатов [10]. 

Для сопоставления показателей, измеренных в двух разных условиях на одной и той же 

выборке испытуемых, применялся критерий Вилкоксона, для оценки различий по уровню 

какого-либо признака между двумя независимыми выборками использовался критерий 

Манна-Уитни.  

На рисунках 1 и 2 приведены примеры расположения данных первичной документации на 

листе учетной карточки одного из пациентов с ХИМ, полученных в результате оценки 

неврологического статуса пациентов, и количественные данные микроэлементного состава 

волос. 

 

  

Рис.1 – Пример оценки неврологического 

статуса пациентов 

Рис.2 – Пример данных микроэлементного 

состава волос 

 

Алгоритм статистической обработки данных по оценкам неврологического и 

микроэлементного статуса пациентов ХИМ по данным из их учетных карточек выглядит 

следующим образом (для примера, определяется среднее арифметическое оценки 

психического статуса (MMSE) пациентов группы 2А с ХИМ II до лечения, после I курса 

лечения, после II курса лечения): 
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- определяются номера и количество листов в файле программного пакета Microsoft Excel 

XP для пациентов группы 2А – листы с 38-го по 63-ий, 26 листов; 

- определяются номера и количество листов в файле программного пакета Microsoft Excel 

XP для пациентов группы 2А с ХИМ II – листы с 46-го по 63-ий, 18 листов; 

- суммируются данные соответствующих ячеек (С36 - для оценки психического статуса 

(MMSE) пациентов до лечения, D36 - после I курса лечения, E36 - после II курса лечения) 

для листов с 46-го по 63-ий и делятся на количество пациентов соответствующей группы  

(на 18); 

- в результате определяется среднее арифметическое оценки психического статуса 

(MMSE) пациентов группы 2А с ХИМ II до лечения – 26.71, после I курса лечения – 27.64, 

после II курса лечения – 28.00). 

Алгоритм для статистической обработки каждого показателя представлен в виде 

отдельного кода в ячейках, для реализации которого необходимо задать группу (или 

сравниваемые по критериям Вилкоксона или Манна-Уитни группы) пациентов и 

определяемый статистический показатель. 

Можно отметить, что размещение исходных данных по каждому пациенту в учетных 

карточках полистно в файле программного пакета Microsoft Excel XP представляет 

информацию по каждому пациенту в удобном для восприятия виде и позволяет в 

полуавтоматическом режиме проводить статистическую обработку данных, полученных в 

результате оценки неврологического статуса пациентов и количественного 

микроэлементного состава их волос. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАРУШЕНИЙ БАЛАНСА МАКРО- И МИКРОЭЛЕМЕНТОВ  

У ПАЦИЕНТОВ С ХРОНИЧЕСКОЙ ИШЕМИЕЙ МОЗГА 

 

Представлены результаты исследования элементного баланса у пациентов с хронической 

ишемией мозга в амбулаторной практике. Определены особенности биоэлементного 

портрета пациентов с хронической ишемией мозга I и II стадии. 

 

Ключевые слова: микро- и макроэлементный баланс, хроническая ишемия мозга. 

 

Цереброваскулярные заболевания являются важной медико-социальной проблемой 

современной неврологии, поскольку дают самые высокие показатели по заболеваемости, 

смертности и инвалидности практически во всех странах мира [1].  

В последние годы все больше внимания в клинических исследованиях уделяется вопросам 

влияния нарушений макроэлементного (МаЭ) и микроэлементного (МЭ) баланса на 

патогенез ЦВЗ [2]. Хорошо известно, что избыток или недостаток в организме отдельных 

химических элементов или их соединений нередко приводит к возникновению 

патологических состояний [3]. 

При выборе биологического субстрата для характеристики элементного статуса человека 

при хронических заболеваниях предпочтение отдается обычно волосам. Элементный состав 

волос отражает устойчивые тенденции, сформировавшиеся за достаточно большой 

промежуток времени (недели, месяцы, годы), он не подвержен значительным колебаниям в 

зависимости от приема пищи и времени суток. Содержание МаЭ и МЭ в волосах позволяет 

изучить элементный статус организма в целом, и пробы волос являются интегральным 

показателем минерального обмена. Благодаря работам H.P. Bertram, А.В. Скального и других 

исследователей [4-6] была сформирована обширная информационная база объективных 

данных многоэлементного состава волос человека. Это позволило обозначить референтные 

значения содержания химических элементов в волосах человека и разработать концепцию 

коррекции элементного дисбаланса. Согласно этой концепции отклонение содержания 

элементов в волосах за пределы референтных значений (или за пределы интервала 25-75 

центилей при использовании центильной шкалы) ассоциируются с клиническими 

проявлениями специфических для микроэлементозов синдромов и симптомов. Анализ 

исследуемых образцов волос осуществлялся в лаборатории ЦКП ФХИ Казанского 

федерального университета на масс-спектрометре с индуктивно-связанной плазмой ELAN 

модели DRС II (Perkin Elmer, США) [7]. 

Статистическую обработку проводили с использованием программных пакетов Microsoft 

Excel XP. При статистической обработке результатов медико-биологических исследований, 

как правило, используются непараметрические критерии. Это связано с тем, что применение 

параметрических статистических методов подразумевает принадлежность рабочей выборки 

одному из известных законов распределения (например, нормальному). Предполагать 

нормальность распределения результатов медико-биологических наблюдений априори нет 

оснований. Для достаточно надежного установления нормальности требуется весьма 

большое число наблюдений. В большинстве медико-биологических исследований в силу 
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недостаточного количества наблюдений проверить выполнение критериев нормальности 

распределения затруднено. Непараметрические методы не требуют конкретных 

предположений о законе распределения. 

В работе для количественной оценки неврологических симптомов при клиническом 

обследовании использовались шкалы, в которых показатель выраженности того или иного 

симптома оценивается в баллах. Число пациентов, участвующих в каждом отдельном 

исследовании, составляло 12-37 человек (выборки умеренной численности). Эти 

обстоятельства являются достаточным основанием для выбора непараметрических методов 

анализа полученных результатов [8]. 

Для оценки различий по уровню какого-либо признака между двумя независимыми 

выборками использовался критерий Манна-Уитни.  

На рисунках 1 и 2 приведены примеры изменения содержания некоторых химических 

элементов в группе обследованных пациентов с ХИМ, иллюстрирующие различия в их 

распределении относительно границ референтного диапазона. 

 

 
Рис.1 - Содержание цинка и  марганца в группе обследованных пациентов с ХИМ 

относительно границ референтного диапазона 

Данные о содержании МаЭ и МЭ в волосах пациентов с ХИМ и в группе контроля в 

сравнении с референтными показателями (то есть нормальными физиологическими 

границами для здоровых людей) представлены в таблице 1.  

 

Таблица 1 - Концентрация химических элементов в волосах пациентов с ХИМ (группа 1), 

мкг/г 

Хим. 

элементы 

Средние значения в 

группе пациентов с ХИМ 

Средние значения в 

группе контроля 

Референтные 

показатели 

Цинк 123.00 ± 40.15 182.25 ± 25.13 155-206 

Ванадий 0.11 ± 0.03 0.14 ± 0.05 0.005-0.5 

Марганец 2.39 ± 1.52 0.67 ± 0.21 0.32-1.13 

Магний 144.99 ± 101.04 82.26 ± 35.81 39-137 

Железо 24.41 ± 7.25 20.30 ± 3.33 11-24 

Медь 13.42 ± 4.00 11.72 ± 2.51 9-14 

Алюминий 10.15 ± 4.54 9.34 ± 3.45 6-18 

Калий 158.86 ± 116.33 95.68 ± 18.85 29-159 

Натрий 1065.03 ± 577.6 211.48 ± 69.14 73-331 

Кальций 1523.75 ± 807.02 1067.76 ± 208.37 494-1619 

Литий 0.03 ± 0.01 0.010 ± 0.002 0.00-0.02 

Никель 0.66 ± 0.15 0.31 ± 0.08 0.14-0.53 

Хром 2.01 ± 0.28 0.65 ± 0.13 0.32-0.96 

Серебро 0.10 ± 0.07 0.102 ± 0.010 0.005-0.2 
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Рис.2 - Содержание меди и алюминия в группе обследованных пациентов с ХИМ 

относительно границ референтного диапазона. 

 

Анализ элементного состава волос указывает на наличие дисбаланса у пациентов с ХИМ 

(таблица 1). Средние значения содержания химических элементов для группы контроля 

укладываются в диапазон референтных значений.  

Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выводы. Определен 

биоэлементный портрет пациентов ХИМ I и II стадии, который имел следующие 

особенности: достоверное (с уровнем значимости р ≤ 0.05) превышение нормального уровня 

для марганца (на 111%), натрия (на 220%), хрома (на 109%), лития (на 50%) и никеля (на 

24.5%) и понижение содержание цинка (на 20.6%) в этой группе обследованных лиц.  
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НЕЙЛОРОВСКАЯ СИСТЕМА ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ  

ДИАГНОСТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

 

В работе рассматриваются результаты применения разработанной нейлоровской 

диагностической экспертной системы для выявления общих заболеваний на основе данных 

клинических исследований увеитов. Описаны особенности нейлоровских экспертных систем. 

Рассмотрена архитектура разработанной нейлоровской экспертной системы. 
 

Ключевые слова: система поддержки принятия решений, теорема Байеса, нейлоровские 

экспертные системы. 
 

В настоящее время человечество стремится использовать компьютеры и компьютерные 

системы во все более сложных видах деятельности человека. Одной из них является работа 

врача, главная задача которого состоит в принятии диагностических решений. Для 

применения в таких целях разрабатываются системы поддержки принятия решений, а 

именно экспертные системы (ЭС) – программные изделия, способные накапливать, 

обрабатывать и применять на практике экспертные знания в определенной предметной 

области. 

Воспалительная патология глаз является одной из актуальных тем российского 

здравоохранения, поскольку она часто приводит к ухудшению зрения или даже его потере. 

В данной работе рассматриваются разработка и результаты применения нейлоровской 

диагностической экспертной системы для выявления общих заболеваний на основе данных 

клинических исследований увеитов. Увеитом называют воспаление сосудистой оболочки, 

покрывающей внутреннюю часть глазного яблока. 

Концепция построения нейлоровских ЭС была разработана К. Нейлором [1]. В ее основе 

лежит вероятностный подход, заключающийся в использовании формулы Байеса. Формулу 

Байеса можно интерпретировать простым образом как формулу для нахождения условной 

вероятности: вероятности возникновения события А при условии возникновения события В. 

При этом для удобства используют такие понятия, как «гипотеза» – некое выдвинутое 

предположение, и «свидетельство» – некоторый признак. Поэтому можно сказать, что 

формула Байеса (1) позволяет рассчитать вероятность выполнения гипотезы при условии, 

что выполняется свидетельство [2]. 

, 

 где  – априорная вероятность гипотезы; 

  – вероятность свидетельства при выполнении гипотезы; 

  – вероятность свидетельства при невыполнении гипотезы; 

  – вероятность невыполнения гипотезы, равная  

Еще одной важной характерной чертой подобных систем является цепочка рассуждений, 

определяющая сценарий диалога с пользователем. Хорошо известно, что в продукционных 

ЭС используются прямой и обратный алгоритмы логического вывода. Но ведение диалога по 

таким сценариям вызывает две проблемы: неприемлемые временные затраты на процесс 

экспертизы и нелогичная последовательность задаваемых вопросов. В целях устранения этих 

значимых недостатков в нейлоровских ЭС используется цепочка рассуждений, условно 

называемая косвенной. Подход заключается во введении цен свидетельств, отражающих их 
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важность в контексте каждого задаваемого вопроса пользователю. После каждого ответа на 

вопрос цены свидетельств пересчитываются, и выбирается тот вопрос, которому 

соответствует свидетельство с наибольшей ценой [3]. Цена свидетельства рассчитывается по 

формуле (2): 

, 

 где  рассчитывается по формуле (1); 

 . 

В процессе диалога с пользователем имеет место неопределенность ответов последнего. В 

нейлоровских ЭС можно учесть этот момент, тем самым сделав процесс экспертизы более 

гибким, дружественным для пользователя и объективным. Для этого требуется ранжировать 

шкалу ответов на вопрос, где за начало можно принять величину  (ответ, 

свидетельствующий против гипотезы), за середину шкалы – вероятность  (нейтральный 

ответ не свидетельствует «против» или «в пользу» гипотезы, поэтому не предполагает 

изменения исходной априорной вероятности), а за конец шкалы – величину , которой 

соответствует ответ, свидетельствующий в пользу гипотезы. Вероятности, соответствующие 

промежуточным значениям шкалы, можно восстановить с помощью линейной интерполяции 

[3]. 

Из вышесказанного можно сделать вывод, что работа таких систем представляет собой 

итеративный процесс. На рисунке 1 приведена блок-схема, изображающая общий алгоритм 

работы механизма логического вывода (МЛВ) нейлоровских ЭС. 

 
Рис. 1 – Общий алгоритм работы МЛВ нейлоровских ЭС 

Последним усложнением для экспертных систем такого типа является использование 

порогов для вероятностей гипотез. Для этого вводятся следующие характеристики: 

 P(H) – априорная вероятность; 

 PMAX(H) – максимальная достижимая вероятность; 

 M2(H) – нижний порог; 

 M1(H) – верхний порог; 

 Pmax(H) – текущая максимальная достижимая вероятность; 

 Pmin(H) – текущая минимальная достижимая вероятность. 

Основываясь на значениях параметров гипотез, приведенных выше, можно использовать 

правила остановки после обработки ответа пользователя. Подробное рассмотрение правил 

остановки приведено в [3]. 

На рисунке 2 приведена архитектура разработанной авторами нейлоровской ЭС. 

Архитектура в целом соответствует объектно-ориентированной структуре классов, 

разрабатываемой ЭС. 
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Рис. 2 – Архитектура разработанной экспертной системы 

Кратко рассмотрим компоненты архитектуры: 

 компонент приобретения знаний позволяет удобным способом расширять знания 

системы; 

 база знаний содержит в себе экспертные знания предметной области; 

 подсистема статистической обработки данных выполняет математические расчеты; 

 рабочая память хранит текущее состояние системы (выведенные факты и т.д.); 

 диалоговый компонент обеспечивает общение системы с пользователем. 

Хранение экспертных знаний реализовано с помощью использования базы данных, 

разработанной на базе системы управления базами данных MySQL. В качестве сущностей 

были выделены гипотезы, свидетельства и вопросы. Вопрос объединяет в себе несколько 

свидетельств, благодаря чему пользователь сможет одновременно ответить на несколько 

вопросов. Кроме утвердительных ответов пользователя система автоматически обработает 

остальные ответы по формуле (3). Такая автоматическая обработка ответов в отдельных 

случаях поможет существенно ускорить время, затрачиваемое на экспертизу. 

 
В базу знаний системы были заложены данные клинических исследований 100 пациентов, 

с несколькими диагнозами: болезнь Бехтерева, ревматоидный артрит, туберкулез, вирусное 

заболевание, фокальная инфекция, сифилис. Среди них были пациенты с не выявленной 

этиологией.  

Тестирование разработанной системы, проведенное на 5 пациентах, не входящих в 

статистическую выборку, показало адекватность еѐ выводов диагнозам, поставленным 

врачом-экспертом. 
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СОПРОТИВЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЮ ПОДВИЖНОГО СОСТАВА 

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ СОСТОЯНИЯХ ПОВЕРХНОСТЕЙ РЕЛЬСОВ 

 

В статье приводится результаты испытания по определению сопротивления движению 

локомотива и вагонов по железнодорожным рельсам с различным состоянием их 

поверхностей. Получены зависимости удельного сопротивления движения подвижного 

состава в зависимости от скорости. 
 

Ключевые слова: подвижной состав, рельс, поверхность, состояние, различие, движение, 

сопротивление. 
 

Учеными УрГУПС в 2018 г. были закончены испытания по определению сопротивления 

движению локомотива и вагонов по железнодорожным рельсам с различными вариантами 

состоянием их наружных поверхностей: 1) без покрытия; 2) при нанесенном на боковую 

поверхность головки наружного рельса покрытия содержащего триботехнический состав 

(ТС) НИОД [1]; 3) при нанесенном на боковую грань головки наружного рельса и верхнюю 

поверхность внутреннего рельса покрытия из НИОД. 

Испытания по определению уменьшения сопротивления движению от использования 

покрытия на рельсы проводились как сравнительные, т. е. одни и те же опыты выполнялись 

на рельсах без нанесения НИОД и с нанесенным ТС. Используя трибометр выполнялись 

измерения коэффициента трения на наружных поверхностях рельсов. Коэффициенты трения 

на рельсах без покрытия составил 0,32–0,33, а после нанесения НИОД на верхнюю 

поверхность внутреннего и боковую грань наружного рельса – 0,06–0,08. Испытания 

выполнялись в 2018 г. на участке Демьянка–Сургут на полигоне Свердловской ж.д. в 

круговых кривых радиусами (R) 305, 620 и 1000 м, а так же на прямолинейном участке пути. 

Для испытаний по методике [2] были выбраны: одна секция тепловоза 2ТЭ116 № 1224, 

порожний четырехосный полувагон и динамометрический вагон (с установленной 

измерительной аппаратуры) в диапазоне скоростей от 0 до 90 км/ч с градацией 10 км/ч. 

Расчетное уравнение для определения удельного сопротивления в кривой можно записать 

[3]: 

– для тепловозов 

i
dt

dv

g
rx 


 вк)1(1000

;    (1) 

– для вагонов 

i
dt

dv

g
r 


 вк

0

)1(1000
,    (2) 

где dvнакdt – ускорение, м/с
2
; i – уклон, ‰; γ – безразмерный коэффициент, учитывающий 

влияние инерции вращающихся масс, который определяется из опытных данных различных 

поездок по «накатыванию» и «скатыванию» в прямолинейном участке пути; g – ускорение 

свободного падения; x и 0 – основные удельные сопротивления для тепловоза и вагона, 

которые определяются на холостом ходу методом «накатывание–скатывание» [4]. 

В результате испытаний определялись зависимости v=f(t)нак и v=f(t)ск, по которым 

подсчитывались dvнакdt и dvскdt и строились зависимости ускорений при накатывании и 

скатывании от скорости движения dvнакdt=f(v) и dvскdt=f(v). После определения x=f(v) 

определялось удельное сопротивление и (x+r)= f(v) в криволинейных участках пути. 
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Зависимость дополнительного сопротивления от кривой r = f(v) полувагона определялась 

в два этапа. Сначала, используя метод «накатывание–скатывание», определялись 

зависимости сопротивления движения от скорости одного динамометрического вагона: в 

прямой с некоторым i 0_дин=f(v) и в кривых – (0+r)дин=f(v). В этом случае 

дополнительное сопротивление движению от кривой r_дин=f(v) одного динамометрического 

вагона можно определить как разность удельных сопротивлений при равных скоростях 

(0+r)дин–0_дин=r_дин. Затем определялись зависимости сопротивления движения от 

скорости сплотка из двух вагонов – полувагона и динамометрического вагона также на 

прямом участке с некоторым i, после – в кривых [5]. В первом случае получили зависимость 

0_общ=(0_гр+0_дин)=f(v), во втором – 0_общ+r_общ=f(v). Зная сопротивление сплотка 

(общее) и отдельно динамометрического вагона, сопротивление одного полувагона (на 

прямолинейном и криволинейном участках пути) определяем по соотношению долей массы 

одного из вагонов в общей массе. При массе порожнего полувагона 20 т и 

динамометрического вагона 50 т на прямолинейном участке пути получаем зависимость: 

дин_0гр_0дин_0гр_0общ_0
70

50

70

20
 ,   (3) 

из которой определяем 0_гр=f(v) на прямолинейном участке. 

Аналогично в криволинейных участках пути: 

   
дин0гр0общ_общ_0

70

50

70

20
rrr  ,   (4) 

из которой определяем (0+r)гр=f(v). 

Сопротивление движению х=f(v) определялось на прямолинейном участке пути при 

i=10,83 ‰. На рис. 1 приведена зависимость (1) основного сопротивления движению 

тепловоза, рассчитанная по ПТР. На рис. 1 так же приведены полученные опытные 

зависимости основного удельного сопротивления движению тепловоза ТЭ116-1224Б в 

зависимости от скорости движения по рельсам без покрытия (2) и с покрытием из ТС НИОД 

(3). Нанесение НИОД на обе боковые грани рельсов снижает основное удельное 

сопротивление движению тепловоза 2ТЭ116-1224Б на холостом ходу на прямом участке 

пути в среднем на 7,2 %. 

 
Рис. 1. Основное удельное сопротивление движению Wx 

тепловоза в зависимости от скорости движения 

Основное удельное сопротивление движению сплотка 0_общ изменялось в пределах от 

1,29 до 5,31 кГ/т в диапазоне скоростей 20–70 км/ч, в этом же диапазоне скоростей основное 

удельное сопротивление динамометрического вагона 0_дин изменяется от 1,01 до 5,19 кГ/т. 

Основное сопротивление движения полувагона и динамометрического вагона от нанесения 

покрытия, содержащего НИОД не уменьшилось, что можно объяснить отсутствием 

«шальной» тележки []. Для тепловоза 2ТЭ116 в криволинейном участке пути радиусом 

R=1000 м общее сопротивление движению снизилось в среднем на 7,5 % при наличии на 

внутренних боковых граней обеих головок рельсов НИОД. В кривой R=305 м это снижение 

при состоянии рельсов по 2-му варианту составило в среднем 28 %, а после обработки 

одновременно двух поверхностей ТС НИОД – 34,5 % (рис. 2); в криволинейном участке пути 
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радиусом R=620 м снижение общего сопротивления движению составило соответственно для 

состояния рельсов по 2-му и 3-ему вариантам – 12,35 и 22,6 %, соответственно (рис. 3). 

 

 
Рис. 2. Удельное сопротивление движения в кривой R=305 м тепловоза в зависимости от 

скорости движения: 1 – рассчитанная по ПТР; 2 – на рельсах без покрытия; 3 – после 

обработки боковой грани наружного рельса; 4 – после обработки верхней поверхностей 

внутреннего и боковой наружного рельса 

 

 
Рис. 3. Удельное сопротивление движению в кривой радиусом R=620 м тепловоза в 

зависимости от скорости движения: 1 – на рельсах без покрытия; 2 – после обработки 

боковой грани наружного рельса; 3 – после обработки верхней поверхностей внутреннего и 

боковой наружного рельса 

 

Для динамометрического вагона снижение общего сопротивления движения после 

одновременной обработки НИОД боковой грани наружного рельса и верхней поверхности 

внутреннего рельса (3-ий вариант состояния) составило в кривой R=305 м в среднем 7,3 %, в 

кривой радиусом R=620 м – 7,6 %. Для незагруженного полувагона снижение общего 

сопротивления движению после одновременной обработки НИОД боковой грани наружного 

рельса и верхней поверхности внутреннего рельса (3-ий вариант состояния) составило в 

кривой R=305 м – 5,7 %, в кривой R=620 м – 5,6 %. 

Испытания показали, что при нанесении ТС НИОД одновременно на боковую грань 

наружного рельса и на верхнюю поверхность внутреннего рельса для экипажей с 

трехосными тележками общее снижение основного и дополнительного сопротивления 

составляет от 22,6 % в криволинейном участке пути R=620 м, а в криволинейном участке 

R=305 м – до 34,5 %. Для экипажей с двухосными тележками общее снижение основного и 

дополнительного сопротивления в круговых кривых для груженых вагонов составляет около 

7,5 %, для порожних вагонов – 5,7 %. 

Результаты определения сопротивления движению тепловоза в криволинейном участке 

пути R=300 м экспериментальным путем и используя расчеты по ПТР практически 

полностью совпадают. Так, для рельсов без покрытия при v=60 км/ч сопротивление 

движению составляет 6,5 кГ/т по расчету ПТР – 7 кГ/т. 
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РАЗРАБОТКА СХЕМЫ ГИДРОМЕТАЛЛУРГИЧЕСКОЙ ПЕРЕРАБОТКИ 

ВЫСОКОСЕРНИСТЫХ МЕДНЫХ СУЛЬФИДНЫХ КОНЦЕНТРАТОВ  
 

В результате проведенных исследований разработана принципиальная схема 

азотнокислотного выщелачивания высокосернистых концентратов КОФ при атмосферном 

давлении, осуществляемого в режиме двухстадиального ступенчатого противотока с 

использованием на стадии выщелачивания продуктов абсорбции окислов азота в виде 

нитрозилсерной кислоты, нитрит-нитратных щелоков, оборотных растворов. 

Использование данного способа выщелачивания сульфидного концентрата меди позволяет 

сократить расход азотной кислоты с 4,5 до 0,5 г/г концентрата
 
при сохранении степени 

извлечения меди, цинка, железа, мышьяка на уровне 99,5-99,8%. Остаточная кислотность 

продуктивного раствора при этом снижается с 4,5÷5 до 0,2-0,3 г·экв/дм
3
 а ОВП с ≥850 до ≈ 

600 мВ. Продуктивный раствор был использован для получения товарной продукции: 

катодная медь, высокочистый железный концентрат и катодный цинк, была разработана 

принципиальная схема переработки продуктивного раствора. 
 

Ключевые слова: выщелачивание, высокосернистый медный концентрат, окислы азота, 

азотная кислота, нитрозные газы, сорбция. 
 

Одним из направлений технологии гидрометаллургической переработки сульфидного 

рудного сырья, содержащего цветные, редкие и благородные металлы является 

использование на стадии атмосферного выщелачивания в качестве окислителя азотной 

кислоты. Азотнокислотный способ позволяет эффективно переводить в раствор ценные 

компоненты, содержащиеся в сульфидном сырье, такие как медь, железо, цинк[1]. 

Перспективность использования в качестве выщелачивающего реагента азотной кислоты 

определяется следующими факторами: энергетическая эффективность протекающих 

химических реакций; высокий окислительный потенциал системы; возможность утилизации 

отходящих нитрозных газов с регенерацией азотной кислоты [2].  

Оценка параметров атмосферного азотнокислотного выщелачивания высокосульфидных 

медных концентратов, содержащих золото, серебро, мышьяк, медь, цинк проводилась на 

примере концентрата Карагайлинской обогатительной фабрики (КОФ), Республики 

Казахстан. 

Основной минералогический состав концентрата КОФ, представлен сульфидными 

минералами железа, меди, цинка. Исследование состава концентрата КОФ, показало, что в 

нем содержатся ZnS, (26,9%); FeS2, (22%); CuFeS2, (19,9%); SiO2, (13,9%); PbS, (1,73%); 

окисленные формы железа типа Fe2O3 (12%). 

В таблице 1 приведен химический состав концентрата Карагайлинской обогатительной 

фабрики. 

Таблица 1- Химический состав концентрата КОФ, % 

Cu Ag, г/т Au, г/т Fe Ca Zn Pb S Аs Si Аl 

5,96 136,50 2,46 26,25 0,45 14,04 1,37 27,0 0,46 4,13 0,98 
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Ранее проведенные исследования [3, 4] атмосферного выщелачивания высокосульфидного 

концентрата КОФ с использованием в качестве окислителя азотной кислоты позволили 

определить оптимальные условия проведения процесса: С(HNO3) = 635-650 г/дм
3
 (расход 

HNO3 ≈4,5 г/г концентрата); время выщелачивания - τ = 2-3 часа; температура – Т = 80-90ºС; 

Ж:Т = 7:1; ОВП = 870-880 мВ.  

Степень извлечения меди, железа, цинка и мышьяка при проведении выщелачивания в 

указанных выше условиях составила E(Cu)=99,85%, E(Fe) = 98,88%, E(Zn) =99,96%,  

E(As) = 97,91%.  

Необходимо отметить высокий расход азотной кислоты, составляющий до 4,5 г/г 

исходного концентрата КОФ. Кроме того, образующиеся растворы выщелачивания обладают 

высокими значениями ОВП и остаточной кислотности – C(H
+
) = 4,5÷5 г∙экв/дм

3
. 

Для снижения расхода азотной кислоты на стадии выщелачивания было предложено 

использование продуктов абсорбции нитрозных газов, полученных при проведении 

укрупненных испытаний азотнокислотного выщелачивания высокосернистых концентратов 

при атмосферном давлении – растворы нитрозилсерной кислоты, нитритно-нитратных 

щелоков, оборотного раствора (разбавленный раствор азотной кислоты, образующийся при 

абсорбции окислов азота технической водой). Выщелачивание медного концентрата 

проводили в 2 стадии [3, 4]. 

1 стадия – мягкое выщелачивание – исходный концентрат контактирует с раствором 

выщелачивания со второй стадии; продуктивный раствор направляется на дальнейшую 

переработку; 

2 стадия – жесткое выщелачивание – кек с первой стадии контактирует 

выщелачивающими агентами (нитритно-нитратный щелок, нитрозилсерная кислота, 

оборотный раствор, азотная кислота); кек выщелачивания отправляется на дальнейшую 

переработку либо утилизируется. Раствор направляется на первую стадию выщелачивания. 

На рисунке 1 приведена принципиальная схема двухстадиального противоточного 

выщелачивания концентрата КОФ. 

 
Рис.1- Двухстадиальная схема противоточного выщелачивания концентрата КОФ 

Для проведения исследований по двухстадиальному выщелачиванию предварительно был 

наработан раствор выщелачивания, состав которого приведен в таблице 2. Данный раствор 

(проба ПРуср) получен при выщелачивании концентрата КОФ концентрированной азотной 

кислотой без добавления продуктов улавливания окислов азота. 
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Таблица 2– Усредненный состав раствора выщелачивания, г/дм
3
 

Cu Fe
3+

 Al Zn Pb As 

Au, 

мг/ 

дм
3
 

Ag, 

мг/ 

дм
3
 

Н
+
, 

г·экв/ 

дм
3
 

ОВП, 

мВ 
NO2

-
 NO3

-
 Cl

-
 SO4

2-
 

8,6 35,1 0,45 17,48 0,40 0,44 0,067 ˂1 4,8 819 0,85 335,2 2,19 138,5 

Исследования 1-ой стадии выщелачивания медного концентрата показали, что при 

подборе оптимальных условий выщелачивания удается получить растворы с остаточной 

кислотностью 0,2-0,3 г·экв/дм
3 

при этом степень извлечения меди составляет 70-80%. 

Химический состав продуктивного раствора представлен в таблице 3. Кек после 1-ой стадии 

выщелачивания направлялся на стадию жесткого выщелачивания для доизвлечения ценных 

компонентов. Расход азотной кислоты на жесткой стадии выщелачивания составил 0,5 г/г 

концентрата. 

Таблица 3 – Усредненный состав продуктивного раствора, г/дм
3
 

Cu Fe
3+

 Al Zn Pb As 
Au, 

мг/дм
3
 

Ag, 

мг/дм
3
 

Н
+
, 

г·экв

/ дм
3
 

ОВП

, мВ 
NO2

-
 NO3

-
 Cl

-
 SO4

2-
 

10,13 41,3 0,53 20,56 0,48 0,48 0,079 ˂1 0,2 607 1,09 7,85 1,39 138,5 

Таким образом, азотнокислотное выщелачивания высокосернистых концентратов КОФ 

при атмосферном давлении, осуществляемое в режиме двухстадиального ступенчатого про-

тивотока с использованием на стадии выщелачивания продуктов абсорбции азота в виде 

нитрозилсерной кислоты, нитрит-нитратных щелоков, оборотных растворов позволяет со-

кратить расход азотной кислоты с 4,5 до 0,5 г/г концентрата
 
при сохранении степени извле-

чения меди, цинка, железа, мышьяка на уровне 99,5-99,8%. Остаточная кислотность продук-

тивного раствора при этом, снижается с 4,5÷5 до 0,2-0,3 г·экв/дм
3
 а ОВП с ≥850 до ≈ 600 мВ. 

Продуктивный раствор (таблица 3) направляли на получение товарной продукции: 

катодная медь, высокочистый железный концентрат, катодный цинк. На рисунке 2 

представлена принципиальная схема переработки продуктивного раствора. 

Продуктивный р-р.

Сорбция СU (XUS-43605)

Насыщенный ионит Раствор

Десорбция

Десорбат Ионит 

Электролиз

Катодная медь Отработанный эл-т.

Осаждение Fe (III) 
(pH=3)

Фильтрация

Осадок (Fe(OH)3Раствор

Отмывка от S 

Водная промывка

Осаждение Zn (pH=7)

Высушивание t=300 С

Высокочистый Fe конц.

Фильтрация

Осадок Р-р.

Прокаливание t=300 С

Растворение 

Электролиз

Катодный цинкОтработанный эл-т.

Получение АРМКО-железа

СaO

СaO NaOH (5%)

H2O

H2SO4

H2SO4

 
Рис. 2- Принципиальная схема переработки продуктивного раствора 
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1) Получение катодной меди марки М00К 

Для извлечения меди из продуктивного раствора, состав которого приведен в таблице 3, 

использовали ионообменную смолу DOW XUS-43605 с N- (2-гидроксипропил) 

пиколиламиновой (HPPA) функциональной группой [5]. Сорбцию проводили в 

динамических условиях, в колонне с неподвижным слоем. После насыщения ионита провели 

десорбцию меди 20 % раствором серной кислоты. При достижении концентрации меди в 

десорбате 50 г/дм
3
, раствор доукрепили концентрированной серной кислотой и направили на 

электролиз. Содержание меди в катодном металле составило 99,99 %, что отвечает 

требованиям, предъявляемым к катодной меди марки М00K. Содержание основных 

компонентов в растворе после сорбции меди приведено в таблице 5.  
 

Таблица 5- Состав раствора после сорбции меди, г/дм
3
 

Cu Fe
3+

 Al  Zn Pb 

0,003 41,3 0,40 20,56 0,48 

2) Получение высокочистого железного концентрата 

В раствор после сорбции меди при постоянном перемешивании дозировали содудо 

достижения значения pH=3, при таком значении pH образуется осадок гидроксида железа 

(III), а цинк остается в растворе. По истечении 1 часа осадок отделили на нутч-фильтре, 

промыли водой от маточного раствора и прокалили при t=350 ºC. Химический состав осадка 

и фильтрата приведен в таблицах 6 и 7 соответственно. 
 

Таблица 6 - Состав железосодержащего осадка, % 

Cu Fe S Zn 

0,06 57,6 6.07 0.07 
 

Таблица 7- Состав фильтрата, г/дм
3
 

Cu Fe
3+

 Al Zn Pb 

0,001 0,003 0,16 17,56 0,002 

Для удаления серы железосодержащий осадок промыли в 5 % р-ре NaOH. Химический 

состав железного концентрата после промывки и высушивания при t=300 ºC приведен в 

таблице 8. 
 

Таблица 8 - Состав железного концентрата, % 

Материал Fe Cu S Zn 

Исходный концентрат 57,6 0,06 6.07 0.09 

Отмытый концентрат  68,9 0,06 0,04 0,07 

Железный концентрат после щелочной промывки, по своему составу соответствует 

высокочистому и является пригодным для выплавки высококачественных ферросплавов 

таких как, АРМКО-железо. 

3) Получение катодного цинка  

В цинксодержащий фильтрат (таблица 7), полученный на стадии осаждения железа (III), 

дозировали Na2CO3 до значения pH=7, при котором образуется осадок карбоната цинка. 

Далее осадок отделили на нутч-фильтре. После промывки и прокаливания при t=300º C 

содержание цинка, железа и меди в осадке составило 63,4 % 0,3 % и 0,03 % соответственно. 

Для получения цинкового электролита карбонат цинка растворили в растворе H2SO4 при 

pH=4-6. Состав цинкового электролита представлен в таблице 9. 
 

Таблица 9 -  Состав цинкового электролита, г/дм
3
 

Cu Fe Al Zn Pb 
Cd,  

мг/ дм
3
 

Mn Cl
-
,  

мг/ дм
3
 

Sb, м 

г/ дм
3
 

H2SO4 

0,002 0,001 0,006 40 0.001 0,8 0,9 300 0,03 120 

Далее цинковый электролит направили на электролиз, для получения катодного цинка. 

Содержание цинка в катодном металле составило 99,975 %, что отвечает требованиям, 

предъявляемым к цинку марки Ц0.  
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Выводы 

В результате проведенных исследований разработана и опробована принципиальная схема 

азотнокислотного выщелачивания высокосернистых концентратов КОФ при атмосферном 

давлении, осуществляемое в режиме двухстадиального ступенчатого противотока с 

использованием на стадии выщелачивания продуктов абсорбции азота в виде 

нитрозилсерной кислоты, нитрит-нитратных щелоков, оборотных растворов. Показано, что 

использование данного способа выщелачивания сульфидного концентрата меди позволяет 

сократить расход азотной кислоты с 4,5 до 0,5 г/г концентрата
 
при сохранении степени 

извлечения меди, цинка, железа, мышьяка на уровне 99,5-99,8%. Остаточная кислотность 

продуктивного раствора при этом снижается с 4,5÷5 до 0,2-0,3 г·экв/дм
3
, а ОВП с ≥850 до ≈ 

600 мВ, что в свою очередь, позволяет уменьшить расход CaO на стадии осаждения 

гидроксида железа (III). Для получения товарной продукции (катодная медь, высокочистый 

железный концентрат и катодный цинк) разработана принципиальная схема переработки 

продуктивного раствора. 
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ПРИМЕНЕНИЕ КРИТЕРИЯ УИЛКОКСОНА  

ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ АЛГОРИТМОВ УПРАВЛЕНИЯ ОСВЕЩЕНИЕМ В ТЕПЛИЦАХ 

 

Критерий Уилкоксона был использован для оценки двух не зависимых измерений 

зависящих от процессов, происходящих в теплице на основе дифференциальных уравнений. В 

работе также использовали алгоритм оценки сходимости временных рядов по 

определѐнному количественному признаку. Затем данный метод протестировали на 

предприятии АО «Тепличное» для оценки влияния параметров освещѐнности, а также 

функционирования фотосинтезирующего хлорофиллового аппарата зелѐных растений. 

Полученные результаты моделирования совпадают с результатами эксперимента.  

 

Ключевые слова: фотосинтез, математическая модель, экспериментальное 

исследование.  

 

При проектировании автоматизированной системы контроля облучательных установок 

встает вопрос об оптимизации ее работы с целью повышения эффективности данной 

системы. Одним из возможных способов усовершенствования режимов облучения для 

выращивания растений в условиях защищѐнного грунта представляется применение 

критерия Уилкоксона. Данный подход  поможет значительно увеличить эффективность 

применения энергоресурсов и повысить урожайность выращиваемых культур. В работах 

[1,2] рассматривались процессы фотосинтеза на основе системы кинетических 

дифференциальных уравнений, описывающих структуру и функционирование 

фотосинтезирующего хлорофиллового аппарата зеленых растений. Основной задачей 

данных уравнений является нахождение оптимального распределения лучистой энергии во 

времени с целью получения максимального интегрального фотосинтеза и создание на основе 

полученных результатов автоматизированной системы контроля облучательными 

установками. Однако использование подхода, основанного на решении только 

дифференциальных уравнений, не позволяет в полной мере решить задачу автоматического 

управления. Данная особенность обусловлена значительным превосходством количества 

переменных, используемых в системе уравнений, над количеством экспериментальных 

данных. 

Как уже отмечалось, алгоритм управления параметрами освещения основывается на 

анализе параметров временных рядов, генерируемых системой контроля, и заключается в 

сглаживании временного ряда, построении моделей временного ряда, определении 

параметров этих моделей, установление допусков (доверительных интервалов) для 

определяемых параметров моделей. Долговременный контроль производится по 

историческим трендам, полученным со станции архивирования [3,4]. Для реализации 

алгоритма поиска процессов, происходящих в теплице, определим начальное значение 

вектора данных полученных из архива измеренных параметров освещенности и 

концентрацию углекислого газа.  

Зададим начальные значения вектора оценок параметров модели и вектора данных: 

IP  )0(;0)0(θ̂ ;                                                             (1) 

Затем производится измерение выходного сигналов объекта, и формируется исходный 

вектор данных )(Ψ k . 

mailto:elsoldador@rambler.ru
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Далее вычисляется текущее значение входного сигнала: 

1)-(k(k)y(k)(k)v̂ θΨ
T ;                                                     (2) 

После того как формируется новый вектор данных 

)](ˆ),...(ˆ),(),...([)1( mkvkvnkykykT Ψ ;                             (3) 

вычисляется вектор коррекции (4). 

1)1(Ψ)()1(Ψ

)1(Ψ)(
)(γ






kkk

kk
k

T
P

P
;                                                 (4) 

Находится новая оценка параметров модели, описанных в статье [1]. 

)](θ̂)1(Ψ)1()[(γ)(θ̂)1(θ̂ kkkykkk T  ;                                   (5) 

После чего вычисляется новый вектор данных. 

)()]1(Ψ)([)1( kkkk T
PIP   ;                                          (6) 

И далее процесс вычислений повторяется. Поученные параметры подвергаем 

допусковому контролю с границами поля допуска равного [+ϭ –ϭ], где ϭ – 

среднеквадратичное отклонение. 

Практика контроля по данному параметру показала недостаточную достоверность 

результатов контроля. С целью повышения достоверности контроля была предложена 

проверка статистической гипотезы – относятся ли измеряемые значения получаемых 

параметров освещѐнности и концентрации к одной и той же генеральной совокупности. 

Для такой проверки использовался критерий Уилкоксона – непараметрический 

статистический критерий, используемый для оценки различий между двумя небольшими 

выборками, взятыми из закона распределения, отличного от нормального. Данный критерий 

оптимально подходит для рассматриваемой системы контроля, поскольку контролируются 

две выборки каждая объѐмом в 15 единиц, с законом распределения, отличным от 

нормального. 

С целью проверки критерия были сформированы две экспериментальные выборки 

измеренных значений концентрации углекислого газа, а также количество освещенности 

каждая объѐмом в 101147 единиц. Из выборки последовательно формировались две 

подвыборки, каждая объѐмом в 15 единиц, что соответствует числу измерений, 

проводившихся в теплице, по изменению количеству углекислого газа. 

 
а) – первая выборка 
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б) – вторая выборка 

Рис. 1 – Оценка эффективности критерия Уилкоксона 

 

Осуществлялась проверка статистической гипотезы о принадлежности этих подвыборок к 

одной генеральной совокупности по критерию Уилкоксона. Одновременно регистрировались 

максимальные и минимальные значения в подвыборках. Результаты расчѐтов приведены на 

рисунках 1 а и б. Если принять, что проверяемая статистическая гипотеза принимается при 

значении критерия больше 0,5, а границы поля допуска равны max=130ppm, min=95ppm, то 

рисунки демонстрируют случаи, когда допусковый контроль положителен, а тест 

Уилкоксона отрицателен и наоборот. Однако число таких случаев для первого варианта не 

превышает нескольких сотен, а для второго варианта равно 6 и ими можно пренебречь с 

учетом общего объѐма выборки, превышающим 100 тысяч. 
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МОДЕРНИЗИРОВАННАЯ ТИПОВАЯ НАСТРОЙКА -3-1-3  

ДЛЯ СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 
 

Автоматическая система с настройкой -3-1-3обладает предельно допустимой 

колебательностью. Предлагается модернизированная  «типовая» настройка -3-1-3, 

позволяющая задавать требуемый коэффициент колебательности замкнутой системы. 

Приведѐн пример использования настройки для расчета регулятора положения 

сервосистемы. 
 

Ключевые слова: типовая настройка, система автоматического управления, регулятор, 

сервосистема. 
 

Желаемая передаточная функция разомкнутой системы, при  настройке  -3-1-3 имеет вид 

[2] 

   ( )   
(     )

 

(   ) 
 

   

 

(     ) 
 (1) 

где T1=16Tμ; T2=4Tμ; T3=Tμ;    -эквивалентная малая постоянная времени системы; 

Запас по фазе для передаточной функции (1) определяется выражением 

           (  )  
 

 
          (  )            (

(     ) 

        
*  

 

 
 (2) 

Ширина среднечастотной части логарифмической амплитудно-частотной характеристики 

разомкнутой системы, при настройке  -3-1-3 

  
  
  
                

Тогда, уравнение (2) примет вид 

          (
(   )   

     
   

)  
 

 
 (3) 

Для придания настройке максимально возможной устойчивости, исследуем функцию (3) 

на максимум. 
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(4) 

Выражение (4) равно нулю, если числитель полученной дроби равен нулю, тогда 

     
                   

 

√   
 

 

√   
  (5) 

где ωmax – частота, для которой запас по фазе максимален. 

После подстановки (5) в (3) получаем 

          (
   

 √ 
*  

 

 
 (6) 
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Запас по фазе для разомкнутой системы, согласно [3] 

        (
   

  

    

  
  

    

)   (7) 

где A - модуль амплитудно -фазо -частотной характеристики разомкнутой системы; M - 

показатель колебательности замкнутой системы. 

На частоте среза системы А=1, тогда 

        (
     

   

      
)   (8) 

где Mωср – колебательность замкнутой системы на частоте среза. 

Приравнивая выражения (6) и (8) можно получить 

   

 √ 
      (

 

 
(      (

     
   

      
)  

 

 
)) (9) 

Выражение (9) позволяет получить частоты излома желаемой асимптотической 

логарифмической амплитудно-частотной характеристики разомкнутой системы, в 

зависимости от показателя колебательности замкнутой системы на частоте среза. Эти 

частоты определяются соотношениями 

   
 

   
        

 

√   
    

 

  
  (10) 

С учѐтом (10), передаточная функция (1), соответствующая модифицированной настройке 

-3-1-3, примет вид 

   ( )   
(      )

 

(    ) 
 

√    

 

(     ) 
 (11) 

Методика расчѐта системы заключается в: 

- получении ширины среднечастотной части желаемой логарифмической амплитудно-

частотной характеристики разомкнутой системы Н в зависимости от требуемого 

коэффициенте колебательности замкнутой системы  Mωср, при помощи соотношения (9);  

- определении передаточной  функции регулятора, с использованием желаемой 

передаточной  функции (11). 

Результаты решения трасцендентного уравнения (9) сведены в таблицу 1 

 

Таблица 1 – Точки зависимости H=f(Mωср) 

Колебательность 

замкнутой системы на 

частоте среза (Mωср) 

Ширина среднечастотной 

части желаемой ЛАЧХ 

разомкнутой системы (Н) 
(√ ) 

1.05 47.20 6.87 

1.10 40.02 6.33 

1.15 34.85 5.90 

1.20 30.96 5.56 

1.25 27.95 5.29 

1.30 25.55 5.05 

1.35 23.60 4.86 

1.40 21.99 4.69 

1.45 20.64 4.54 

1.50 19.49 4.41 

1.55 18.49 4.30 

1.60 17.63 4.20 

1.65 16.88 4.11 

1.70 16.21 4.03 
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Применим описанную настройку для синтеза регулятора контура положения контурной 

сервосистемы. 

Передаточная функция объекта, как правило, имеет вид 

  ( )   
 

   
 

(     )
 

Пусть необходимый показатель колебательности замкнутой системы равен 1.2, тогда 

желаемая передаточная  функция разомкнутой системы 

   ( )   
(       )

 

(     )
 

 

       

 

(     )
  

Передаточная функция регулятора положения, при последовательном способе коррекции 

   ( )   
   ( )

  ( )
  
(       )

 

(     )
 

 

       

 

(     )
 

   (     )

 

 
 

       
  
       

     
 
       

     
 

В результате преобразований, получен пропорционально-интегрально-дифференциальный 

регулятор положения. 

 
Рис. 1 – Модель контура положения 

Моделирование расcчитанной системы выполнялось с использованием структурной 

схемы (рисунок 1). Были использованы следующие параметры объекта -     ,       . 

Результатом моделирования является переходная характеристика сервосистемы, 

приведѐнная на рисунке 2.  

 
Рис. 2 – Переходная характеристика сервосистемы, при использовании 

модифицированной настройки  -3-1-3 

По сравнению с исходной настройкой -3-1-3[ 2], перерегулирование уменьшилось с 53% 

до 31%.  

Логарифмические частотные характеристики разомкнутой системы (рисунок 1) 

представлены на рисунке 3. 
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Рис. 3 – Логарифмические частотные характеристики разомкнутой системы (рисунок 1) 

Из рисунка 3 следует, что частота среза системы составляет 0.178 (рад/с). Показатель 

колебательность замкнутой системы на этой частоте составляет        
    

          

    (рисунок 4). 

 
Рис. 4 – Показатель колебательность замкнутой системы (рисунок 1) на частоте среза 

Показатель колебательности, полученный в результате моделирования совпадает с 

заданным, что подтверждает справедливость соотношений (9) и (11). 
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О НЕЛИНЕЙНОЙ КОРРЕКЦИИ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ МАНИПУЛЯТОРОВ 

ДВУСТОРОННЕГО ДЕЙСТВИЯ  

 

Представлено структурно-алгоритмическое обеспечение нелинейной коррекции систем 

управления манипуляционных роботов, основанной на применении логико-динамических 

алгоритмов управления  и координатно-параметрических силовых связей.  

 

Ключевые слова: коррекция, манипулятор, робот, система, оператор, управление. 

 

В настоящее время при выполнении технологических операций на объектах атомной 

энергетики в условиях действия радиоактивности и невозможности нахождения человека в 

опасных рабочих зонах, применяются механические (М-58, ММК-10-2, ММК-25) и 

электромеханические (МЭМ-10, МЭМ-10 СДГ) копирующие манипуляторы (КМ), 

производимые в ГНЦ РФ «Институт физики высоких энергий (ИФВЭ)». Многолетний опыт 

применения перечисленных моделей механических и электромеханических КМ показал 

некоторые особенности их эксплуатации: повышенная утомляемость оператора ввиду 

ощущения им кроме сил нагрузки сил трения и инерции подвижных элементов как ЗО так и 

ИО; снижение эффективности выполнения точных монтажно-сборочных операций как 

вследствие люфтов в кинематических цепях ЗО и ИО, так и фиксированных передаточных 

отношениях между ними; невозможность автоматизации операций, выполняемых с 

помощью манипуляторов данного типа. 

Для уменьшения влияния моментов сопротивления на работу оператора в обратимых 

системах ДСД рассматриваемого вида применяются системы компенсации на силовых 

элементах упругого вала, или системы моментной разгрузки и масштабирования [1, 2] с 

различной степенью компенсации сопротивления движению на дополнительных вентильных 

или двухфазных асинхронных двигателях.  

При разработке электромеханических КМ на базе электроприводов (ЭП) постоянного и 

переменного тока ввиду двусторонности силовых взаимодействий РО с ОР целесообразно 

силомоментное очувствление манипуляторов с помощью силомоментных датчиков и 

наблюдателей силы и применение систем позиционно-силового управления [1-5]. С точки 

зрения направления передачи перемещения системы дистанционного управления ЭП 

манипуляторов ДСД выполняются в виде обратимых симметричных или несимметричных, 

необратимых, и в случае необходимости – двухрежимных [1-3] систем ДСД. Применение 

обратимых систем ДСД позволяет передавать перемещение как от ЗО к ИО, так и от ИО к 

ЗО. В необратимых системах перемещение возможно только от ЗО к ИО. 

Решить задачу создания высокоэффективных манипуляторов с широкими 

функциональными возможностями применением динамической коррекции, основанной на 

введении различных корректирующих звеньев не всегда возможно. Поэтому целесообразно 

осуществлять нелинейную коррекцию [1, 3, 4], применение которой приводит к изменению 

принципа естественного, свойственного человеку-оператору, ручного биотехнического 

управления МР. Нелинейная коррекция несимметричных систем ДСД (рис. 1) возможна как 

в канале отражения сил (КОС), так и управления положением (КУП). Нелинейная коррекция 

КОС на основе функциональных и логических законов управления, реализуемых 
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регуляторами моментного загружателя ЗО, применяется для компенсации влияния 

нелинейностей, повышения устойчивости системы, точности и быстродействия отражения 

сил. 

 

 
Рис. 1 - Несимметричная система ДСД с динамической коррекцией и параметрическим 

отражением моментов: ЛБ- логический блок; ПУ - пульт управления;  

М1, М2 - электродвигатели; У1, У2 - усилители; УСН - устройство самонастройки;  

ДП1, ДП2, ДС- датчики положения и скорости; ДМ1, ДМ2 - датчики или наблюдатели 

момента; Р1, Р2 - редукторы; КЭ1, КЭ2 - ключевые элементы 

 

Возможности обратимых систем ДСД могут быть существенно расширены применением 

параметрических законов отражения сил [1,3,4]. В этом случае сигнал ошибки Uε 

формируется логическим блоком ЛБ (рис.1) и определяется, например, следующими 

функциями: 
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Минимальное значение скорости перемещения ЗУ  ̇    устанавливается оператором. При 

реализации функции (1), во избежании аварийных ситуаций фиксируется положение ЗО при 

нулевом значении скорости его перемещения. В остальных случаях оператор ощущает как 

сопутствующие, так и противодействующие моменты.  

Нетрудно видеть, что при реализации управляющими устройствами логической функции 

(2) оператор ощущает как сопутствующие, так и противодействующие моменты: если 

скорость движения ЗО меньше или равна некоторому минимальному значению  ̇min. При 

перемещении ЗО со скоростями, превышающими  ̇    оператор не ощущает отраженных 
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моментов. Если реализуется функция (3), то оператор ощущает отраженные 

противодействующие моменты только при малых скоростях и выполняет операции типа 

"опускание груза" без ощущения отраженных моментов при больших скоростях. 

При малой скорости перемещения ИО ( ̇    ̇   ) сигнал с ДМ2 поступает 

непосредственно на вход КОС. Если скорость РО превышает заданное минимальное 

значение  ̇   , определяемое значением опорного напряжения Uoп, то ключевой элемент КЭ2 

включает в цепь обратной связи корректирующее звено КЗ, например в виде инерционного 

динамического звена. Если потребуется изменить масштаб отражения, то КЗ реализуется в 

виде пропорционального звена с переменным коэффициентом передачи n. 

Если система управления манипулятором имеет постоянный масштаб отражения сил и 

моментов (Kn = const,   ̇ = const), то при длительной работе с большими нагрузками это 

создает оператору определенные неудобства, а при работе с малыми нагрузками снижается 

точность отражения усилий и моментов. При оперативной коррекции оператор с помощью 

пульта управления ПУ (рис. 1) блоками переключения коэффициентов Кn и   ̇ выбирает 

диапазон работы КОС таким образом, чтобы он обеспечивал повышение точности отражения 

нагрузки в одном случае и повышение удобства работы и снижение утомляемости оператора 

- в другом. Коэффициенты Кn и   ̇ могут изменяться автоматически с помощью устройства 

самонастройки УСН. 

В ряде случаев, когда со стороны объекта работ возникает силовое воздействие, 

превышающее силовые возможности оператора, свойство обратимости может привести к 

травме оператора. Наиболее простым путем повышения эффективности работы КМ при 

выполнении операций с длительным удержанием ОР в неподвижном положении или 

активном действии со стороны ОР, является применение в качестве редукторов Р1, Р2 

самотормозящихся механических передач (СМП), выполняющих роль нелинейных 

корректирующих устройств с использованием неизменяемой части системы путем 

перестройки ее структуры. Несимметричные системы ДСД с СМП в КОС и КУП относятся к 

необратимым системам. 

Однако, при силомоментном воздействии нагрузки на РО возможно нарушение 

необратимости системы, вследствие потери СМП свойства самоторможения, ограниченности 

жесткости кинематических звеньев ИО и наличия зазоров как в этих звеньях, так и в 

измерительной системе манипулятора. Поэтому необходимым условием создания 

необратимых систем ДСД является применение не только СМП, но и нелинейного 

корректирующего устройства, формирующего с помощью логического блока ЛБ (рис.1) 

нелинейный (логический) закон отражения сил и моментов 

1 2 1 2 1 2

1 2
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                 0  U .

U U U U
U U U

U


      
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 
  (4) 

Нелинейное корректирующее устройство в этом случае представляет собой элемент с 

переменной зоной нечуствительности, ширина и знак которой определяются сигналом U2 с 

наблюдателя моментов [5] ДМ2, расположенного вне горячей камеры (рис.1, штриховая 

линия). 

Действительно, как КОС указанным элементом, так и СМП обеспечивают движение ЗУ 

только при условии, что момент на входе больше момента на выходе. В противном случае 

движение прекращается. 

Отражение сопутствующих ( ̇     > 0) моментов создает определенные неудобства при 

выполнении операций типа опускания груза, а в случае аварийных ситуаций, связанных с 

выходом из строя КОС, приводит к заклиниванию ИО с СМП. Вывести его из этого 

положения, особенно при наличии препятствий в рабочем пространстве, без применения 

вспомогательных муфт, разрывающих механическую связь, практически невозможно. 

Поэтому более целесообразно создавать необратимые системы ДСД с активным отражением 

только противодействующих ( ̇    < 0) моментов, что достигается применением в 
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несимметричной системе логического блока ЛБ, формирующего нелинейных закон 

отражения моментов. 
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  (5) 

При выполнении работ в частично или полностью неопределенной обстановке возникает 

необходимость в использовании двухрежимных или комбинированных систем ДСД, 

сочетающих в себе свойства обратимых и необратимых систем. Логический блок ЛБ (рис. 1) 

при автоматическом или ручном переключении структуры с помощью ключевого элемента 

КЭ1 обеспечивает работу системы ДСД как двухрежимной системы. В первом режиме, когда 

реализуется обратимая система, обеспечивается алгебраическое суммирование сигналов U1 и 

U2, а во втором режиме - реализуются логические функции вида (4) и (5).  

Реализация рассмотренных алгоритмов нелинейной коррекции в системах 

дистанционного (копирующим, полуавтоматическим), автоматического и дистанционно-

автоматического управления манипуляционных роботов возможна при условии применения 

вентильных и асинхронных электродвигателей с размещением силовых преобразователей и 

устройств управления вне горячей камеры (рис. 1, штриховая линия). Один из вариантов 

реализации концепции полуавтоматического управления роботом-манипулятором 

робототехнического комплекса МР-48 приведен в работах [7, 8]. Оператор при помощи 

трехстепенного левого и четырехстепенного правого джойстиков, расположенных на пульте 

управления, используя математический аппарат для решения обратной кинематической 

задачи и человеко-машинный интерфейс программного обеспечения, формирует 

управляющие воздействия в виде уставок угловой скорости или углового положения звеньев 

и РО манипулятора.  
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ КПД РВМ НА ОСНОВЕ СРАВНИТЕЛЬНОГО 

АНАЛИЗА ПОВЕРХНОСТЕЙ С ПОКРЫТИЕМ 

 

В работе представлены результаты влияния материалов, смазки и типа покрытий в 

РВМ фрикционного типа на значения коэффициентов трения и полезного действия, 

необходимые для прогнозирования КПД приводов. Теоретические исследования проводились 

для PVD покрытий разного типа. Полученные результаты можно использовать для 

прогнозирования функциональных характеристик механизмов при проектировании. 

 

Ключевые слова: прогнозирование, покрытия, роликовинтовые механизмы (РВМ), 

коэффициент полезного действия (КПД), трение. 

 

При автоматизированном проектировании РВМ приходится решать задачи 

прогнозирования его функциональных характеристик [1]. В ряде случаев, особенно для 

фрикционных РВМ [2] – рис.1, необходима предварительная оценка их КПД в том случае, 

если они выполняются из разных материалов, с различными покрытиями и смазками. В 

данной работе теоретически установлена степень влияния материала, типа смазки и вида 

покрытия на коэффициент трения и КПД. Коэффициенты трения для поверхностей без 

покрытий были определены из справочных данных. Материалы и стали были взяты из [3-5] 

применительно к РВМ. Это стали 40Х, ШХ15, У8, 08Х17Т, покрытия – MoS2, (AlSiCr)C:H, 

AlN, TiN. 

 

 
 

Рис. 1. РВМ фрикционного типа (Компас v15) 

На рисунке обозначено: 1 – винт, 2 – корпус, 3- ролик, 4 – гайка, 5 – зубчатый венец,  

6 - стойка 
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На первом этапе находились коэффициенты трения для сталей без покрытий при сухом 

взаимодействии деталей. КПД РВМ [3] находили, используя зависимости: 

, 

где   – полезная работа за оборот винта, ;  – работа сил трения 

скольжения при внеполюсном сопряжении резьб за оборот винта, при половине угла 

профиля . 

, 

где f – коэффициент трения скольжения,  потери на трение качения сопряжѐнных 

резьб в передаче: 

 

где µ - коэффициент трения качения (плечо момента трения качения);  – потери на 

трение качения в опорах передачи. 

Полученные значения КПД сталей при сухом трении занесены в табл. 1. 

 

Таблица 1- Коэффициенты трения f и КПД РВМ при сухом трении и жидкой смазке без 

покрытий 

Название 

стали 

при сухом трении при жидкой смазке 

f КПД f КПД 

40Х 0,2 0,66 0,14 0,74 

ШХ15 0,17 0,71 0,12 0,79 

У8 0,15 0,74 0,1 0,81 

08Х17Т 0,25 0,58 0,17 0,65 

 

Для РВМ с жидкой смазкой КПД на 10,3…24,2 % выше чем для несмазанных передач, 

однако для данных типов фрикционных механизмов он все равно остается низким.  

На следующем этапе определяли коэффициенты трения и КПД для РВМ с покрытиями. 

Тип покрытия - PVD, установка - - UniCoat 600 SL+, толщина – до 3 мкм, тип покрытия - 

многослойное. Трение для покрытия было получено независимо от сталей для каждого 

материала в отдельности. Результаты измерений занесены в табл.  2. 

 

Таблица 2- Коэффициенты трения f и КПД при сухом трении и жидкой смазке для 

поверхностей с покрытиями 

 при сухом трении при жидкой смазке 

Покрытие f КПД  f КПД  

MoS2 0,1 0,82 0,05 0,91 

(AlSiCr)C:H 0,2 0,66 0,1 0,82 

AlN 0,4 0,43 0,28 0,56 

TiN 0,6 0,25 0,52 0,32 

 

Анализ таблиц показывает, что при использовании покрытий КПД может как 

увеличиться, так и уменьшиться. Положительную динамику показывают покрытия со 

структурами MoS2 и (AlSiCr)C:H. При использовании традиционных покрытий AlN и TiN, 

КПД может уменьшаться. Этот результат относится только к фрикционным механизмам 

РВМ и требует дополнительных экспериментальных подтверждений. 
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а) 

 
б) 

Рис. 2. Сравнение КПД и коэффициента трения в РВМ с покрытиями в условиях сухого 

трения (а) и с пластичной смазкой (б). 

На третьем этапе сравнивались значения коэффициента трения и КПД для РВМ 

фрикционного типа с нанесенными покрытиями в условиях сухого трения и с пластичной 

смазкой как наиболее распространенного варианта эксплуатации (см. рис. 2).  

Использование пластичной смазки незначительно повышает КПД на 10…13% в 

механизмах с покрытием. Использование пластичной смазки может привести и к 

негативному влиянию на КПД, что, очевидно, требует также экспериментальной проверки. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов 

№ 17-20-03084офи_м_РЖД, 9.11716.2018/11.12 
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МОДИФИКАЦИИ ПОВЕРХНОСТИ ДЕТАЛЕЙ  

ИЗ СПЛАВОВ ЦВЕТНЫХ МЕТАЛЛОВ 
 

Рассмотрен процесс отделочной кавитационной обработки поверхностей деталей из 

цветных металлов в различных средах и ее влияния на упрочнение и шероховатость 

поверхности с применением крутильных ультразвуковых колебаний. Определены 

математические модели глубины и степени упрочнения, а так же высоты 

микронеровностей обработанной поверхности в зависимости от параметров обработки. 
 

Ключевые слова: кавитационная обработка поверхности, шероховатости поверхности, 

ультразвуковая обработка. 
 

Эксплуатационные характеристики изделий, такие как сопротивление разрушению, 

трению и износу и другие, зависят от состояния поверхностного слоя материалов.  

Наряду с традиционными методами формирования структуры в поверхностных слоях 

материалов или изделий, включающими химикотермическую обработку поверхности, 

получили признание современные методы модифицирования поверхностных слоев 

воздействием на материалы концентрированными потоками энергии, ионно-плазменной 

обработкой поверхности, воздействием на материалы токов электрических разрядов и 

периодического разряда в потоке жидкости [1]. Для повышения механических свойств 

сплавов цветных металлов применяют импульсное магнитное поле [2, 3]. Поверхностное 

упрочнение и полировка высокоточных, ажурных и ответственных деталей (в том числе из 

сплавов цветных металлов) может достигаться виброобработкой деталей [4], микродуговым 

оксидированием в щелочном электролите [5], кавитационной обработкой поверхности [6]. 

В предлагаемой работе рассмотрены исследования упрочнения и изменения 

шероховатости поверхности деталей из сплавов цветных металлов под влиянием вихревой 

кавитационной обработки. В качестве объекта исследования использовались образцы из 

медного марки М1 и алюминиевого сплава АД1. 

Вихревые кавитационные потоки среды создаются при помощи крутильных колебаний 

концентратора колебаний. Под крутильными колебаниями понимают колебания инструмента 

в направлении совпадающим с направлениемr касательной к поверхности инструмента 

(концентратора). 

Крутильные колебания можно получить при помощи двух колебательных систем, 

имеющих одинаковую резонансную частоту, соединенных со специальным концентратором, 

к которому крепится инструмент (рис. 1).  

 
Рис. 1. Схема колебательной системы с элементами продольных и крутильных колебаний : 

1 – концентратор продольных колебаний; 2 – концентратор крутильных колебаний 
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На основе схемы (рис. 1) разработана установка для кавитационной обработки (рис. 2). 

Приспособление состоит из ванны 3, соединенной с двумя концентраторами 5, которые в 

свою очередь связаны с магнитострикционными преобразователями 1. Преобразователи 

крепятся на крепежной стойке 4. В ванне с жидкостью находятся обрабатываемые детали 6, 

которые закреплены в держателе 2.  

 

   
Рис. 2. Схема приспособления для УЗО 

1-ПМС; 2-стойка для фиксирования заготовок; 3-ванна; 4- стойка крепежная; 

 5-волновод; 6-заготовка 

Конструкция установки включает в себя генератор ультразвуковой УЗГЗ–4 (резонансная 

частота – 18 ± 1,2 кГц), преобразователь магнитострикционный ПМС–15А–18. 

В качестве режимов обработки (факторов эксперимента) использовали: время обработки 

(t = 3 – 15 мин), температуру среды (T = 20 – 70 С
о
), тип среды (C = 1 для среды «ПАВ»,  

2 для среды «силиконовое масло»), расстояние от стенки сосуда до обрабатываемой детали  

(L = 25 – 90 мм), амплитуду колебаний волновода (А = 10 – 60 мкм).  
Для оценки параметров шероховатости поверхностного слоя использовался профилограф-

профилометр модели TR 200. Измерения проводились по стандартной методике с 

использованием паспортных данных прибора. Испытания микротвердости проводились на 

приборе ПМТ-3. Для каждого образца были определены: глубина упрочнения, значение 

максимальной микротвердости и микротвердости основного металла.  

На основе регресионного анализа экспериментальных данных были получены 

математические модели зависимости шероховатости поверхности от режимов обработки: 

 для образцов из алюминиевого сплава (АД1) 

       
     

              
  

 для образцов из медного сплава (М1) 

       
     

               
  

Во время кавитационного воздействия происходит упрочнение поверхности детали  

(рис. 3,а). Зависимость глубины упрочнения от параметров обработки (рис. 4) имеет вид 

      
                

     
  

Степень упрочнения существенно зависит от параметров обработки (рис. 3, б) и 

изменялась в условиях эксперимента от 0,15 до 1,95. 
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а б 

Рис. 3. Изменение микротвердости материала (М1) по глубине (а) при режимах 

обработки: T = 20 С
о
, t = 15 мин, среда – «масло», А = 40 мкм (▲), А = 20 мкм (■) и степень 

упрочнения при различных сочетаниях режимов обработки (б) 
 

   
а       б 

Рис. 4. Зависимость глубины упрочнения от амплитуды колебаний (а) и температуры 

среды (б) для среды 1 () и 2 (■) 

Упрочнение поверхностного слоя металла ультразвуковым способом в режиме кавитации 

возможно к применению, как альтернативу существующим методам упрочнения, 

используемых в современном машиностроении. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОГРАНИЧЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ В ПОЛУПЛОСКОСТИ ПО ИХ ЗНАЧЕНИЯМ  

В КОНЕЧНОМ ЧИСЛЕ ТОЧЕК  
 

В работе находится линейный наилучший метод приближения значений в точке 

ограниченных аналитических функций, заданных в верхней полуплоскости по их значениям в 

конечном числе различных точек. Статья разбита на четыре раздела. В первом разделе 

(введение) приводятся некоторые результаты из работы К.Ю. Осипенко. Во втором 

определяется погрешность наилучшего метода и выписывается соответствующая 

экстремальная функция. В третьем разделе находятся коэффициенты линейного 

наилучшего метода. В четвертом разбираются частные случаи рассматриваемой задачи 

оптимального восстановления.  
 

Ключевые слова: оптимальное восстановление, наилучший метод, линейный наилучший 

метод, погрешность наилучшего метода, экстремальные функции. 
 

1. Введение 
Вначале напомним некоторые понятия из работы [1]. Пусть Х - комплексное линейное 

нормированное пространство, а     его подмножество. Далее, пусть            

комплексные линейные функционалы, заданные на    Если  (       )   любая комплексная 

функция n комплексных переменных, то погрешностью приближения методом S 

функционала L по значениям функционалов          на множестве  W называется 

следующая величина 

  ( )     
   

| ( )   (  ( )     ( ))|  

Метод    (       )  называется наилучшим методом восстановления, если 

  (  )     
 
  ( )                                                                               ( ) 

Если     единичный шар, то (см. [1]) существует линейный наилучший метод 

приближения     ∑     ( )
 
     (где     некоторые комплексные числа). Причем, 

погрешность наилучшего метода восстановления можно вычислить по формуле 

  (  )     
   

  ( )      ( )  

| ( )|                                                     ( ) 

Обозначим через D верхнюю полуплоскость. То есть, пусть   *        +   а  

            различные точки, лежащие в D (                             
                  )    Положим   ( )   (  )    ( )   (  )     ( )   (  )  ( )  

  ( )  
где 

  ( )  * ( )  | ( )|   +  
а   ( )   аналитические в D функции. Обозначим (см. (1)) 

 (          )    (  )  
Тогда (см. (2)) 
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 (          )     
 ( )   ( )

 (  )     (  )  

| (  )|                                                     ( ) 

Задачи оптимального восстановления исследовались во многих работах (см., например, 

[1]-[3]). 

В дальнейшем нам потребуются некоторые известные результаты. Обозначим через 

  *   | |   +   
единичный круг, а    

  ( )  * ( ) | ( )|   +   
множество аналитических функций, заданных в единичном круге. Далее пусть  

          различные точки, лежащие в круге  K. Обозначим через 

  * ( )  ( )    ( )  (  )     (  )   +                  ( ) 
семейство аналитических функций. Как известно, семейство функций E можно 

факторизовать. Это означает, если   ( )      то  (см. [4]) 

 ( )    ( ) ( )                                                                ( ) 
где  ( )    ( )   а 

  ( )  ∏
    
    ̅̅ ̅̅  

 

   

                                                                ( ) 

конечное произведение Бляшке в единичном круге K. И, наконец, (см. [5]) 

∫
  

|    | 
 
 

  
                                                                            ( )

  

  

 

(напомним,                 )  
 

2.  Погрешность наилучшего метода приближения 

Обозначим через 

 ( )  ∏
    
    ̅̅̅

                                                                      ( )

 

   

 

конечное произведение Бляшке в верхней полуплоскости; 

  * ( )  ( )    ( )  (  )     (  )   +                     ( ) 
семейство аналитических функций. 

Лемма 1. Семейство функций A можно факторизовать. А именно,  ( )     тогда и 

только тогда, когда 

 ( )   ( ) ( )                                                                            (  ) 
где   ( )    ( )  
Доказательство. Обозначим 

   ( )  
   

   ̅
  

где       (b-фиксированное число); 

    (  )       (  ) 

и  ( )   (
   ̅ 

   
)  Так как  ( )    ( ) и  (  )       (  )     то  ( )     

(см. (4)). 

Поэтому (см. (5)) 

 ( )  ∏
    
    ̅̅ ̅̅  

 

   

 ( )  

где   ( )    ( )    Так как 
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    ̅̅ ̅̅  

 

   

   ̅
 
    

    ̅

  
  ̅̅̅   ̅
  ̅̅̅   

   

   ̅

  
  ̅̅̅   

    ̅

    
    ̅̅̅

  

то 

 ( )   (
   

   ̅
)  ∏

    
    ̅̅̅

 ( )   ( ) ( )                                  

 

   

 

где   ( )    ( )  Обратно, если функция f(z)  имеет вид  (10), то  ( )     
Лемма доказана. 

Теорема 1. Погрешность наилучшего метода приближения значений  (  )  по значениям  

 (  )    (  ) ( ( )   
 ( )) вычисляется по формуле 

 (          )  | (  )|                                                                         (  ) 
а экстремальная функция   ( ) задачи (3) имеет вид 

  ( )      ( )                                                                                   (  ) 
где      (                  )  
Доказательство. В самом деле (см. (9), (10)) 

 (          )     
 ( )  

| (  )|  | (  )|    
 ( )   ( )

| (  )|  | (  )|  

Понятно экстремальной функцией задачи 

   
 ( )   ( )

| (  )| 

является функция       (   )  Значит, экстремальная функция задачи (3) имеет вид  (12).  

3. Линейный наилучший метод приближения 

Теорема 2. Линейный наилучший метод приближения ∑    (  )
 
    единственен, а его 

коэффициенты вычисляются по формуле 

   
      (  )

(     )(     ̅)∏
     
     ̅

 
   
   

                                                            (  ) 

где            
Доказательство. Рассмотрим следующий интеграл 

  
  
 
∫

 (  )  ( )

 ( )(    )(    ̅)
   

  

  

                                                          (  ) 

где   ( )    ( )  (           ( )  конечное произведение Бляшке; см. (8)). Сначала 

убедимся в том, что несобственный интеграл сходится. Действительно. Так как 

   
   

|    |

| |
    
   

|  
  
 
|     

то 
|    |

| |
 
 

 
               

для всех z, удовлетворяющих условию | |     (   ) и, значит, 
 

|    | 
 

 

| | 
                                                                           (  )  

Так как 

|
 ( )

 ( )(    )(    ̅)
|  

 

| | 
  

 (   )   то отсюда и вытекает сходимость интеграла (14). После этого замечания, оценим 

интеграл J по модулю сверху. Имеем (см. (14), (7)) 

| |  
  | (  )|

 
∫

| ( )|  

| ( )||    ||    ̅|

  

  

 
  | (  )|

 
∫

  

|    | 
 | (  )|                   (  )
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Вычислим интеграл J. Как известно, для того, чтобы найти несобственный интеграл (при 

помощи вычетов) необходимо убедиться в том, что 

   
   

∫  ( )    

 ( )

                                                                   (  ) 

где   ( )   полуокружность радиуса R (R>0) с центром в начале координат, лежащая в 

верхней полуплоскости. В самом деле. Так как  (см. (8)) 

   
   

 ( )     

то 
 

| ( )|
                                                                             (  ) 

для всех z, удовлетворяющих условию  | |       (   )  Далее, так как 

   
   

(    )(    ̅)

  
    

то существует число     (    )  такое, что 
 

|    ||    ̅|
 

 

| | 
 

для всех z, удовлетворяющих условию  | |      Теперь убедимся в справедливости 

условия (17). Имеем (см. (15), (18)) 

| ∫
 (  ) ( )  

 ( )(    )(    ̅)
 ( )

|  | (  )| ∫
 

| ( )|
 ( )

|  |

|    ||    ̅|

 
 | (  )|

  
∫ |  |  

  | (  )|

 
 ( )

  

Отсюда и вытекает соотношение (17). После этого рассмотрим функцию 

 ( )  
   (  ) ( )

  ( )(    )(    ̅)
                                                            (  ) 

Функция   ( ) имеет в верхней полуплоскости особые точки              (простые 

полюсы). Подсчитаем в них вычеты: 

   
    

 ( )     
    

(    ) ( )     
    

   (  ) ( )

  ( )(    ̅)
 
 (  )

   
              (  ) 

 

        ( )         (    )
   (  ) ( )

  ( )(     )(    ̅̅ ̅)
         

(    ̅̅̅̅ ) ( )

(    )(    ̅̅ ̅)∏
    
    ̅̅ ̅̅

 
   
   

 

 
      (  )

   (     )(     ̅̅ ̅)∏
     
     ̅̅ ̅

 
   
   

 (  )                                                                                                                  (  )  

Отсюда (см. (19), (20), (21)) 

   (  )  ∑
      (  )

(     )(     ̅)∏
     
     ̅

 
   
   

 (  ) 

 

   

 

Учитывая неравенство  (16), получим (см. теорему 1) 

| (  )  ∑
      (  )

(     )(     ̅)∏
     
     ̅

 
   
   

 (  )

 

   

|   (           ) 

для всех функций   ( )    ( )  Следовательно, числа 
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      (  )

(     )(     ̅)∏
     
     ̅

 
   
   

 

являются коэффициентами линейного наилучшего метода приближения. Единственность 

линейного наилучшего метода вытекает из работы [6]. 

4. Частные случаи 

Рассмотрим два примера. 

Пример 1. Разберем случай, когда               (               )  
Найдем  (     )  и коэффициент     
В этом случае (см. (8)) 

 ( )  
     
     

                                                          (  )  

Из формулы (11) получаем  

 (     )  | (  )|  | (   )|  |
     
     

|  
|     |

     
  

а из формулы (13) вытекает (см. (22)) 

   
     

(       )(       )

     
     

 
     

(     ) 
  

Пример 2. Рассмотрим случай, когда                             

(здесь           ). Найдем   (        )   а также коэффициенты     и       
Получим (см. (8)) 

 ( )  
    
    ̅

    
    ̅

                                                                              

а погрешность наилучшего метода приближения равна (см. (11)) 

 (        )  | (  )|  | (   )|  |
          
          

          
          

|  
  
  (     )

 

  
  (     ) 

  

Вычислим теперь коэффициенты          Имеем (см. (13)) 

        
  
  (     )

 

  
  (     ) 

 

(          )(          )

             
             

 
     
  

  
  (     )

 

  
  (     ) 

      
(      )    

   

        
  
  (     )

 

  
  (     ) 

 

(           )(           )

              
              

 
     
  

  
  (     )

 

  
  (     ) 

      
(      )    
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