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НОВАЯ СХЕМА РАЗМЕЩЕНИЯ ОБОРУДОВАНИЯ  

НА ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ НЕФТЕДОБЫВАЮЩЕЙ ПЛОЩАДКЕ  
 
В работе рассмотрен новый подход размещения оборудования, используемого на 

нефтедобывающих промыслах.  Представлена новая схема размещения оборудования для 
добычи промысловой нефти, а также её разделения на компоненты и очистки. 

 
Ключевые слова: Газоводонефтяная смесь, сепаратор, нефтяное оборудование. 
 
Добыча нефти и газа происходит на практике по рабочей схеме, показанной на рисунке 1. 

Нефть, находящаяся в недрах земли под высоким давлением, содержит в своем составе 
множество примесей в виде воды, газов, парафинов, смолянистых примесей в том числе и с 
твердыми частицами. Это является главной причиной изменения схемы добычи нефти. 

 

 
Рис. 1 - Обустройство нефтяной площадки: 1 - стабилизатор давления; 2 - сепаратор;  

3 - отстойник; 4 - деэмульсатор; 5 - концевой сепаратор; 6 - аппарат для очистки 
пластовой воды; 7 - насос; 8 - сборник пенного продукта 

Высокое давление выкачанной нефти снижается дросселированием, из-за чего 
увеличивается вязкость нефти и понижается температура. Однако, как было показано ранее, 
нефтяная смесь состоит из многих веществ различной плотности [1]. За счет этого при 
выкачивании ее создаются пробковые движения и часто происходят резкие скачки, 
способные повредить оборудование [2]. По этим причинам, в первую очередь, после выкачки 
газоводонефтяной смеси ставится стабилизатор давления 1. Далее движущаяся смесь 
переходит в сепаратор 2, который разделяет смесь на различные нефтяные фракции и 
окончательно стабилизирует давление.  
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Следующим этапом добычи является очистка нефти от водяной примеси сепаратором-
каплеуловителем, из которого уловленные дисперсные микроскопические водные частицы в 
виде крупных капель или пленки поступают обратно в сепаратор. Газ уходит на переработку, 
а водонефтяная смесь в отстойник 3, где, благодаря разности плотностей и времени, 
происходит разделение смеси: газ уходит вверх, вода, с плотностью больше, чем у нефти, 
занимает нижнее положение, а нефть остаётся над водой [3]. Далее вода из отстойника 
подается в устройство очищающее пластовые воды 6, а нефть в деэмульгатор 4. На данном 
этапе нефть — это достаточно стойкая сильновязкая солёная смесь с мелкими водяными 
каплями, смолами, парафинами и другими веществами. 

Проблемой очистки воды от нефтяных загрязнений является устойчивая эмульсия, 
которая в естественных условиях стабильна. Эта же причина усложняет полную очистку 
нефти, так как частицы воды остаются в эмульсии [4]. Решением данной проблемы является 
нагрев смесей и использование химических реагентов. Повышенная температура 
препятствует отложению парафинов во время транспортировки нефти, понижает ее вязкость, 
благодаря чему ускоряется разделение, что позволяет выделить часть лёгких углеводородов. 
Использование химических реагентов позволяет разорвать нефтяную  плёнку, 
обволакивающую капли воды для их дальнейшего разделения. 

Химический реагент готовится и приводится в действие в деэмульгаторе 4, а нефть 
нагревается в специально оборудованном аппарате 6. 

Благодаря использованию сепараторов 5 и 6, с помощью вакуума или нагрева, 
газонефтяная смесь окончательно разделяется на газ и нефть, а для минимизации при этом 
потерь лёгких углеводородов используются компрессоры. 

Несмотря на сложную и длительную разделительную систему газоводонефтяной смеси, 
отделённые компоненты по-прежнему присутствуют в незначительном количестве в смеси. 
Это особенно критично при очистке пластовых вод, так как их после процесса разделения 
эмульсии, попросту утилизируют что в случаях значительных объемов добычи, очень 
негативно влияет на окружающую природную среду [5]. 

Наиболее рациональным решением проблемы является использование флотационного 
очистителя. Так, безнапорный многосекционный флотатор способен очищать воду до 
количества примесей нефти менее 60мг/л. [6] 

Таким образом при добыче нефти выкачивается водогазонефтяная смесь, которую 
необходимо очистить от смол, парафинов и стабилизировать давление, предварительно 
разделив смесь на газ и нефтепродукты в сепараторе. Параллельно сепаратором-
каплеуловителем очистить смесь от пластовых вод, далее дать водонефтяной смеси 
отстоятся, для лучшей очистки, в отстойнике, обессолить и обезвожить нефть в 
деэмульгаторе с последующим окончательным разгазированием нефти в сепараторе 
концевой ступени. На заключительном этапе очистить пластовые воды в многосекционном 
безнапорном флотаторе. 

Новое размещение оборудования позволяет эффективно решать проблемы 
нефтегазодобычи на производственной площадке. 
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УПРАВЛЕНИЕ ЭНЕРГОСИСТЕМОЙ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ВОЗМУЩЕНИЙ  
С ЦЕЛЬЮ ПОВЫШЕНИЯ УСТОЙЧИВОСТИ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕЧЕТКОЙ СИСТЕМЫ 
 

В этой статье рассматривается учет неопределенностей и снижение сложности при 
проектировании контроллеров энергосистемы в условиях возмущений с использованием 
нечеткой логики. Для всей энергосистемы разработано два нечетких регулятора, 
регулирующих коэффициенты усиления. На выходе нечеткого контроллера генерируется 
коэффициент усиления, соответствующий автоматическому регулятору напряжения и 
стабилизатору энергосистемы. Моделирование энергосистемы проведено с использованием 
программы MATLAB/Simulink. Работа созданной системы нечеткого управления 
сравнивается с существующим управлением энергосистемой. 

 
Ключевые слова: нечеткое управление, моделирование энергосистемы, стабильность, 

AVR и PSS 
 
Моделирование энергосистемы.  
Стабильность энергосистем является важным аспектом в различных сферах, включая 

производство, передачу и распределение электроэнергии [1]. В данном исследовании 
устойчивость означает продолжение процесса генерации электроэнергии, и с помощью 
передовых систем контроля и управления мощность генерации может быть увеличена до 
нескольких сотен мегаватт для турбинных систем, предотвращая потери, [2,3]. 

Искомая энергосистема состоит из двух областей, соединенных друг с другом. В 
нормальных условиях, без возмущений, энергосистема находится в стабильном состоянии. 
На рисунке 1, показана модель Simulink области-1, включающая два синхронных генератора, 
турбины и регуляторы и трансформаторы системы вместе с линиями электропередачи. Из-за 
схожести модели Simulink области 1 и 2 представлена только модель области 1. 

 
Рис. 1 - Simulink модель энергосистемы, области-1 
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Дизайн нечеткого контроллера. Процесс разработки системы нечеткого вывода и подход к 
генерации параметров управления в рамках нечеткой системы управления, состоящий из 
пяти этапов, отображен на рисунке 2. 

 
Рис. 2 - Как работает система нечеткого контроля [4] 

В качестве системы нечеткого вывода выбран подход Мамдани. С использованием 
функций принадлежности для входов и выходов, нечеткие правила для первого выхода 
представлены в таблице 1, а для второго выхода - в таблице 2. 

Таблица 1 - Нечеткие правила для первого выхода 

 
Таблица 2 - Нечеткие правила для первого выхода 
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V∆  
NL NS ZR PS PL 

 
 
θ∆  

NL S S S S M 
NS M M M L M 
ZR M M L L L 
PS M M L L L 
PL L L L L L 

На рисунке 3, показана структурная модель спроектированного нечеткого регулятора. 

 
Рис. 3 - Модель Simulink, связанная с частью нечеткого контроллера, 

реализация нечеткого контроллера. 
В данном случае, система начинает работать сначала без возмущений. Далее будет 

продемонстрировано поведение и реакция параметров энергосистемы на внедрение 
нечеткого регулятора. Продолжительность симуляции выбрана с учетом программных и 
аппаратных ограничений, однако, старались максимально отразить диапазоны колебаний и 
сходимость-расходимость параметров. Рисунки 4 и 5 демонстрируют изменения параметров 
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энергосистемы после применения нечеткого регулятора. 

  
Рис. 4 - Ускорительные изменения 

энергосистемы после применения нечеткого 
регулятора 

Рис. 5 - Изменения напряжения после 
применения нечеткого регулятора 

Усиление нечеткого управления - AVR и PSS.  
На следующих рисунках показано, как управляющие усилия, возникающие в результате 

применения нечеткого регулятора, обеспечивают соответствующие коэффициенты усиления 
для стабилизации энергосистемы для AVR и PSS. На рисунке 6 показано поведение и 
настройка коэффициентов усиления AVR и PSS нечетким регулятором для генератора №4, и 
для генератора №2 на рисунке 7. Также отображается усиление, установленное текущим 
контроллером системы. 

  
а) б) 
Рис. 6 - Как настроить усиление регулятора AVR  

а) Для генератора №4,  б) Для генератора №2 
 

  
а) б) 
Рис. 7 - Как настроить усиление регулятора PSS  

а) Для генератора №4, б) Для генератора №2 
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Заключение.  
Исследование проводилось на энергосистеме, состоящей из 4 синхронных генераторов, 

турбин и регуляторов, трансформаторов, а также линий электропередач. В рамках данного 
подхода примечательна простота определения минимального количества входных данных для 
нечеткого регулятора и выбора эффективных выходов для регулировки коэффициентов 
усиления системного стабилизатора. В то время как текущее управление энергосистемой 
может удерживать агрегат в стабильном состоянии только при нормальной работе системы и 
при отсутствии возмущений. 
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ НЕЧЕТКИХ И КЛАССИЧЕСКИХ МЕТОДОВ 
УПРАВЛЕНИЯ В ЭНЕРГОСИСТЕМАХ В УСЛОВИЯХ ВОЗМУЩЕНИЙ 

 
В данной статье исследуется улучшение устойчивости многоагрегатной энергосистемы 

при наличии возмущений с использованием нечеткого регулятора. В связи с этим, в качестве 
основных входных сигналов были выбраны два сигнала: изменение напряжения генератора и 
изменение угла ротора. Контроллеры AVR и PSS отвечают за стабилизацию колебаний в 
энергосистеме, однако они неспособны стабилизировать систему при возникновении 
возмущений. В таких ситуациях разработанный нечеткий регулятор, который регулирует 
коэффициенты усиления управления, улучшает устойчивость системы, предотвращает 
отключение агрегатов от производственного процесса и обеспечивает стабильность. 
Результаты симуляции демонстрируют эффективность и устойчивость данного метода 
при серьезных возмущениях энергосистемы, обеспечивая непрерывную работу 
энергосистемы. 

 
Ключевые слова: нечеткое управление, неопределенности, AVR и PSS, гашение колебаний, 

устойчивость к возмущениям. 
 
Моделирование. В этой статье предлагается нечеткий стабилизатор как альтернативный 

метод подавления колебаний энергосистемы при возникновении возмущений. Контроллеры 
на основе нечеткой логики обычно превосходят другие контроллеры в сложных, нелинейных 
или неопределенных системах, для которых имеются обширные практические знания. 
Однако энергосистемы не всегда функционируют в нормальных условиях и должны быть 
способны продолжать работу при возникновении возмущений в системе [1,2]. Хотя эти два 
контроллера (PSS -Стабилизатор системы питания и AVR - Автоматический регулятор 
напряжения), обеспечивают общую стабильность системы, в критических ситуациях и при 
наличии возмущений они не работают должным образом, что приводит к сбоям в системе. 
Структура контроллеров AVR и PSS представлена на рисунке 1.  

 

 
Рис. 1 - Структура стабилизаторов AVR и PSS 
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Спрос на энергосистему постоянно меняется, и эти изменения могут вызвать 
нестабильность на пике нагрузки на энергосистему. С другой стороны, основными 
недостатками электроэнергетических систем является перегрузка линий электропередачи 
[3,4]. В этой ситуации, разместив нечеткую систему управления, можно улучшить 
непрерывность энергосистемы и предотвратить серьезные нарушения в работе системы. 
Рисунок 2 демонстрирует выбор входов и выходов нечеткого регулятора. 

 

 
 

Рис. 2 - Выбор входов и выходов системы нечеткого вывода 
Для введения помех в энергосистеме наибольший генератор с максимальной мощностью 

отключается от сети с помощью выключателя. Выбрав начальные условия и дождавшись 
времени переходного процесса, этот блок переводит систему из закрытого состояния в 
разомкнутое, отключает генератор от сети и вызывает нестабильность энергосистемы. 

Симуляция модели. Вначале, энергосистема реализована с контроллерами AVR и PSS без 
возмущений и без применения нечеткого управления. Для проверки работоспособности 
разработанного нечеткого управления при наличии возмущений, модель сначала запускается 
без возмущений для достижения устойчивого равновесного состояния. После выполнения 
программы конечные состояния системы сохраняются и используются в качестве начальных 
для реализации модели энергосистемы с возмущениями. Рисунок 3 демонстрирует 
результаты запуска энергосистемы в нормальном состоянии. С выходом генератора большей 
мощности, комплекс энергосистемы движется в сторону неустойчивости. Результаты 
моделирования энергосистемы при наличии возмущений отображены на рисунке 4. 

 

 
 

Рис. 3 - Как работает энергосистема в нормальных условиях без нарушений 
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Рис. 4 - Как работает энергосистема в случае нарушений 

Сравнение параметров энергосистемы с нечетким управлением и без него.  
В следующем анализе, поведение разработанной системы нечеткого управления 

демонстрируется в сравнении с обычным управлением энергосистемой при условии 
внесения возмущений в систему. 

На рисунке 5 показаны максимальные изменения угла ротора для всех генераторов. Как 
видно, после внесения возмущения, нечеткая система управления способна контролировать 
угол ротора, в то время как текущая система управления не может обеспечить необходимую 
регулировку. На рисунке 6 показаны изменения напряжения на клеммах генераторов сразу 
после внесения возмущений. На этом рисунке видно, как меняется напряжение генераторов 
при обычном управлении системой и с использованием разработанного нечеткого регулятора 
при наличии возмущений. 

 

 
Рис. 5 - Сравнение поведения регулятора, действующего в системе, и нечеткого регулятора 

для управления изменением угла поворота ротора при возмущениях 
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Рис. 6 - Сравнение поведения регулятора, действующего в системе, и нечеткого регулятора 

для стабилизации напряжения генераторов при возмущениях 
 
Заключение.  
В данной статье была продемонстрирована возможность обеспечения устойчивости 

энергосистемы с помощью нечеткой системы управления при наличии возмущений, которая 
позволяет определить соответствующее время перехода в устойчивое состояние и 
продолжительность его поддержания. Нечеткий регулятор оптимальным образом 
обеспечивает необходимое усиление управления для снижения энергии управления при 
наличии сильных возмущений. 
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О КАЧЕСТВЕННОМ АНАЛИЗЕ ФРАКТАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ НЕЛИНЕЙНОГО 

ОСЦИЛЛЯТОРА С ВЯЗКОУПРУГИМ ДЕМПФИРОВАНИЕМ  
 

Исследование целого ряда задач механики приводит к необходимости построения и 
анализа систем и процессов на основе уравнений, содержащих дробные производные.  
В работе обосновывается применение метода функционалов Ляпунова для определения 
предельных свойств решений уравнений второго порядка, моделирующих осцилляционные 
процессы с наследственным вязкоупругим демпфированием. 

 
Ключевые слова: нелинейный осциллятор, вязкоупругое демпфирование, дробная 

производная, асимптотическая устойчивость, функционал Ляпунова. 
 
Одним из активно развивающихся разделов математического моделирования является 

приложение дробного исчисления в самых различных областях науки: физика, химия, 
материаловедение, основы строительства и автомобилестроения и другие. Волокнистая 
структура полимерных материалов вызвала изменение классических соотношений 
вязкоупругих свойств, определяемых зависимостями между прилагаемыми напряжениями и 
возникающими деформациями нагруженных механических конструкций. Введение дробных 
производных в указанные соотношения позволило преобразовать модельные уравнения в 
новый эффективный инструмент описания и анализа реологического явления вязкоупругости 
полимерных и других материалов.  

Существенная нелинейность дифференциальных уравнений с составляющими дробного 
исчисления значительно затрудняет возможность их аналитического решения, привлекая 
разработку эффективных методов их численного анализа [1]. При этом также актуальной 
является проблема разработки методов качественного анализа свойств таких уравнений на 
основе развития известных методов для классических уравнений. 

Целью настоящей работы является исследование качественных свойств решений 
нелинейных фрактальных уравнений второго порядка, возникающих в моделировании 
вязкоупругого материала, на основе методики исследования классических уравнений типа 
Вольтерра. 

1. Вводные построения из дробного исчисления. 
Исследуем качественные свойства решений нелинейного уравнения второго порядка с 

дробной производной. Это уравнение представляет собой одну из моделей типа Baglag-
Torvik осциллятора с вязкоупругим демпфированием. Для такого исследования применим 
следующие построения теории дробных производных. 

Дробный интеграл Римана-Лиувилля функции 𝑢𝑢 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑅+ → 𝑅𝑅) определяется равенством 
[2] 
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𝐼𝐼𝑢𝑢𝛼𝛼(𝑥𝑥) =
1

𝛤𝛤(𝛼𝛼)�
𝑢𝑢(𝜈𝜈)𝑑𝑑𝜈𝜈

(𝑥𝑥 − 𝜈𝜈)1−𝛼𝛼

𝑥𝑥

0

, #(1.1)  

где 𝛼𝛼 ∈ 𝑅𝑅+ есть порядок дробного интеграла, 

Γ(𝛼𝛼) = � 𝜈𝜈𝛼𝛼−1𝑒𝑒−𝜈𝜈𝑑𝑑𝜈𝜈
∞

0

 

есть соответствующее значение Гамма-функции. 
Имеет место следующее утверждение об эквивалентности определения 𝐼𝐼𝑢𝑢𝛼𝛼(𝑥𝑥) 

интегральному оператору [3]. 
Утверждение 1.1. Дробный интеграл (1.1) при 0 < 𝛼𝛼 < 1 эквивалентен интегральному 

оператору 
𝐼𝐼𝑢𝑢𝛼𝛼(𝑥𝑥) = ∫ 𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽)𝑤𝑤(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝛽𝛽∞

0 ,  𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽) = sin(𝛼𝛼𝛼𝛼)
𝜋𝜋

𝛽𝛽−𝛼𝛼, 
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −𝛽𝛽𝛽𝛽(𝛽𝛽, 𝑥𝑥) + 𝑢𝑢(𝑥𝑥),𝑤𝑤(𝛽𝛽, 0) = 0. #(1.2)  

2. Модель осциллятора с вязкоупругой составляющей, моделируемой производной 
Капуто. 

Рассмотрим модель осциллятора, описываемого нелинейным уравнением второго порядка 
𝑑𝑑2𝑢𝑢(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� = 0 (0 < 𝛼𝛼 < 1), #(2.1)  

где 𝑘𝑘 ∈ 𝐶𝐶1(𝑅𝑅+ → [𝑘𝑘0,𝑘𝑘1])  (𝑘𝑘0 > 0), 𝑘𝑘′(𝑥𝑥) ≤ 0, 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝑅𝑅+ → 𝑅𝑅), 𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑥𝑥) есть производная 
Капуто 

𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑥𝑥) =
1

Γ(𝛼𝛼)�
𝑢𝑢′(𝛽𝛽)𝑑𝑑𝛽𝛽

(𝑥𝑥 − 𝛽𝛽)1−𝛼𝛼

𝑥𝑥

0

, 𝑢𝑢′(𝑥𝑥) =
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑑𝑑

. #(2.2)  

В соответствии с равенствами (1.1) и (1.2) для дробной производной находим выражение 

𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 𝐼𝐼𝑢𝑢′
𝛼𝛼 (𝑥𝑥) = � 𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽)𝑤𝑤(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝛽𝛽

∞

0

, 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝛽𝛽𝛽𝛽(𝛽𝛽, 𝑥𝑥) + 𝑢𝑢′(𝑥𝑥). #(2.3)  

Обозначим через 𝑀𝑀 множество 
𝑀𝑀 = { (𝑢𝑢,𝑢𝑢′) ∈ 𝑅𝑅2: 𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 0,𝑢𝑢′ = 0}. 

Утверждение 2.1. Каждое ограниченное решение уравнения (2.1) �𝑢𝑢(𝑥𝑥),𝑢𝑢′(𝑥𝑥)�, такое, что 
𝑢𝑢2(𝑥𝑥) + �𝑢𝑢′(𝑥𝑥)�

2
≤  𝐻𝐻 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  ∀ 𝑥𝑥 ∈  𝑅𝑅+, неограниченно приближается к множеству 𝑀𝑀 при 

𝑥𝑥 → ∞, �𝑢𝑢(𝑥𝑥),𝑢𝑢′(𝑥𝑥)� → 𝑀𝑀 при 𝑥𝑥 → ∞. 
Вывод. Введем функционал 

𝑉𝑉1(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥′ ) =
1
2
�𝑢𝑢′(𝑥𝑥)�

2
+ 𝐹𝐹�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� +

1
2
𝑘𝑘(𝑥𝑥)� 𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽)𝑤𝑤2(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝛽𝛽

∞

0

, 

𝐹𝐹(𝑢𝑢) = �𝑓𝑓(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑢𝑢

0

. 

В силу ограниченности решения �𝑢𝑢(𝑥𝑥),𝑢𝑢′(𝑥𝑥)� и условия относительно 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑥𝑥) находим 
ограниченность снизу этого функционала, т. е. 

(∃𝑉𝑉0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)(∀(𝑥𝑥, 𝑢𝑢,𝑢𝑢′) ∈ 𝑅𝑅+ × Γ, Γ = {(𝑢𝑢,𝑢𝑢′) ∈ 𝑅𝑅2:   𝑢𝑢2+(𝑢𝑢′)2 ≤ 𝐻𝐻}) 𝑉𝑉1(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥′ ) ≥ 𝑉𝑉0 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. 

Производная 𝑉𝑉1 в силу уравнений (2.1) и (2.3) имеет оценку 
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𝑉𝑉1′(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑢𝑥𝑥′ ) = 𝑢𝑢′(𝑥𝑥)�−𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� + 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)�𝑢𝑢′(𝑥𝑥)

+
1
2
𝑘𝑘′(𝑥𝑥)� 𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽)𝑤𝑤2(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝛽𝛽

∞

0

� 

+𝑘𝑘(𝑥𝑥)� 𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽)𝑤𝑤(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)�−𝛽𝛽𝑤𝑤(𝛽𝛽, 𝑥𝑥) + 𝑢𝑢′(𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝛽𝛽
∞

0

≤– 𝑘𝑘(𝑥𝑥)� 𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽)𝛽𝛽𝑤𝑤2(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝛽𝛽
∞

0

≤ 

≤–𝑊𝑊(𝑥𝑥) = −𝑘𝑘0 � 𝜇𝜇𝛼𝛼(𝛽𝛽)𝛽𝛽𝑤𝑤2(𝛽𝛽, 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0

≤ 0. #(2.4)  

Решение �𝑢𝑢(𝑥𝑥),𝑢𝑢′(𝑥𝑥)� уравнения (2.1), на котором 𝑊𝑊 = 0 в (2.4), должно удовлетворять 
второму равенству (2.3), из которого следует, что для этого решения u'(x) ≡ 0. Но, из 
уравнения (2.1) следует, что его решение  u'(x) ≡ 0. , для которого �u(x)�

'
≡ 0,  должно 

также удовлетворять равенству 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� ≡ 0. 
В соответствии с теоремой из [4], имеем �𝑢𝑢(𝑥𝑥),𝑢𝑢′(𝑥𝑥)� → 𝑀𝑀  при 𝑥𝑥 → ∞, т. е. получаем 

требуемый вывод. 
Из условий 𝑓𝑓(0) = 0, 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑢𝑢 > 0  ∀𝑢𝑢 ∈ (−𝐻𝐻0,𝐻𝐻0) ∖ {0} (𝐻𝐻0 > 0) следует, что 𝐹𝐹(𝑢𝑢) 

удовлетворяет условию 𝐹𝐹(𝑢𝑢) ≥ ℎ(|𝑢𝑢|), где ℎ – функция типа Хана [ 5 ], ℎ:𝑅𝑅+ → 𝑅𝑅+, ℎ(0) =
0, ℎ(𝛾𝛾) монотонно возрастает при 𝛾𝛾 ≥ 0. 

Как следствие Утверждения 2.1, согласно [4] имеем следующие выводы об устойчивости 
нулевого решения 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢′ = 0 уравнения (2.1). 

Утверждение 2.2. В дополнение к условиям Утверждения 2.1 предположим, что 𝑓𝑓(0) = 0, 
𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑢𝑢 > 0  ∀𝑢𝑢 ∈ (−𝐻𝐻0,𝐻𝐻0) ∖ 0 (𝐻𝐻0 > 0). Тогда решение  𝑢𝑢 = 𝑢𝑢′ = 0 уравнения (2.1) 
асимптотически устойчиво. 

Утверждение 2.3. В дополнение к условиям Утверждения 2.1 относительно уравнения 
(2.1) предположим также, что 𝑓𝑓(0) = 0, для некоторого значения 𝐻𝐻0 > 0 имеет место 
неравенство 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑢𝑢 < 0  ∀𝑢𝑢 ∈ �−𝐻𝐻0,0� или 𝑢𝑢 ∈ (0,𝐻𝐻0]. Тогда решение  𝑢𝑢 = 𝑢𝑢′ = 0 уравнения 
(2.1) неустойчиво. 

3. Модель осциллятора с вязкоупругой составляющей, моделируемой дробной 
производной Римана-Лиувилля первого порядка. 

Рассмотрим модель осциллятора, описываемого нелинейным уравнением второго порядка 
с дробной производной Римана-Лиувилля первого порядка 

𝑑𝑑2𝑢𝑢(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝒟𝒟𝑢𝑢
𝜈𝜈 𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� = 0  (0 < ν < 1), #(3.1)  

где функции 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑥𝑥)  и 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢) определяются так же, как в уравнении (2.1), 

𝒟𝒟𝑢𝑢
𝜈𝜈𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

1
Γ(1 − ν)

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

��
𝑢𝑢(β)𝑑𝑑β
(𝑥𝑥 − β)ν

𝑥𝑥

0

� =
1

Γ(α)
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

��
𝑢𝑢(𝛽𝛽)𝑑𝑑𝛽𝛽

(𝑥𝑥 − 𝛽𝛽)1−α

𝑥𝑥

0

�. 

Выведем качественные свойства решений уравнения (3.1) с начальным условием 𝑢𝑢(0) = 0. 
Преобразуем Du

νu(x) известным образом [2]: 

𝒟𝒟𝑢𝑢
𝜈𝜈𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

1
Γ(α)

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

��
𝑢𝑢(β)𝑑𝑑β

(𝑥𝑥 − β)1−α

𝑥𝑥

0

� = 
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=
1

Γ(α)
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

��
𝑢𝑢(𝑥𝑥 − 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑠𝑠1−α

𝑥𝑥

0

� =
1

Γ(α)�
𝑢𝑢(0 +)
𝑥𝑥1−α

+ �
𝑢𝑢′(𝑥𝑥 − 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑠𝑠1−α

𝑥𝑥

0

� =

=
𝑢𝑢(0 +)
Γ(α)𝑥𝑥1−α

+
1

Γ(α)�
𝑢𝑢′(β)𝑑𝑑β

(𝑥𝑥 − β)1−α

𝑥𝑥

0

= 

=
𝑢𝑢(0 +)
Γ(α)𝑥𝑥1−α

+ 𝐷𝐷α𝑢𝑢(𝑥𝑥)#(3.2)  

где 𝑢𝑢(0 +) = lim𝑥𝑥→0+ 𝑢𝑢(𝑥𝑥), 𝐷𝐷α�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� есть производная Капуто, определяемая равенством 
(2.2). 

Таким образом, уравнение (3.1) преобразуется к виду 
𝑑𝑑2𝑢𝑢(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� = −𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑢𝑢(0 +)
𝛤𝛤(𝛼𝛼)𝑥𝑥1−𝛼𝛼

  .  

Предельное поведение решений этого уравнения находится подобно решению для 
уравнения (2.1) на основе функционала 

𝑉𝑉2(𝑥𝑥, 𝑢𝑢𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥′ ) = 𝑉𝑉1(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑢𝑥𝑥′ ) − �
𝑘𝑘(β)|𝑢𝑢(0 +)||𝑢𝑢′(β)|𝑑𝑑β

Γ(α)β1−α

𝑥𝑥

0+

. 

 
4. Модель осциллятора с вязкоупругой составляющей, моделируемой дробной 

производной Римана-Лиувилля второго порядка. 
Рассмотрим модель осциллятора, описываемого нелинейным уравнением второго порядка 

с дробной производной Римана-Лиувилля второго порядка 
𝑑𝑑2𝑢𝑢(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ 𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝒟𝒟𝑢𝑢
𝜈𝜈𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� = 0   (1 < ν < 2), #(4.1)  

где функции 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑥𝑥)  и 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓(𝑢𝑢) определяются так же, как в уравнении (2.1), 

𝒟𝒟𝑢𝑢
𝜈𝜈𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

1
𝛤𝛤(2 − 𝜈𝜈)

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑥𝑥2
��

𝑢𝑢(𝛽𝛽)𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑥𝑥 − 𝛽𝛽)𝜈𝜈−1

𝑥𝑥

0

� ==
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑥𝑥2
�

1
Γ(α)�

𝑢𝑢(β)𝑑𝑑β
(𝑥𝑥 − β)1−α

𝑥𝑥

0

� ,   (0 < α < 1) 

Преобразуем эту производную с учетом равенств (1.1), (1.2), (2.1), (2.2) и (3.2) 

𝒟𝒟𝑢𝑢
𝜈𝜈𝑢𝑢(𝑥𝑥) =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
1

Γ(α)
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

��
𝑢𝑢(β)𝑑𝑑β

(𝑥𝑥 − β)1−α

𝑥𝑥

0

�� = 

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
1

Γ(α)��
𝑢𝑢′(β)𝑑𝑑β

(𝑥𝑥 − β)1−α

𝑥𝑥

0

+
𝑢𝑢(0 +)
𝑥𝑥1−α

�� = 

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

�� µα(β)𝑤𝑤(β,𝑥𝑥)𝑑𝑑β
∞

0

+
𝑢𝑢(0 +)
𝑥𝑥1−α

� == � µα(β)�−β𝑤𝑤(β,𝑥𝑥) + 𝑢𝑢’(𝑥𝑥)�𝑑𝑑β
∞

0

+
(α − 1)𝑢𝑢(0 +)

𝑥𝑥2−α
. 

Соответственно задача о предельном поведении таких решений сводится к исследованию 
решений уравнения 

𝑑𝑑2𝑢𝑢(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

= 𝑘𝑘(𝑥𝑥)� µα(β)�β𝑤𝑤(β,𝑥𝑥) − 𝑢𝑢(𝑥𝑥)�𝑑𝑑β
∞

0

− 𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� − 

−
(𝛼𝛼 − 1)𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑢𝑢(0 +)

𝑥𝑥2−𝛼𝛼
, #(4.2)  

∂𝑤𝑤(β,𝑥𝑥)
∂𝑥𝑥

= −β𝑤𝑤(β,𝑥𝑥) + 𝑢𝑢′(𝑥𝑥),   𝑤𝑤(β, 0) = 0. 
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Утверждение 4.1.  Каждое ограниченное при всех 𝑥𝑥 ≥ 0 решение �𝑢𝑢(𝑥𝑥),𝑢𝑢′(𝑥𝑥)� уравнения 
(4.2) неограниченно приближается при 𝑥𝑥 → ∞ к множеству 𝑀𝑀 = {𝑓𝑓�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� = 0,   𝑢𝑢′(𝑥𝑥) = 0}. 

Вывод этого утверждения находится аналогично выводу утверждения 2.1 на основе 
функционала Ляпунова 

𝑉𝑉(𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥,𝑢𝑢𝑥𝑥′ ) =
1
2
�𝑢𝑢′(𝑥𝑥)�

2
+ 𝐹𝐹�𝑢𝑢(𝑥𝑥)� +

1
2
𝑘𝑘(𝑥𝑥)� µα(β)β𝑤𝑤2(β,𝑥𝑥)𝑑𝑑β

∞

0

− �
(1 − α)𝑘𝑘(β)|𝑢𝑢(0 +)||𝑢𝑢′(β)|

β2−α
𝑑𝑑β

𝑥𝑥

0

. 

5. Свойства решений фрактального линейного осциллятора. 
Рассмотрим осциллятор, описываемый уравнением 

𝑢𝑢′′(𝑥𝑥) + 𝑐𝑐𝐷𝐷α𝑢𝑢(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(ω𝑥𝑥) #(5.1)  
Как и для классического линейного осциллятора из асимптотической устойчивости 

нулевого решения этого уравнения следует сходимость всех его решений к одному решению. 

 
Рис. 1.1 – Интегральные кривые линейного осциллятора (5.1) при указанных значениях 

α,   𝑎𝑎 = 30,    𝑐𝑐 = 1,    𝑘𝑘 = 2,   ω = 6. 
6. Результаты численного моделирования нелинейного осциллятора. 
Ниже представлено численное моделирование нелинейного осциллятора (3.1) на основе 

[6] при следующих значениях параметра 𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =  2  и функции 𝑓𝑓(𝑢𝑢) = 0.35 sin(𝑢𝑢). 

 
Рис. 2.1 – Фазовый портрет нелинейного осциллятора 

Из рисунка 2.1 видно, что данный фазовый портрет является адекватным классическому 
изображению траекторий математического маятника. 
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7. Заключение.  
В работе на основе применения прямого метода Ляпунова представлено решение задачи о 

качественном анализе осцилляционного фрактального уравнения с вязкоупругим 
демпфированием. Обоснованное предельное поведение решений линейного осциллятора 
(5.1) позволяет провести графически (см. рис. 1.1) параметрическую идентификацию порядка 
дробной производной моделей, описываемых рассмотренными типами уравнений.  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке  

Российского научного фонда (проект № 22-71-00062, https://rscf.ru/project/22-71-00062/). 
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ПРИМЕНЕНИЕ БЕТА-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛЯ АППРОКСИМАЦИИ 
ТРАНСПОРТНОГО ПОТОКА НА ГОРОДСКИХ УЛИЦАХ И ДОРОГАХ  

 
В статье рассматривается вопрос описания транспортного потока бета-

распределением как распределением вероятности появления автомобилей за фиксированный 
единичный интервал времени. Данная задача ставится в рамках построения имитационной 
модели адаптивного регулируемого пересечения. 

 
Ключевые слова: городские улицы и дороги, бета-распределение, аппроксимация, 

распределение вероятностей.  
 
Ключевым элементом моделирования работы автоматизированной системы управления 

дорожным движением (АСУДД) является моделирование работы регулируемых 
пересечений, в котором их работу представляют в виде системы массового обслуживания 
[1,2,3]. Классический подход при этом заключается в представлении процесса образования 
очереди как процесса «размножения-гибели», составления системы дифференциальных 
уравнений и аналитического ее решения [1].   

Главный недостаток такого подхода заключается в том, что для большинства городских 
улиц транспортный поток при интенсивностях λ>0,2 авт/сек на полосу движения не будет 
иметь экспоненциальных интервалов между транспортными средствами из-за 
взаимодействия между транспортными средствами и, согласно теории транспортных 
потоков, будет напоминать скорее Эрланговский поток (гамма-распределение). При 
составлении модели массового обслуживания с параметрами, отличными от 
экспоненциальных, возникают значительные сложности в составлении самой системы 
уравнений и ее решении, что предопределяет применение имитационного моделирования 
[3,4,5].  

В основном такие задачи решаются имитационным дискретно-событийным 
моделированием. При альтернативном подходе предлагается подход в оценивании состояния 
системы через определенные фиксированные интервалы времени [6].  

Авторами предлагается для моделирования транспортного потока предлагается для 
моделирования использовать бета-распределение, т.к. оно имеет очерченные интервалы 
применения (ряд принимаемых значений от 0 до максимально возможного количества 
автомобилей, которое может пройти через сечение проезжей части улицы за tед,) и подходит 
для описания движения транспортного потока по многополосной проезжей части. Для этого 
в данном исследовании требуется представить транспортный поток, проходящий через 
сечение городских улиц за фиксированные промежутки времени (5 сек) как временной ряд и 
оценить выборочную статистику прохождения автомобилей за данный интервал времени. 
Интервал в 5 секунд выбран как наиболее удобный для моделирования работы адаптивного 
регулируемого пересечения (время поиска детектором наличия транспорта т.н. «разрыва в 
потоке» - tед) [7]. 

𝑋𝑋~𝐵𝐵(𝛼𝛼,𝛽𝛽,А,В)                                                                  (1) 
В общем виде плотность бета-распределения величины X задается функцией  

𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑥𝑥) = 1
(В−А)

Г(∝+𝛽𝛽)
Г(𝛼𝛼)+Г(𝛽𝛽)

(𝑥𝑥𝑖𝑖−А
В−А

)𝛼𝛼−1(В−𝑥𝑥𝑖𝑖
В−А

)𝛽𝛽−1 ,   [А ≤ 𝑥𝑥 ≤ В]                             (2) 
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где α, β – параметры бета-распределения; 
  А и В – верхняя и нижняя границы распределения – минимально и максимально 

возможное количество автомобилей, которое может подойти за i-тый единичный интервал 
времени. Ввиду применения ступенчатой дискретизации, необходимо увеличить границы 
интервала. При А=0 и В=3N+1, где N – число полос движения на подходе к пересечению. 

Существует фундаментальная зависимость математического ожидания от параметров α и 
β используемого бета распределения при граничном интервале распределения от 0 до 1 (А=0; 
В=1): 

                                                      𝜇𝜇 = 𝛼𝛼
𝛼𝛼+𝛽𝛽

 ,                                                                      (3) 
где 𝜇𝜇 − математическое ожидание; 𝛼𝛼,𝛽𝛽 > 0 произвольные фиксированные параметры 

(произвольные константы), характеризующие форму кривой плотности распределения. 
При значении границ отличных от нуля (А≠0; В≠0), формула 3 приобретает вид: 

𝜇𝜇 = 𝛼𝛼
𝛼𝛼+𝛽𝛽

(𝐵𝐵 − 𝐴𝐴) + 𝐴𝐴,                                                     (4) 
Подобный подход при работе с бета-распределением также принят при определении 

производительности дорожной и строительной техники в методе анализа PERT управлении 
проектами, а также оценки характеристик, имеющих четкий интервальный характер [8]. 

В работе было выбрано перегоны магистральных улиц в г. Тюмени с целью проведения 
исследований на статистические характеристики транспортного потока. Выборка для 
проведения исследования составляла 100-180 значений. Сравнивались количество 
подходящего к регулируемому пересечению автомобилей за единичное время tед, равное 5 
секунд. Полученные выборки сравнивались с теоретическими частотами бета-распределения 
и распределения Пуассона по критерию хи-квадрат Пирсона и критерию Романовского. 

Число степеней свободы, для которых находилось критическое значение статистики 
принималось по формуле υ=n-k-1, где n – число значений вариационного ряда, k – число 
параметров предполагаемого распределения, которые могут быть оценены по данным 
выборки. В случае с распределением Пуассона k=1, в случае с бета-распределением k=2, т.к. 
параметры А и В задаются изначально, А=0, В определяется исходя из полосности улицы.  

Таблица – Полученные значения статистики 

Перегоны улиц 

Значение исходных параметров 
бета-аспределения 

Распределение 
Пуассона 

Интенсив
ность 

движения
, авт./час 

𝞪𝞪 𝞫𝞫 

Степень 
аппрок-
симации 

Xи2-
крит, % 

Крит. 
Романов
-ского 

Степень 
аппрок-
симации 
Xи2-крит, 

% 

Крит. 
Романов-

ского 

1 2 3 4 5 6 7 8 
Ул. 50 лет Октября 

(от ул. 
Профсоюзной до ул. 

М.Горького) 

1,62 5 69,88 -0,62 38,71 0,11 1310 

Ул. Мельникайте (от 
ул. Республики к 

п/проводу) 
0,64 1,78 14,41 1,03 0 23,05 1456 

Ул. Мельникайте (от 
п/провода к ул. 

Республики) 
0,95 2,16 21,94 0,44 0 14,76 1735 

Ул. Профсоюзная 
(от ул. Ленина до ул. 

Герцена) 
0,59 1,48 50,83 -0,19 0 34,51 1591 

Ул. Усадебная (от 
ул. Щербакова) 1,69 6,2 24,54 0,4 84,11 -0,83 180 
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Продолжение таблицы. 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 
Ул. Усадебная (к 
ул. Щербакова) 1,39 5,1 2,8 2,58 13,59 1 180 

Ул. Щербакова (от 
Велижанского тр. к 

ул. Безымянной) 
1,3 4,65 41,17 -0,05 20,9 0,63 662 

Ул. Щербакова (от 
ул. Безымянной до 
Велижанского тр.) 

1,4 4,65 82,27 -0,85 44,56 -0,14 720 

Ул. Велижанский 
тракт (от ул. 

Мелиораторов к ул. 
Щербакова) 

1,64 4,95 42,82 -0,09 45,42 -0,16 806 

Ул. Велижанский 
тракт (от ул. 

Щербакова к ул. 
Мелиораторов) 

1,14 3,8 93,95 -1,06 41,71 -0,03 720 

Ул. 
Интернациональная 
(от ул. Восстания к 

ул. Амурской) 

1,43 9,1 81,24 -0,84 79,5 -0,81 276 

Ул. 
Интернациональная 
(от ул. Амурской к 

ул. Восстания) 

2,18 12,5 32,59 0,19 20,15 0,66 336 

Ул. Магнито-
горская (к ул. 

Московский тракт) 
1,08 2 76,18 -0,64 4,66 2,07 526 

Ул. Московский 
тракт (от ТЦ 

«Колумб» к ул. 
Магнитогорской) 

0,74 2,6 38,46 0,1 0 17,96 1152 

Ул. Герцена (от ул. 
Челюскинцев) 0,9 3,3 29,69 0,32 0,5 3,84 641 

Ул. Герцена (от ул. 
Грибоедова) 1,28 4,8 8,39 1,49 8,42 1,49 482 

Ул. Первомайская 
(от ж/д вокзала) 0,88 4 20 0,67 0,87 3,53 482 

Ул. Широтная (от 
ул. Федорова к ул. 

Пермякова) 
0,75 1,6 45,51 -0,07 0 24,08 1814 

Ул. Мельникайте 
(от ул. Гнаровской 
к ул. Широтной) 

1,64 7,6 62,34 -0,46 63,13 -0,48 857 

Ул. Мельникайте 
(от ул. Широтной к 

ул. Гнаровской) 
1,66 5,9 51,9 -0,25 28,13 0,4 1145 
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Продолжение таблицы. 

 
В теории транспортных потоков рекомендуется для проверки применять критерий 

Романовского, являющегося производным от критерия хи-квадрат Пирсона, при значении 
которого менее 3,0 считается, что нулевая гипотеза не отвергается. Как видно из таблицы 1, 
транспортный поток достаточно хорошо аппроксимируется бета-распределением. При 
интенсивностях движения менее 300 авт/ч для описания транспортного потока более 
эффективно подходит распределение Пуассона. 

 

 
 

Рис. 1 – Пример возможности аппроксимации фактических данных подхода автомобилей 
вероятностными законами для: а – ул. 50 лет Октября; б – ул. Щербакова 

Выводы 
1. При составлении модели работы регулируемого пересечения в виде системы 

массового обслуживания необходимо решить вопрос с закономерностями распределения 
входящего в систему транспортного потока. 

2.  Для большинства магистральных улиц транспортный поток при интенсивностях 
λ>0,2 авт/сек на полосу движения не будет иметь экспоненциальных интервалов между 
транспортными средствами из-за взаимодействия между транспортными средствами и будет 
соответствовать потоку Эрланга. 

3.  Бета-распределение в случае применении ступенчатой дискретизации является 
хорошей альтернативной распределению Пуассона и достаточно хорошо описывает 
транспортный поток с высокими интенсивностями движения в городских условиях. 
  

1 2 3 4 5 6 7 8 
Ул. 

Западносибирская 
(от ул. Юбилейной) 

1,7 2,9 15,66 0,71 13,73 1,03 468 

Ул. 
Западносибирская 

(от р.Тура) 
1,5 4 0,2 2,36 10,03 1,33 266 



 
32 Научно-технический вестник Поволжья №5 2024                                       Технические науки 

Список литературы 
1. Ахмадинуров М.М. Модели массового обслуживания в задаче оптимизации работы 
светофора / М. М. Ахмадинуров, Г. А. Тимофеева // Вестник Саратовского государственного 
технического университета. – 2011. – Т. 3, № 1(57). – С. 217-227. 
2. Афанасьева Л.Г. Математические модели транспортных систем, основанные на теории 
очередей / Л. Г. Афанасьева, Е. В. Булинская // ТРУДЫ МФТИ. Труды Московского физико-
технического института (национального исследовательского университета). – 2010. – Т. 2,  
№ 4(8). – С. 6-21.  
3. Боярский С.Н. Моделирование задержки транспорта на пересечениях автомобильных 
дорог и транспортных развязках // Сб. науч. тр. / Урал. гос. лесотехн. ун-т. – Екатеринбург, 
2012. – Вып. 3. – 281 с. 
4. Mukhopadhyay S., Pramod M. J., Kumar A. Approximate mean delay analysis for a signalized 
intersection with indisciplined traffic //IEEE transactions on intelligent transportation systems. – 
2017. – Т. 18. – №. 10. – С. 2750-2762. 
5. Andronov R., Leverents E. Calculation of vehicle delay at signal-controlled intersections with 
adaptive traffic control algorithm //MATEC Web of Conferences. – EDP Sciences, 2018. –  
Т. 143. – С. 04008.  
6. Трухин, М.П. Моделирование сигналов и систем. Система массового обслуживания : 
учебное пособие / М. П. Трухин ; под научной редакцией С. В. Поршнева. — Санкт-
Петербург : Лань, 2022. — 232 с. — ISBN 978-5-8114-3922-5. — Текст : электронный // Лань : 
электронно-библиотечная система. — URL: https://e.lanbook.com/book/207092 
7. Петров, В.В. Автоматизированные системы управления дорожным движением в городах / 
В. В. Петров. – 3-е издание, стереотипное. – Омск : Сибирский государственный 
автомобильно-дорожный университет (СибАДИ), 2021. – 99 с.  
8. Колесов В.И. Модель загрузки салона автобуса на маршруте / В. И. Колесов, А. О. Санник, 
Д. М. Новоселов // Организация и безопасность дорожного движения : Материалы IX 
всероссийской научно-практической конференции (с международным участием), 
посвящённой памяти профессора, доктора технических наук Резника Л.Г., Тюмень, 16 марта 
2016 года. – Тюмень: Тюменский государственный нефтегазовый университет, 2016. –  
С. 226-230. 
  



 
33 Научно-технический вестник Поволжья №5 2024                                       Технические науки 

1.2.2. 
П.А. Булдаковский, Л.В. Колегова, А.В. Редченков, Е.А. Сутыркина  

 
Ульяновский государственный университет,  

факультет математики, информационных и авиационных технологий,  
кафедра информационной безопасности и теории управления,  

Ульяновск 
 

О ГЛОБАЛЬНОМ ОТСЛЕЖИВАНИИ ТРАЕКТОРИИ ТРЕХЗВЕННОГО РОБОТА-
МАНИПУЛЯТОРА БЕЗ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ТАХОМЕТРОВ  

 
В работе исследуется задача об отслеживании траектории трехзвенного робота-

манипулятора, оснащенного цилиндрическими шарнирами, без измерения скоростей. 
Изучена динамика манипулятора, представлен закон управления, решающий задачу 
глобального отслеживании траектории робота в цилиндрическом фазовом пространстве. 

 
Ключевые слова: трехзвенный робот-манипулятор, управление движением, 

отслеживание траектории, неполная обратная связь, функция Ляпунова, асимптотическая 
устойчивость. 

 
Проблема управления движением многозвенных роботов-манипуляторов представляет 

значительный интерес, так как решение ее требует больших математических вычислений 
сложных нелинейных механических систем, уравнения динамики которых являются 
нестационарными. Для реализации многих известных законов управления такими системами 
требуется полное измерение угловых координат и скоростей звеньев манипуляторов, что 
практически приводит к использованию большого количества датчиков положения и 
тахометров. Это, в свою очередь, приводит к увеличению стоимости робота-манипулятора и 
утяжеляет его конструкцию. Кроме того, работа тахометров приводит к появлению шумов в 
выходных сигналах, что негативно сказывается на реализации цели управления. Поэтому 
многие ученые рассматривали решение задачи управления движением многозвенных 
роботов-манипуляторов без измерения скоростей. Научная работа в этом направлении 
помогла разработать несколько подходов к решению задачи управления движением роботов-
манипуляторов. Первый подход опирается на применение приближенного 
дифференцирования для вычисления угловых скоростей звеньев манипулятора. Такой 
подход приводит к существенным погрешностям, когда угловые скорости звеньев 
манипулятора быстро изменяются в широких пределах. Следующий подход состоит в 
использовании наблюдателей скоростей [1]. Как показали исследования, такой подход не 
решает задачу отслеживания траектории в глобальном смысле, т. е. при сколь угодно 
больших начальных отклонениях по координатам и скоростям звеньев робота. Еще один 
подход состоит в использовании нелинейных пропорционально-интегральных (ПИ) 
регуляторов [2]. Для построения управления, согласно этому подходу, применяется метод 
функционалов Ляпунова. Использование такого подхода позволило решить задачу 
управления многозвенными роботами-манипуляторами для стабилизации положения и 
установившихся движений [2]. Наконец, четвертый подход заключается в использовании 
динамических фильтров первого порядка с применением функций Ляпунова [3, 4]. 

Целью настоящей работы является решение задачи глобального отслеживания траектории 
трехзвенного робота-манипулятора путем построения схемы управления, которая требует 
только измерения угловых положений звеньев и позволяет из любого начального состояния 
стабилизировать заданное движение робота, при котором первое звено вращается вокруг 
своей оси симметрии по нестационарному закону, а остальные звенья занимают 
относительно постоянные положения. 
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1. Модель трехзвенного робота-манипулятора. 
Рассмотрим модель трехзвенного робота-манипулятора с вращательными шарнирами (см. 

Рис. 1.1). Этот тип манипулятора используется в промышленности, например, при сварке, 
резке листового металла и др.  Звенья робота соединены последовательно друг с другом с 
помощью цилиндрических шарниров. Первое звено робота вращается вокруг вертикальной 
оси. Второе и третье звенья вращаются вокруг горизонтальных осей, расположенных во 
вращательных шарнирах.  

 
 

Рис. 1.1 – Модель трехзвенного робота-манипулятора 
Уравнения Лагранжа-Эйлера динамики робота-манипулятора имеют вид 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
∂𝐿𝐿
∂𝑞̇𝑞
� −

∂𝐿𝐿
∂𝑞𝑞

= τ, 

где 𝑞𝑞 = (𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3)𝑇𝑇 – вектор обобщенных координат, составленный из углов поворота 
звеньев робота, 𝐿𝐿 – функция Лагранжа, 𝐿𝐿 = 𝑇𝑇 − Π, 𝑇𝑇 – кинетическая энергия манипулятора, 
Π – потенциальная энергия манипулятора, τ – вектор управляющих моментов, прилагаемых в 
осях шарниров. 

Массы звеньев обозначаются через 𝑚𝑚𝑘𝑘 (k=1,2,3). Пусть 𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1,2,3) – центры масс 
звеньев. Вводятся системы координат: 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖𝑧𝑧𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 1,2,3), оси которых являются главными 
центральными осями инерции звеньев. Пусть ось 𝑧𝑧𝑖𝑖 (i=1,2,3) направлена вдоль 𝑂𝑂𝑖𝑖𝑂𝑂𝑖𝑖+1. Пусть 
𝑥𝑥2 и 𝑥𝑥3 направлены вдоль осей вращения второго и третьего звеньев соответственно. 
Обозначим через 𝐼𝐼𝑥𝑥

(𝑘𝑘), 𝐼𝐼𝑦𝑦
(𝑘𝑘) и 𝐼𝐼𝑧𝑧

(𝑘𝑘) (𝑘𝑘 = 1,2,3) главные центральные моменты инерции звеньев. 
Будем использовать следующие обозначения: |𝑂𝑂2𝑂𝑂3| = 𝑙𝑙2, |𝑂𝑂3𝑂𝑂4| = 𝑙𝑙3, |𝑂𝑂2𝐶𝐶2| = 𝑙𝑙21, |𝑂𝑂3𝐶𝐶3| =
𝑙𝑙31. Вводятся также системы координат: 𝑂𝑂1𝑥𝑥1𝑦𝑦1𝑧𝑧1, 𝐶𝐶2𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2, 𝐶𝐶3𝑥𝑥3𝑦𝑦3𝑧𝑧3 так, что оси 𝑂𝑂1𝑦𝑦1, 
𝐶𝐶2𝑦𝑦2, 𝐶𝐶3𝑦𝑦3 направлены вдоль продольных осей 𝑂𝑂1𝑂𝑂2, 𝑂𝑂2𝑂𝑂3, 𝑂𝑂3𝑂𝑂4, при этом 𝐶𝐶1𝑦𝑦1, 𝐶𝐶2𝑦𝑦2 и 𝐶𝐶3𝑦𝑦3 
являются центральными осями инерции, а главные центральные оси инерции 𝐶𝐶2𝑥𝑥2 и 𝐶𝐶3𝑥𝑥3 
перпендикулярны вертикальной плоскости расположения манипулятора. Массы второго и 
третьего звеньев и захвата полагаются равными 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3 и 𝑚𝑚0 соответственно. Момент 
инерции первого звена  относительно его оси вращения равен 𝐼𝐼1, главные центральные 
моменты инерции звеньев относительно осей 𝐶𝐶2𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑧𝑧2 и 𝐶𝐶3𝑥𝑥3𝑦𝑦3𝑧𝑧3 соответственно равны 𝐼𝐼2𝑥𝑥, 
𝐼𝐼2𝑦𝑦, 𝐼𝐼2𝑧𝑧, 𝐼𝐼3𝑥𝑥, 𝐼𝐼3𝑦𝑦 и 𝐼𝐼3𝑧𝑧. При этом отсутствует симметричность звеньев в поперечной плоскости, 
т. е. 𝐼𝐼2𝑥𝑥 ≠ 𝐼𝐼2𝑧𝑧, 𝐼𝐼3𝑥𝑥 ≠ 𝐼𝐼3𝑧𝑧. 

Кинетическая энергия манипулятора имеет следующее выражение 

𝑇𝑇 =
1
2

(𝑎𝑎11𝑞̇𝑞12 + 𝑎𝑎22𝑞̇𝑞22 + 2𝑎𝑎23𝑞̇𝑞2𝑞̇𝑞3 + 𝑎𝑎33𝑞̇𝑞32), 
где 𝑎𝑎11 = 𝑎𝑎11(𝑞𝑞2,𝑞𝑞3) = 𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2𝑦𝑦 cos2 𝑞𝑞2 + 𝐼𝐼2𝑧𝑧 sin2 𝑞𝑞2 + 𝐼𝐼3𝑦𝑦 cos2(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3) + 𝐼𝐼3𝑧𝑧 sin2(𝑞𝑞2 +

𝑞𝑞3) + 𝑚𝑚2𝑙𝑙212 sin2 𝑞𝑞2 + 𝑚𝑚3(𝑙𝑙2 sin 𝑞𝑞2 + 𝑙𝑙31 sin(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3))2 + 𝑚𝑚0(𝑙𝑙2 sin 𝑞𝑞2 + 𝑙𝑙3 sin(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3))2, 
𝑎𝑎22 = 𝑎𝑎22(𝑞𝑞3) = 𝐼𝐼2𝑥𝑥 + 𝐼𝐼3𝑥𝑥 + 𝑚𝑚2𝑙𝑙212 + 𝑚𝑚3(𝑙𝑙22 + 𝑙𝑙312 − 2𝑙𝑙2𝑙𝑙31 cos 𝑞𝑞3) + 𝑚𝑚0(𝑙𝑙22 + 𝑙𝑙32 − 2𝑙𝑙2𝑙𝑙3 cos𝑞𝑞3), 
𝑎𝑎23 = 𝑎𝑎23(𝑞𝑞3) = 𝐼𝐼3𝑥𝑥 + 𝑚𝑚3(𝑙𝑙312 − 𝑙𝑙2𝑙𝑙31 cos 𝑞𝑞3) + 𝑚𝑚0(𝑙𝑙32 − 𝑙𝑙2𝑙𝑙3 cos 𝑞𝑞3), 𝑎𝑎33 = 𝐼𝐼3𝑥𝑥 + 𝑚𝑚3𝑙𝑙312 + 𝑚𝑚0𝑙𝑙32. 
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Потенциальная энергия манипулятора с точностью до постоянной определяется 
равенством 

Π = −𝑔𝑔(𝑚𝑚2𝑙𝑙21 + 𝑚𝑚3𝑙𝑙2 + 𝑚𝑚0𝑙𝑙2) cos 𝑞𝑞2 − 𝑔𝑔(𝑚𝑚3𝑙𝑙31 + 𝑚𝑚0𝑙𝑙3) cos(𝑞𝑞2 + 𝑞𝑞3). 
Уравнения динамики многозвенного манипулятора задаются в следующем виде 

𝐴𝐴(𝑞𝑞)𝑞̈𝑞 = −𝐶𝐶(𝑞𝑞, 𝑞̇𝑞)𝑞̇𝑞 − 𝑔𝑔(𝑞𝑞) + τ, #(1.1)  
где 𝐴𝐴 ∈ 𝑅𝑅𝟛𝟛×𝟛𝟛  – матрица инерции    звеньев, 𝐶𝐶 ∈ 𝑅𝑅𝟛𝟛×𝟛𝟛  – матрица Кориолиса и 

центробежных сил, 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∑ �∂𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘/ ∂𝑞𝑞𝑖𝑖 + ∂𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘/ ∂𝑞𝑞𝑗𝑗 − ∂𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖/ ∂𝑞𝑞𝑘𝑘�𝑞̇𝑞𝑖𝑖3
𝑖𝑖=1 /2 (𝑘𝑘, 𝑗𝑗 = 1,2,3),  вектор 

𝑔𝑔(𝑞𝑞) ∈ 𝑅𝑅𝟛𝟛 представляет гравитационные моменты, 𝑔𝑔𝑘𝑘 = ∂Π/ ∂𝑞𝑞𝑘𝑘 (𝑘𝑘 = 1,2,3). 
2. Решение задачи глобального отслеживания траектории. 
Для механической системы (1.1) предположим, что выходной вектор содержит только 

угловые положения звеньев. Найдем закон управления с обратной связью по положению τ, 
который асимптотически перемещает манипулятор (1.1) из любого начального положения с 
любой начальной скоростью на заданную траекторию.  

Пусть 𝑋𝑋 – множество желаемых движений манипулятора (1.1), определяемое следующим 
образом 
𝑋𝑋 = {𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟:  [𝑡𝑡0, +∞) → 𝑅𝑅𝟜𝟜:  �𝑞̇𝑞1

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡)� ≤ 𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎,  �𝑞̈𝑞1
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡)� ≤ 𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,   𝑞̇𝑞𝑗𝑗

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐,  𝑗𝑗 = 2,3}, 
где 𝑞𝑞1

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) является непрерывно дифференцируемой функцией, обе производные которой 
ограничены, 𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 > 0, 𝑡𝑡0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 – начальный момент времени движения. 

Таким образом, рассматриваются только отслеживаемые траектории манипулятора (1.1), в 
которых второе и третье звено занимают относительно постоянные угловые положения. При 
этом для достижения цели управления все звенья могут перемещаться произвольно из 
любого положения и с любой начальной скоростью.  

Задача управления состоит в получении закона управления с динамической обратной 
связью по положению  τ = τ(𝑡𝑡, 𝑞𝑞(𝑡𝑡), 𝑞𝑞𝑡𝑡) (𝑞𝑞𝑡𝑡(𝑠𝑠) = 𝑞𝑞(𝑡𝑡 + 𝑢𝑢),   𝑢𝑢 ∈ [−𝑡𝑡, 0]) такого, что система 
(1.1) имеет равномерно асимптотически устойчивое и глобально притягивающее решение 
𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) ∈ 𝑋𝑋. Отличие термина «отслеживание траектории» от «глобального отслеживания 
траектории» состоит в том, что во втором случае начальные отклонения координат и 
скоростей звеньев манипулятора от отслеживаемого движения могут быть сколь угодно 
большими. При этом величина параметров усиления управления не зависит от величины 
начальных отклонений. 

Пусть 𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) ∈ 𝑋𝑋 — отслеживаемая траектория движения робота-манипулятора. Ошибки 
отслеживания задаются 

    
𝑒𝑒𝑞𝑞 = 𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡),  𝑒𝑒𝑞̇𝑞 = 𝑞̇𝑞 − 𝑞̇𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡). #(2.1)  

Используя (1.1) и (2.1), мы получаем динамические уравнения ошибок 
𝐴𝐴𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞�𝑒̈𝑒𝑞𝑞 + 𝐶𝐶𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 2𝑞̇𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑒̇𝑒𝑞𝑞�𝑒̇𝑒𝑞𝑞 = τ − τ𝑟𝑟�𝑡𝑡, 𝑒𝑒𝑞𝑞�, #(2.2)  

где 
𝐴𝐴𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞� = 𝐴𝐴 �𝑒𝑒𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡)� ,   𝐶𝐶𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞 ,𝑥𝑥� = 𝐶𝐶�𝑒𝑒𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡), 𝑥𝑥�,  

τ𝑟𝑟�𝑡𝑡, 𝑒𝑒𝑞𝑞� = 𝐴𝐴�𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑒𝑒𝑞𝑞�𝑞̈𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝐶𝐶 �𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑒𝑒𝑞𝑞 , 𝑞̇𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡)� 𝑞̇𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑔𝑔�𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑒𝑒𝑞𝑞�. 
Заметим, что матрицы 𝐴𝐴𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞� и 𝐶𝐶𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 𝑥𝑥� не зависят от времени, так как только 

циклические координаты заданного движения 𝑞𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) зависят от времени, а матрицы 𝐴𝐴 и 𝐶𝐶 
не зависят от циклической координаты. 

Рассмотрим регулятор τ, заданный формулой 
    

τ = τ𝑟𝑟�𝑡𝑡, 𝑒𝑒𝑞𝑞� + τ𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 𝑥𝑥�, τ𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 𝑟𝑟� = −𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑒𝑒𝑞𝑞� − 𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑟̇𝑟 = −ℎ1𝑟𝑟 − ℎ2𝑒̇𝑒𝑞𝑞 , #(2.3)  
где  ℎ𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 > 0, 𝑖𝑖 = 1,2, 𝑈𝑈𝑠𝑠,𝑈𝑈𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅𝟛𝟛×𝟛𝟛 постоянные матрицы усиления, 

 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟�𝑡𝑡, 𝑡𝑡0, 𝑒𝑒𝑞𝑞0 , 𝑒̇𝑒𝑞𝑞0 , 𝑟𝑟0�  является решением дифференциального уравнения из (2.3), 𝑠𝑠 = 𝑠𝑠�𝑒𝑒𝑞𝑞�,
𝑠𝑠:𝑅𝑅𝟛𝟛 → 𝑅𝑅𝟛𝟛  – непрерывно дифференцируемая функция такая, что 𝑠𝑠(0) = 0 и 𝑠𝑠�𝑒𝑒𝑞𝑞� – вектор-



 
36 Научно-технический вестник Поволжья №5 2024                                       Технические науки 

функция компонентов 𝑠𝑠𝑖𝑖 �𝑒𝑒𝑞𝑞𝑖𝑖�, 𝑖𝑖 = 1,2,3. 
Заметим, что решение  𝑟𝑟 = 𝑟𝑟�𝑡𝑡, 𝑡𝑡0, 𝑒𝑒𝑞𝑞0 , 𝑒̇𝑒𝑞𝑞0 , 𝑟𝑟0� последнего уравнения из (2.3) может быть 

выражено независимым от переменных 𝑒̇𝑒𝑞𝑞: 𝑟𝑟�𝑡𝑡, 𝑡𝑡0, 𝑒𝑒𝑞𝑞0 , 𝑒̇𝑒𝑞𝑞0 , 𝑟𝑟0� = 𝑟𝑟0𝑒𝑒−ℎ1(𝑡𝑡−𝑡𝑡0) − ℎ2�𝑒𝑒𝑞𝑞(𝑡𝑡) −
𝑒𝑒−ℎ1(𝑡𝑡−𝑡𝑡0)𝑒𝑒𝑞𝑞0� + ℎ1ℎ2 ∫ 𝑒𝑒−ℎ1(𝑡𝑡−𝑠𝑠)𝑡𝑡

𝑡𝑡0
𝑒𝑒𝑞𝑞(𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑. 

Из выражения (2.2) используя (2.3), получим замкнутую систему в виде 
𝐴𝐴𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞�𝑒𝑒𝑞̈𝑞 + 𝐶𝐶𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 2𝑞̇𝑞𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑒̇𝑒𝑞𝑞�𝑒̇𝑒𝑞𝑞 + 𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑒𝑒𝑞𝑞� + 𝑈𝑈𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0,   𝑟̇𝑟 = −ℎ1𝑟𝑟 − ℎ2𝑒̇𝑒𝑞𝑞 .  

Теорема 1. Рассмотрим закон управления (2.3), где матрицы коэффициентов усиления 
выбраны в виде: 𝑈𝑈𝑠𝑠 = ℎ𝐸𝐸,  𝑈𝑈𝑟𝑟 = −ℎ2𝐸𝐸, здесь ℎ и ℎ2 представляют собой произвольные 
положительные постоянные, 𝐸𝐸 – единичная матрица. 

Тогда множество 𝑊𝑊1, определяемое в виде 
𝑊𝑊1 = {�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 𝑒̇𝑒𝑞𝑞 , 𝑟𝑟� ∈ 𝑅𝑅𝟛𝟛 × 𝑅𝑅𝟛𝟛 × 𝑅𝑅𝟛𝟛:  𝑠𝑠�𝑒𝑒𝑞𝑞� = 0,   𝑒̇𝑒𝑞𝑞 = 0,  𝑟𝑟 = 0}, 

глобально притягивающее, а множество 𝑊𝑊2 вида 
𝑊𝑊2 = {�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 𝑒̇𝑒𝑞𝑞 , 𝑟𝑟� ∈ 𝑊𝑊1:   𝑤𝑤�𝑒𝑒𝑞𝑞� = 0,   𝑒̇𝑒𝑞𝑞 = 0,  𝑟𝑟 = 0}, 

𝑤𝑤�𝑒𝑒𝑞𝑞� = �𝑤𝑤1 �𝑒𝑒𝑞𝑞1� ,𝑤𝑤2 �𝑒𝑒𝑞𝑞2� ,𝑤𝑤3 �𝑒𝑒𝑞𝑞3��
𝑇𝑇

,   𝑤𝑤𝑗𝑗 �𝑒𝑒𝑞𝑞𝑗𝑗� = � 𝑠𝑠𝑗𝑗(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑒𝑒𝑞𝑞𝑗𝑗

0

,   𝑗𝑗 = 1,3 

равномерно асимптотически устойчиво. 
Доказательство теоремы получено с использованием функции Ляпунова 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉�𝑒𝑒𝑞𝑞 , 𝑒̇𝑒𝑞𝑞 , 𝑟𝑟� 

вида 

𝑉𝑉 =
1
2
�𝑒̇𝑒𝑞𝑞�

𝑇𝑇
𝐴𝐴𝑑𝑑�𝑒𝑒𝑞𝑞�𝑒̇𝑒𝑞𝑞 + ℎ�𝑤𝑤𝑖𝑖 �𝑒𝑒𝑞𝑞𝑖𝑖�

4

𝑖𝑖=1

+
1
2
𝑟𝑟𝑇𝑇𝑟𝑟, 

производная по времени которой в силу замкнутой системы удовлетворяет оценке:  
𝑉̇𝑉 = −ℎ1𝑟𝑟𝑇𝑇𝑟𝑟 ≤ 0. Отсюда, с использованием результатов работы [3] получаем требуемое 
доказательство. 

Рассмотрим результаты численного моделирования движения робота-манипулятора под 
действием управления (2.3). 

Выберем следующие параметры робота 
𝑚𝑚2 = 15.91 кг,   𝑚𝑚3 = 6.82 кг,   𝑚𝑚0 = 2.5 кг,  

𝑙𝑙2 = 0.5 м,    𝑙𝑙3 = 0.5 м,    𝑙𝑙21 = 0.2 м,    𝑙𝑙31 = 0.2 м,   𝐼𝐼1 = 0.0267 кг ⋅  м2,    𝐼𝐼2𝑥𝑥
= 3.7691 кг ⋅  м2,   𝐼𝐼2𝑦𝑦 = 3.6939 кг ⋅  м2,    𝐼𝐼2𝑧𝑧 = 0.01 кг ⋅  м2,  

𝐼𝐼3𝑥𝑥 = 0.2245 кг ⋅  м2,    𝐼𝐼3𝑦𝑦 = 0.2842 кг ⋅  м2,   𝐼𝐼3𝑧𝑧 = 0.0904 кг ⋅  м2. 
Желаемое движение робота выберем следующим 

𝑞𝑞1
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑡𝑡) = 3𝑡𝑡 + sin 𝑡𝑡  рад,   𝑞𝑞2

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = π/2 рад,   𝑞𝑞3
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = π/4 рад. 

Подберем параметры управления, удовлетворяющие Теореме 1, в виде: 
ℎ1 = 10,   ℎ2 = −10,   ℎ = 2. 

 
 

Рис. 2.1 – Угол поворота первого звена робота-манипулятора в зависимости от времени 
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Рис. 2.2 – Угол поворота второго звена робота-манипулятора в зависимости от времени 

 
Рис. 2.3 – Угол поворота третьего звена робота-манипулятора в зависимости от времени 

Из рисунков 2.1 – 2.3 видно, что управление (2.3) таково, что манипулятор 
асимптотически приближается к некоторому движению, отличающемуся от желаемого на 
величину, кратную 2π. 

Полученные результаты являются развитием предыдущих работ авторов [5, 6]. 
 

Работа выполнена при финансовой поддержке  
Российского научного фонда (проект № 22-71-00062, https://rscf.ru/project/22-71-00062/). 
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ЛОКАЛИЗАЦИЯ ИСТОЧНИКА АКУСТИЧЕСКОГО СИГНАЛА 

 
Рассмотрена проблема оптимизации поиска источника акустического сигнала. 

Предложен алгоритм ограничения области поиска источника звука, что позволяет 
сократить время поиска. Алгоритм основан на определении угла прихода акустического 
сигнала. Обоснована его эффективность для малогабаритных локационных систем. 
Корректность алгоритма подтверждена результатами моделирования. 

 
Ключевые слова: источник звука, акустический сигнал, акустический датчик, функция 

ошибки, угол прихода сигнала. 
 
Введение. В настоящее время локационные системы широко используются для 

обеспечения воздушной, водной и наземной безопасности [1]. В работе рассматривается 
задача наземной акустической локации. Для большинства систем данного типа характерна 
хорошая дальность действия и высокая точность. Однако, их крупные габариты, малая 
мобильность и высокая стоимость делают такие системы недоступными в хозяйственной, 
социальной и научной деятельности. Поэтому разработка малогабаритных систем, 
обладающих высокой мобильностью, низкой стоимостью и имеющих при этом 
удовлетворительную точность, является актуальной задачей. В работе приведен алгоритм 
локализации источника звука (ИЗ), эффективность которого высока, в первую очередь, для 
малогабаритных локационных станций. 

Методы. Задача поиска акустического сигнала только с использованием задержек 
регистрации сигнала во времени Δti,j между i-м и j-м датчиками сложна для аналитического 
решения.  В работах [2, 3, 4] строится функция ошибки, после чего поиск координат 
источника сигнала сводится к проблеме поиска минимума выбранной функции. 

 Задача поиска минимума функции ошибки часто решается применением численных 
методов из семейства градиентных или ньютоновских [5]. Методы являются итерационными, 
и количество итераций зависит от области поиска, выбора точки старта, шага метода [6]. 
Эффективность поиска, таким образом, во многом определяется выбором вида функции 
ошибки. 

Для иллюстрации проблемы рассмотрим функцию ошибки, предложенную в работе [2]: 

 
2

3
( ) ,

N

i
i

I x A
=

=∑
 (1) 

 

,1 ,1
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где N – число датчиков в системе, ∆ti,j – разность во времени прихода сигнала между i-м и 

j-м датчиками, si – расстояние между i-м датчиком и ИЗ, i=3,…, N. 
Расстояние si вычисляется по формуле: 
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где xj – пространственная координата предполагаемого положения ИЗ,  
rj,i – j-я координата i-го датчика. 

Рассмотрим вариант системы на плоскости, где радиус окружности, на которой 
расположены датчики, равен 0.2 метра, rиз(1.0; 2.0) – координаты ИЗ. В качестве функции 
ошибки возьмем функцию (1). В этом случае при сравнительно небольших расстояниях до 
ИЗ (например, 2 метра), функция (1) не позволяет определить минимум в окрестности 
координат ИЗ (рис. 1). 

 
Рис. 1 – График функции ошибки ( )I x  

Заменим функцию ( )I x  функцией: 

 
3

( ) .
N

s i
i

I x A
=

=∑
 (4) 

На рис. 2 представлен график функции ошибки (4). Функция имеет две области 
локального минимума, в одной из которых находится источник акустического сигнала 
(красная точка на рис. 2). 

 
Рис. 2 – График функции ошибки ( )sI x  
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При этом на каждом шаге в окрестности ИЗ значительно увеличивается разница между 
значениями функции ошибки (4) по сравнению со значениями функции ошибки (1), что 
позволяет существенно сократить количество итераций. 

При наличии нескольких областей локального минимума (рис. 2) необходимо знать, в 
какой находится глобальный минимум. 

Разработаем алгоритм локализации области поиска источника акустического сигнала для 
определения глобального минимума функции ошибки. За основу построения акустической 
системы возьмем принцип с использованием четырёх акустических датчиков [7]. Все 
датчики расположены в одной плоскости. Основная характеристика системы – задержки 
регистрации сигнала во времени Δtij между i-м и j-м датчиками. 

 На рисунке 3 представлена система из N = 4 акустических датчиков. Обозначения 

приняты те же, что и в работе [7]. Вектор изe


 – радиус-вектор, определяющий положение 
источника звука, α – угол прихода сигнала от источника, угол между положительным 

направлением оси Ox и вектором изe


. Также в работе [7] введена величина di,j – проекция 

вектора ,i je


 на вектор изe


, где ,i je


 – вектор, соединяющий точки расположения пары 
соответствующих датчиков, i, j – номера датчиков в системе  
(i, j=1,…, N) (рис. 2) 

 
Рис. 3 – Система акустических датчиков на плоскости 

В данном алгоритме, если датчик с номером i первым зарегистрировал сигнал, то номер j 

выбирается равным 
1,

,
1,
i i N

j
i N

+ ≠
=  <

 то есть для расчёта всегда выбирается пара соседних 

датчиков. С учётом условия выбора номера i получаем формулу, которая отражает 
зависимость между di,j и α [7]: 

 
( )

,

2
2 sin sin ,i j

i j
d r

N N
+ −  = −  

   

ππ α  (5) 

где r – радиус окружности, на которой расположены датчики. 
На рисунке 4 синими дугами обозначен фронт волны акустического сигнала. В рамках 

работы предполагается, что сигнал имеет сферический фронт волны. Из рисунка 3 видно, что 
сигнал первым пришёл на датчик с номером 1. Расстояние si,j между фронтами сигнала на 
датчиках с номерами i и j соответственно находится по формуле: 
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 , , ,i j ЗВ i js V t= ⋅∆  (6) 
где VЗВ – скорость распространения звука в среде, в которой находится система. 

 
Рис. 4 – Система акустических датчиков с источником звука 

Заметим (рис. 3), что расстояние s1,2 мало отличается от проекции d1,2 (s1,2 ≈ d1,2). 
Воспользовавшись этим замечанием, в формуле (5) значение величины di,j заменим на 
значение si,j . Выразим, после введённой замены, из уравнения (5) угол α: 

 ( ) ,2
arcsin .

2 sin

i jsi j
N r

N

π
a

π

 
 + −
 = −

  
    

 (7) 

Полученная формула позволяет найти угол прихода сигнала. После нахождения угла 
область поиска источника сигнала существенно локализуется.  

Результаты и обсуждение.  Для проверки корректности алгоритма разработана тестовая 
модель. Модель реализована на языке программирования Python. Входными параметрами 
модели являются координаты источника сигнала, радиус r системы датчиков, скорость звука, 
количество датчиков. Параметры выбираются произвольно. На основе выбранных 
параметров определяются задержки Δti,j между датчиками. Полученные задержки 
используются для расчёта угла α. 

В рамках тестовой модели выполнены расчёты некоторых углов с использованием 
описанного алгоритма. На рисунке 4 приведены результаты расчётов. Выбранные значения 
параметров системы: r = 1 м, N = 4, VЗВ = 300 м/с. По оси Ox откладывается расстояние (м) 
от начала выбранной системы координат до источника звука, по оси Oy – абсолютная 
величина отклонения (град.) найденного угла от реального. 

Результаты расчётов (рис. 4) показали, что чем дальше находится источник сигнала, тем 
точнее определяется угол α. Это обусловлено тем, что с увеличением расстояния до 
источника часть фронта акустической волны в области расположения датчиков увеличивает 
свой угол. Полученный результат справедлив для любого угла. 
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Рис. 5 – Результаты работы алгоритма 

Отметим, что погрешность вычисленного угла уменьшается, если при неизменном 
положении источника сигнала уменьшать радиус r, при этом сохранив положение начала 
координат системы датчиков. 

Алгоритм, в первую очередь, разрабатывался для малогабаритных систем, для которых 

справедливо неравенство, ,
ИЗe

k
r

>



 где k – некоторое число, характеризующее погрешность. 

Например, если k = 20, то погрешность вычисленного угла не превысит 2.5˚ (рис. 4). 
Заключение. Результаты моделирования показали, что применение разработанного 

алгоритма даёт более точный результат, если расстояние до источника звука значительно 
превышает радиус системы датчиков. Это подтверждает высокую эффективность алгоритма 
для малогабаритных систем локации. Алгоритм позволяет выбрать точку, лежащую на 
прямой с углом наклона α, в качестве стартовой для поиска минимума функции ошибки. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АЛГОРИТМА CART  
ДЛЯ ИНИЦИАЛИЗАЦИИ МОДЕЛИ HMA 

 
В статье рассматривается метод инициализации параметров для модели Иерархической 

Смеси Экспертов (НМЕ), используя алгоритм CART. Предполагается подход, при котором 
двоичное дерево решений, построенное с помощью CART, трансформируется в 
многомерную поверхность разбиения, что позволяет инициализировать параметры модели 
НМЕ более эффективно. В статье подчеркивается, что такой подход позволяет увеличить 
количество степеней свободы модели и улучшить её способность к обучению, особенно на 
начальных этапах, когда точные значения параметров ещё неизвестны.  

 
Ключевые слова: Нейронная сеть, алгоритм CART, иерархической смеси экспертов НМЕ, 

правило выбора разбиений, дерево решений. 
 
Введение.  Как и в любой другой нейронной сети, удовлетворительное решение задачи 

оценки параметров можно получить путем выбора модели, подходящей для конкретной 
задачи. В случае модели НМЕ под выбором модели понимается выбор количества и 
композиции узлов решения в дереве. Одно из практических решений задачи выбора модели 
сводится к запуску на данных обучения алгоритма стандартного дерева решений и принятию 
полученного дерева в качестве исходного на шаге инициализации в алгоритме обучения, 
используемом для определения параметров модели НМЕ [1]. 

Модель НМЕ имеет очевидное сходство со стандартным деревом решений, например с 
деревом классификации и регрессии [2]. 

• Правило выбора разбиений в промежуточных узлах (ветвях) в модели CART играет 
роль, аналогичную сетям шлюзов в модели НМЕ. 

• Терминальные узлы в модели CART играют роль, аналогичную сетям экспертов в 
модели НМЕ. 

Применяя модель CART для интересующей нас задачи классификации или регрессии, 
можно использовать преимущества дискретной природы этой модели для проведения 
эффективного поиска среди множества альтернативных деревьев. Используя выбранное 
таким образом дерево в качестве исходного на шаге инициализации алгоритма обучения, 
можно взять на вооружение непрерывную вероятностную основу модели НМЕ и получить 
улучшенную "мягкую" оценку желаемого отклика. 

Постановка задачи. Теперь опишем алгоритма CART. Это описание представлено в 
контексте задачи регрессии. Имея множество данных обучения {(𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑑𝑑𝑖𝑖)}𝑖𝑖=1𝑁𝑁 , алгоритм CART 
можно использовать для построения двоичного дерева Т минимально-квадратичной 
регрессии. Для этого нужно выполнить следующие действия. 

1. Выбор разбиений.Пусть узел 𝒕𝒕 —  некоторое подмножество дерева Т. Пусть 𝑑̅𝑑(𝑡𝑡) — 
среднее значение di для всех пар (xi,di) попадающих в поддерево t, т.е. 

𝑑̅𝑑(𝑡𝑡) = 1
𝑁𝑁(𝑡𝑡)

∑ 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖∈𝑡𝑡 ,     (1) 
где суммирование проводится по всем di для которых 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑡𝑡, а N(t) — общее количество 

таких случаев. Определим следующие величины: 

𝐸𝐸(𝑡𝑡) = 1
𝑁𝑁
∑ �𝑑𝑑𝑖𝑖 − 𝑑̅𝑑(𝑡𝑡)�

2
𝑥𝑥𝑖𝑖∈𝑡𝑡     (2) 

и 
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𝐸𝐸(𝑇𝑇) = ∑ 𝐸𝐸(𝑡𝑡)𝑡𝑡∈𝑇𝑇 .     (3) 

Для узла t сумма ∑ �𝑑𝑑𝑖𝑖 − 𝑑̅𝑑(𝑡𝑡)�
2

𝑥𝑥𝑖𝑖∈𝑡𝑡  представляет собой внутриузловую сумму квадратов, 
т.е. общее квадратичное отклонение всех di поддерева t от своего среднего значения 𝑑̅𝑑(𝑡𝑡). 
Суммирование этих отклонений по всем поддеревьям 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 дает общую по узлу сумму 
квадратов, а деление на N — среднее значение. 

Для любого заданного множества разбиений S текущего узла t дерева Т лучшим 
разбиением s* является то, для которого значение Е(Т) является наименьшим [3]. Для 
конкретности предположим, что для любого разбиения s узла t на tL и tR выполняется 
соотношение 

∆𝐸𝐸(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑇𝑇) − 𝐸𝐸(𝑡𝑡𝐿𝐿) − 𝐸𝐸(𝑡𝑡𝑅𝑅).   (4) 
Наилучшим разбиением s* считается то, для которого 

∆𝐸𝐸(𝑠𝑠∗, 𝑡𝑡) = max𝑠𝑠∈𝑆𝑆 ∆𝐸𝐸(𝑡𝑡, 𝑠𝑠).    (5) 
Таким образом, построенное дерево регрессии будет максимизировать убывание 

величины Е(T). 
2. Определение терминального узла. Узел t называется терминальным, если выполняется 

следующее условие: 
max𝑠𝑠∈𝑆𝑆 ∆𝐸𝐸(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) < 𝛽𝛽,     (6) 

где 𝛽𝛽 — наперед заданный порог. 
3. Оценка параметров терминального узла по методу наименьших квадратов Пусть t 

является терминальным узлом в двоичном дереве T, a X(t) - матрица, составленная из 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑡𝑡. 
Пусть d(t) - соответствующий вектор, составленный из желаемых откликов di в поддереве t. 
Определим вектор 

𝑤𝑤(𝑡𝑡) = 𝑋𝑋+(𝑡𝑡)𝑑𝑑(𝑡𝑡),     (7) 
где Х+(t) -матрица, псевдообратная матрице Х(t). Используя w(t), на выходе терминального 

узла t получаем оценку d(t) по методу наименьших квадратов. За счет использования весов, 
вычисленных согласно (7), задача выбора разбиения может быть решена за счет поиска 
наименьшей суммы квадратов ошибок относительно поверхностей регрессий, а не 
относительно средних значений.  

Решение задачи. Предположим, что в результате применения алгоритма CART к 
множеству данных обучения построено двоичное дерево решений поставленной задачи. 
Разбиение, построенное алгоритмом CART, можно представить как многомерную 
поверхность, описываемую формулой 

𝑎𝑎𝑇𝑇𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 = 0 
где х — входной вектор; а — вектор параметров; b — порог. 
Рассмотрим в модели НМЕ следующую ситуацию. Поверхность регрессии, создаваемая 

сетью шлюза в двоичном дереве, может быть представлена формулой 
𝑔𝑔 = 1

1+𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�−(𝑎𝑎𝑇𝑇𝑥𝑥+𝑏𝑏)�
     (8) 

описывающей разбиение, в частности при g = 1/2. Пусть вектор весов а для этой 
конкретной сети шлюза удовлетворяет равенству 

𝑎𝑎 = ‖𝑎𝑎‖ ∙ 𝑎𝑎
‖𝑎𝑎‖

      (9) 
где ||а|| — длина (Евклидова норма) вектора а; а/||а|| — нормализованный вектор 

(имеющий единичную длину) [4]. Подставляя (9) в (8), параметрическое разбиение в сети 
шлюза можно переписать следующим образом:  

𝑔𝑔 = 1

1+𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�−‖𝑎𝑎‖�� 𝑎𝑎
‖𝑎𝑎‖�

𝑇𝑇
𝑥𝑥+ 𝑏𝑏

‖𝑎𝑎‖��
    (10) 

Отсюда видно, что вектор 𝑎𝑎 ‖𝑎𝑎‖�  задает направление разбиения, а ‖𝑎𝑎‖ – его резкость. 
Важно отметить, что сеть шлюза в выражении (10), созданная на основе линейного фильтра, 
за которым следует нелинейная активационная функция, может имитировать разбиение в 
стиле CART. Более того, мы получаем дополнительную степень свободы — длину вектора 
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параметров а. В стандартном дереве решений дополнительные параметры не нужны, так как 
для создания разбиения используется жесткое решение. В отличие от алгоритма ME длина 
вектора а оказывает существенное влияние на резкость разбиения, выполняемого сетью 
шлюза в модели НМЕ. В частности, для вектора синаптических весов а фиксированного 
направления можно утверждать следующее. 

• Если длина вектора а достаточно велика (т.е. при низкой температуре), разбиение 
оказывается резким. 

• Если вектор а имеет малую длину (т.е. при высокой температуре), разбиение является 
более мягким. 

Если в пределе ||а|| = 0, то разбиение исчезает и по обе стороны исчезнувшего разбиения 
𝑔𝑔 = 1

2� . Эффект от установки длины вектора а в значение нуль равнозначен удалению из 
дерева нетерминального узла, так как рассматриваемая сеть шлюза больше не будет 
содержать данного разбиения. В предельном случае, когда вектор а крайне мал во всех 
нетерминальных узлах, вся модель НМА работает подобно одному узлу, т.е. сводится к 
обычной модели линейной регрессии. По мере увеличения длины векторов синаптических 
весов сети шлюза модель НМЕ начинает создавать мягкие разбиения, увеличивая доступное 
для модели количество степеней свободы. 

Выводы. Таким образом, инициализировать модель НМЕ можно следующим образом. 
1. Применить алгоритм CART к данным обучения. 
2. Установить векторы синаптических весов экспертов модели НМЕ в значения оценок, 

полученных методом наименьших квадратов для векторов параметров соответствующих 
терминальных узлов двоичного дерева, построенного в результате применения алгоритма 
CART. 

3. Для сетей шлюзов: 
• задать векторы синаптических весов в соответствии с направлениями, 

ортогональными соответствующим разбиениям двоичного дерева, полученным в результате 
алгоритма CART; 

• установить длины (т.е. Евклидовы нормы) векторов синаптических весов равными 
значениям длин малых случайных векторов. 
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МОДЕЛЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО КОЛИЧЕСТВА ЗАПАСНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ И ПРИНАДЛЕЖНОСТЕЙ МЕТОДОМ ДИНАМИЧЕСКОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ  
 
В статье рассмотрен вопрос разработки математической модели для определения 

оптимального количества запасных элементов и принадлежностей с использованием 
метода динамического программирования, которая может быть использована при 
практических расчетах в проектировании или эксплуатации, где необходимо определить 
оптимальное количество запасного оборудования, учитывая ограничения по бюджету или 
другим параметрам, таким как вес или габариты.  

 
Ключевые слова: надежность, наработка на отказ, теория надежности, метод 

динамического программирования, экспоненциальный закон. 
 
Постановка задачи: дана система, узлы R которой связаны последовательно и могут быть 

разных типов. Каждый i-й узел (i = 1, 2, …, R) содержит определенное количество 
однотипных элементов ni, и известна надежность каждого из них. Чтобы система работала 
непрерывно в течение определенного времени Ттр, необходимо выделить определенное 
количество средств H для запасных элементов, при этом существует ограничение на 
количество запасного оборудования. 

∑ ℎ𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖  =  𝐻𝐻,𝑚𝑚𝑖𝑖 =  0, 1, …𝑛𝑛𝑅𝑅
𝑖𝑖=1                 (1) 

где mi – число запасных элементов i-го типа; hi – стоимость одного элемента i-го типа.  
При выходе из строя любого элемента, он заменяется запасным. Полный отказ системы 

происходит только в случае, если нет запасных элементов. Для обеспечения непрерывной 
работы системы в течение заданного интервала времени Ттр необходимо оптимально 
распределить резервные элементы по типам – выбрать mi, чтобы максимизировать 
вероятность безотказной работы и, соответственно, минимизировать вероятность отказа всей 
системы. Рассмотрим данную задачу для случая, ненагруженного резерва [1, 2]. Обозначим 
через Q вероятность отказа всей системы в течение времени Ттр, то задача будет сводиться к 
поиску оптимального распределения запасных элементов, обеспечивающего минимальную 
вероятность отказа. Это можно выразить формулой: 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑄𝑄(𝑇𝑇тр) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚[1 −∏ �1 − 𝑄𝑄𝑖𝑖(𝑇𝑇тр)�]𝑅𝑅
𝑖𝑖=1               (2) 

где Qi(Ттр) – вероятность отказа системы, вызванного выходом из строя узла типа i. 
 Для решения этой задачи с применением метода динамического программирования 

составим систему функциональных уравнений: 
∏ 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑚𝑚𝑘𝑘) = 𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑚𝑚1,𝑚𝑚2, … ,𝑚𝑚𝑖𝑖)𝑖𝑖
𝑘𝑘=1     (3) 

𝑓𝑓𝑖𝑖(𝐻𝐻) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
{𝑚𝑚𝑖𝑖}

𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑚𝑚1,𝑚𝑚2, … ,𝑚𝑚𝑖𝑖)    (4) 

где Pk(mk) = 1 - Qk  – вероятность безотказной работы узла типа k в течение времени Ттр 
при выделении mk  запасных элементов. Здесь {mi} означает, что mi пробегают значения, 
удовлетворяющие условию (1) при R = i. 

Следовательно, задача заключается в поиске следующих величин: 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
{𝑚𝑚𝑅𝑅}

𝐹𝐹𝑅𝑅(𝑚𝑚1,𝑚𝑚2, … ,𝑚𝑚𝑅𝑅)

∑ ℎ𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖 ≤ 𝐻𝐻𝑅𝑅
𝑖𝑖=1 ,𝑚𝑚𝑖𝑖 = 0, 1, 2, … 

�     (5) 
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Вычислительная процедура разбивается на R последовательных этапов, каждый из 
которых включает операции по вычислению функции 

𝑓𝑓1(𝐻𝐻) = 𝑃𝑃1(𝑚𝑚1), 0 ≤ 𝑚𝑚1 ≤
𝐻𝐻
ℎ1

     (6) 
На каждом последующем этапе i (где i = 2, 3, …, R) выполняются следующие действия: 

Первая операция – вычисление функций Pi(t). Затем проводится вторая операция - 
вычисление функций fi(0), fi(1), …, fi(H) согласно следующим формулам: 

𝑓𝑓𝑖𝑖(𝐻𝐻) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑓𝑓𝑖𝑖−1(𝐻𝐻)𝑃𝑃𝑖𝑖(0)
. . . . . . . . . . . .
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𝐻𝐻
ℎ𝑖𝑖
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⎪
⎬

⎪
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     (7) 

Третья операция заключается в определении и запоминании в специальной таблице 
значений 𝑚𝑚�𝑖𝑖(1), 𝑚𝑚�𝑖𝑖(2), …, 𝑚𝑚�𝑖𝑖(Н), которые соответствуют функциям fi(1), fi(2), …, fi(H). 
Оптимальное распределение запасных элементов определяется после завершения R-го этапа: 
находится оптимальное количество элементов R-го типа mR = 𝑚𝑚�𝑅𝑅(H) [3-4]. 

 
Рис.1 - Блок-схема вычислительной процедуры для расчета оптимального количества 

запасных элементов 
Пример расчета по разработанному алгоритму. Предположим, что у нас есть система, 

состоящая из трех узлов (R = 3). В первый узел входят 3 элемента (n1 = 3), во второй 4  
(n2 = 4), а в третий – 5 (n3 = 5). Надежность каждого элемента, его вероятность безотказной 
работы, определяется экспоненциальным законом. Для первого узла λ1 = 0,02 1/час, для 
второго  

λ2 = 0,01 1/час, для третьего λ3 = 0,005 1/час. На запасное оборудование выделено 4 
единицы средств (Н = 4), где стоимость одного элемента первого и третьего типов составляет 
1 единицу средств (h1 = h3 = 1), а элемента второго типа - 2 единицы (h2 = 2). Задача – 
определить оптимальное количество запасных элементов каждого типа для обеспечения 
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максимальной вероятности безотказной работы системы в течение заданного времени Ттр = 
10 часов. Для решения этой задачи применим алгоритм, изображенный на рисунке 1. 
Результаты расчетов показаны на рисунках 2, 3 и 4. На рисунке 2 представлены результаты 
расчетов оптимального количества запасных элементов mi для времени непрерывной работы 
Ттр равным 10, 30 и 50 часам, при выделенных средствах Н = 4. Для наглядности на графике 
целые значения mi соединены прямыми линиями. Аналогичные графики могут быть 
построены и для случаев Н = 1, 2, 3. 

 

 

Рис. 2 - Результаты расчетов 
оптимального количества запасных 

элементов 

Рис. 3 - График зависимости 
вероятности безотказной работы системы 

от времени 
На рисунке 3 показана зависимость вероятности безотказной работы системы f3(Ттр) от 

времени Ттр при Н = 4, в соответствии с формулами (3) и (4). Из анализа графиков на 
рисунках 2 и 3 видно, что они могут помочь в решении следующей задачи: при заданной 
вероятности отказа Q определить наилучшее распределение запасных элементов для 
максимизации времени безотказной работы системы. Для достижения этой цели достаточно 
найти точку пересечения кривой f3(Ттр) с ординатой 1 – Q (см. рисунок 3). Абсцисса этой 
точки будет представлять собой максимальное время безотказной работы системы Ттр_max. 
Затем, для найденного значения Ттр_max, с использованием графика на рисунке 2 
определяется оптимальное распределение резерва, которое обеспечивает заданную 
вероятность отказа в течение Ттр_max. На рисунке 4 показано как вероятность безотказной 
работы системы f3(Ттр) зависит от количества средств Н, которые выделены на резервное 
оборудование, при Ттр равном 10 и 30 часам. Эти графики позволяют количественно оценить 
необходимое количество Н для достижения заданной вероятности безотказной работы. 

 
Рис. 4 - Графики зависимости вероятности безотказной работы системы от количества 

выделенных средств на запасное оборудование 
Заключение. В данной работе была рассмотрена проблема оптимизации распределения 

запасных элементов в системе с целью обеспечения максимального времени безотказной 
работы. Используя предложенный алгоритм и графические методы, можно эффективно 
определить оптимальное распределение запасных элементов для системы при различных 
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временных и финансовых ограничениях. Эти методы могут быть применены для повышения 
надежности и эффективности функционирования различных технических систем. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ МОНИТОРИНГА ФУНКЦИОНАЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ 
СЛОЖНОГО ТЕХНИЧЕСКОГО ОБЪЕКТА И ЕГО РЕАЛИЗАЦИЯ В 

ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ AR 
 
В статье описывается разработка веб-приложения с использованием технологии 

дополненной реальности для эффективного управления техническими объектами на 
машиностроительных предприятиях. Приложение позволяет администраторам добавлять 
объекты наблюдения, связывать их с данными датчиков и информацией о пользователях, а 
также использовать дополненную реальность для визуализации состояния оборудования. 

 
Ключевые слова: веб-приложение, технологии дополненной реальности, управление 

техническими объектами, машиностроение, мониторинг, диагностика, эффективность, 
обучение, кибер-физические системы. 

 
Современные машиностроительные предприятия характеризуются высокой степенью 

сложности технических систем, что предъявляет повышенные требования к их мониторингу, 
диагностике и управлению. Эффективное функционирование таких сложных технических 
объектов во многом зависит от своевременного выявления и предупреждения возможных 
отклонений в их работе [1]. Применение передовых математических методов и алгоритмов, а 
также интеграция инновационных технологий, таких как дополненная реальность (AR), 
способны значительно улучшить процессы мониторинга и диагностики технического 
состояния оборудования [2]. 

Целью данного исследования является разработка веб-приложения, которое позволит 
администраторам эффективно управлять сложными техническими объектами на 
машиностроительных предприятиях. Данное приложение должно предоставлять 
возможность добавления объектов наблюдения и связывания их с данными, поступающими 
от различных датчиков, а также с информацией о пользователях, таких как работники на 
производстве. Использование технологии дополненной реальности в рамках этого 
приложения обеспечит интерактивный и наглядный способ визуализации состояния 
оборудования, что позволит повысить эффективность его мониторинга и диагностики. 

Для достижения поставленной цели требуется решить ряд задач, включающих разработку 
математических методов и алгоритмов обработки данных, полученных от датчиков, а также 
интеграцию технологии дополненной реальности в программный комплекс. Кроме того, 
необходимо обеспечить удобный и интуитивно понятный интерфейс для администраторов и 
пользователей, что позволит им эффективно взаимодействовать с системой мониторинга. 

Реализация данного веб-приложения с использованием современных подходов к 
обработке данных и визуализации состояния оборудования посредством технологии 
дополненной реальности позволит повысить эффективность управления сложными 
техническими системами на машиностроительных предприятиях, своевременно выявлять и 
предупреждать возможные неисправности, а также оптимизировать процессы обучения и 
взаимодействия персонала с производственным оборудованием. 
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Пирогова М. А., Лешихина И. Е., Краюшкин В. А. изучают применение технологии 
дополненной реальности (AR) в промышленности. Их работы касаются создания 
индустриальных приложений с использованием AR, их применимости для современного 
производства и эффективности для обучения персонала. Авторы отмечают улучшение 
процессов мониторинга и анализа в промышленности благодаря AR [3]. 

Исследования Трачук А. В. и Булавина В.Ф. с коллегами подчеркивают важность 
внедрения AR-технологий в промышленности для повышения производительности и 
конкурентоспособности, особенно на малых машиностроительных предприятиях [4]. 

Цифровые инструменты с использованием AR помогают развивать и совершенствовать 
производственные процессы, повышая эффективность и обеспечивая малым предприятиям 
преимущества на рынке [5]. 

Котельева А.В. и Барсов В.В. исследуют перспективы дополненной реальности, отмечая 
ее потенциал в создании информационных систем и технологий, а также указывают на 
возможность ее использования в машиностроении. Это открывает путь к созданию 
приложений, улучшающих информационную среду и технологические процессы на 
предприятиях [6]. 

Феофанов А.Н., Охмат А.В. и Бердюгин А.В. дополняют это, обсуждая применение 
VR/AR-технологий для автоматизации и моделирования в проектировании и управлении 
производством. Эти технологии представляют собой не только инструмент для визуализации 
данных, но и средство для оптимизации процессов и повышения производственной 
эффективности [7]. 

Исследования Маркина Д.А. и Новиков Е.А. [8], а также работы Резвых В.А. и Горбачева 
А.Ю. [9] показывают значимость внедрения AR-технологий на машиностроительных 
предприятиях с целью улучшения эффективности производства и обучения персонала. 
Подобное направление рассматривают также Старостина В.А., Воробьев В.В. и Юрковская 
Г.И., которые уделяют внимание внедрению AR-технологий на машиностроительных 
предприятиях, подчеркивая их важность для повышения эффективности производства и 
обучения персонала [10]. 

Маслов Е.А. и Хаминова А.Е. исследуют применение современных технологий 
виртуальной и дополненной реальности не только в промышленности, но и в креативных 
индустриях. Их работа выявляет общие тенденции и проблемы внедрения технологий 
дополненной реальности, подчеркивая их потенциал для творческого процесса и создания 
инновационных продуктов [11]. 

Исходя из проведенных исследований, виртуальная и дополненная реальность (VR/AR) 
представляют значительный потенциал для улучшения производственных процессов в 
области машиностроения.  

Исследования этих авторов подтверждают актуальность и значимость разработки 
мобильного приложения с интеграцией дополненной реальности для улучшения управления 
и мониторинга кибер-физических систем в промышленности. Такие приложения могут 
повысить эффективность производства а также улучшить качество обучения персонала, что 
способствует развитию отрасли, однако такие системы нужно обучать для каждого типа 
производства и зачастую с ними тяжело интегрироваться. Это сподвигло на мысль сделать 
приложение, с которым легко интегрироваться и в которое можно загрузить администратору 
статические данные, например, информацию о том как работать со станком. 

Переходя к рассмотрению работы программного комплекса с точки зрения пользователя, 
следует отметить, что после успешной авторизации в мобильном приложении, пользователь 
получает возможность взаимодействовать с технологическим оборудованием с помощью 
функционала дополненной реальности. 

Используя камеру своего мобильного устройства, пользователь может навести ее на 
интересующее оборудование и запустить алгоритм распознавания. Мобильное приложение 
отправляет HTTP-запрос в программный комплекс, передавая изображение, полученное 
через камеру. 
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Программный комплекс обрабатывает этот запрос и, на основе имеющихся данных, 
определяет характеристики и параметры распознанного оборудования. Эта информация 
передается обратно в мобильное приложение, где она отображается пользователю в 
понятном и наглядном формате. 

Таким образом, интеграция технологии дополненной реальности в данный программный 
комплекс позволяет пользователям эффективно взаимодействовать с производственным 
оборудованием, получая доступ к важной информации и улучшая как производственные 
процессы, так и обучение персонала. 

Разработанное мобильное приложение представляет собой значимый шаг в направлении 
эффективного управления и мониторинга сложных кибер-физических систем. Интеграция 
дополненной реальности в приложение открывает новые возможности для визуализации 
данных и обеспечивает пользователей интерактивным доступом к информации. 

Программное обеспечение позволяет администраторам легко добавлять объекты 
дополненной реальности на изображение и связывать их с данными от датчиков. Это 
значительно упрощает процесс мониторинга и анализа состояния оборудования, так как 
пользователи могут непосредственно взаимодействовать с визуализированными данными в 
реальном времени. 

Благодаря этому приложению процесс мониторинга становится более наглядным и 
эффективным. Оно позволяет быстро выявлять проблемные участки и предпринимать меры 
по их устранению, что в свою очередь способствует повышению производственной 
эффективности и сокращению времени простоя оборудования. 

 

 
Рис. 1 - Дизайн, разработанного приложения 

Более того, разработанное приложение может быть использовано для обучения персонала. 
Данное приложение легко интегрировать с практически любой CRM системой и через нее 
наполнять данное приложение дополнительной информацией, что и отличает эту разработку. 
Пользователи могут в реальном времени наблюдать и взаимодействовать с 
визуализированными данными, что способствует более глубокому пониманию работы 
оборудования и процессов производства. Это улучшает качество обучения и помогает 
сократить время, необходимое для подготовки персонала к работе. 

Таким образом, разработанное приложение не только обеспечивает эффективное 
управление и мониторинг кибер-физических систем, но и способствует повышению 
производственной эффективности и качества обучения персонала в области 
машиностроения. 
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РАЗРАБОТКА ПЛАТФОРМЫ ДЛЯ МОДИФИКАЦИИ И ПРИМЕНЕНИЯ 
НЕЙРОСЕТЕВЫХ ЯЗЫКОВЫХ МОДЕЛЕЙ  

 
В работе рассматриваются ключевые аспекты разработки программного модуля для 

решения задач автоматической обработки текстов с применением нейросетевых языковых 
моделей.  Необходимость реализации подобного решения обусловлена тем, что 
универсальные нейросетевые пайплайны не включают в себя необходимый 
специализированный функционал, а существующие для работы с большими языковыми 
моделями инструменты требуют решения вопросов интеграции, что существенно 
увеличивает трудозатраты на проведение экспериментов. Предлагаемый в данной работе 
подход основывается на использовании микросервисной архитектуры для развертывания 
моделей, что значительно упрощает процесс управления вычислительными ресурсами, 
позволяет эффективно масштабировать разработанную систему, балансировать нагрузку, 
а также обеспечивает отказоустойчивость. Разработанное решение облегчает 
применение больших языковых моделей для широкого спектра задач обработки 
естественного языка, включая анализ длинных текстовых последовательностей. 

 
Ключевые слова: машинное обучение, обработка текстов на естественном языке, 

нейросетевые языковые модели, микросервисная архитектура. 
 
В условиях стабильного роста объемов текстовых данных, повышается значимость 

качественного анализа и обработки содержащейся в них информации автоматическими 
средствами. Развитие нейросетевых языковых моделей позволило достичь значительных 
успехов в области обработки естественного языка. Однако исследования, направленные на 
улучшения качества решения тех или иных задач, связанных с языковым моделированием, 
не теряют свою актуальность ввиду высокой сложности и разнообразия.  

При решении исследовательских задач, связанных с интеллектуальной обработкой 
текстов, возникает необходимость проведения большого количества различных 
экспериментов, включающих в себя как поиск оптимальных конфигураций и осуществление 
тонкой настройки параметров, так и развертывание моделей на сервере для обеспечения 
возможности быстрого применения на больших объемах данных.  

Тем не менее, существующие на данный момент решения для работы с нейросетевыми 
моделями, к числу которых можно отнести Kubeflow, MLflow или H2O [1], хотя и являются в 
некотором смысле универсальными инструментами для реализации подобных конвейеров, 
не включают в себя специализированный функционал, предназначенный для работы с 
большими языковыми моделями. При этом процесс организации работы с большими 
языковыми моделями подразумевает использование различных оптимизаций, необходимых 
для обеспечения возможности запуска таких моделей с использованием стандартного 
аппаратного обеспечения с приемлемым быстродействием, что делает самостоятельную 
реализацию подобного функционала довольно трудоемким процессом. 

С другой стороны, известные специализированные решения для работы с языковыми 
моделями, такие как llama.cpp или vLLM [2], являются достаточно узконаправленными – для 
проведения исследовательской работы с моделями на каждом этапе приходится использовать 
разные инструменты, что может значительно увеличить трудозатраты на проведение 
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экспериментов, ввиду необходимости решения большого количества интеграционных 
проблем. 

Ввиду вышесказанного, с целью обеспечения возможности эффективного осуществления 
исследовательской деятельности по работе с большими языковыми моделями для решения 
широкого класса задач по обработке естественного языка, в рамках данной работы была 
поставлена задача по разработке программного модуля, включающего в себя:  

1) модуль обучения, обеспечивающий возможность тонкой настройки языковых моделей 
под конкретную задачу; 

2) модуль применения, позволяющий развертывать обученные модели, а также 
эффективно осуществлять их применение на больших объемах данных, в том числе при 
обработке длинных текстовых последовательностей. 

Остановимся подробнее на ключевых особенностях, разработанных модулей, 
позволяющих им отвечать сформулированным выше требованиям. 

Модуль обучения представляет собой набор инструментов, позволяющий быстро 
проводить эксперименты по тонкой настройке различных языковых моделей под конкретные 
задачи. Данный модуль состоит из следующих подсистем: 

1) подсистема подготовки данных, которая предназначена для предварительной 
обработка набора данных для последующего обучения моделей, а также, если это 
необходимо, осуществления сбора дополнительных данных для обучения посредством WEB-
краулеров;  

2) подсистема обучения, позволяющая выполнять непосредственное обучение 
нейросетевых моделей, проводить эксперименты по поиску оптимальных конфигураций 
путем дообучения языковых моделей под специализированные задачи, а также осуществлять 
контроль качества путем замера необходимых метрик; 

3) подсистема экспорта, включающая в себя механизмы конвертации и выгрузки 
обученных моделей в специализированные форматы, такие как TorchScript и ONNX, что 
делает возможной интеграцию с упомянутыми ранее специализированными инструментами 
для работы с языковыми моделями.  

В основе данного модуля лежит фреймворк машинного обучения PyTorch и библиотека 
Hugging Face transformers, содержащая API для быстрой загрузки, модификации, тонкой 
настройки и запуска нейросетевых моделей. Кроме того, сообщество Hugging Face 
предоставляет широкий набор предварительно обученных языковых моделей. 

Модуль применения основывается на микросервисной архитектуре – разновидности 
сервисно-ориентированного архитектурного стиля, который представляет итоговое 
приложение как набор слабосвязанных сервисов. Можно выделить следующие особенности 
данной архитектуры [3]: 

1) технологическое разнообразие – возможность использования различных языков 
программирования и платформ для реализации сервисов; 

2) устойчивость – изоляция сервисов гарантирует, что сбой одного из них не влияет на 
всю систему; 

3) масштабируемость – возможность добавления новых экземпляров сервисов для 
увеличения производительности. 

Наиболее широко распространенным способом обеспечения изолированности и 
поддержки индивидуального окружения микросервисов является контейнеризация, то есть 
виртуализация на уровне операционной системы, при которой приложения могут работать в 
независимых пользовательских пространствах. Наиболее популярной системой 
контейнеризации на данный момент является Docker [4], позволяющий развертывать 
приложения в виде переносимых самодостаточных контейнеров, которые могут работать в 
облаке или локально. 

Проблема распределения вычислительной нагрузки, связанная с созданием новых 
экземпляров сервисов, на практике решается путем использования балансировщика нагрузки 
– специализированного сервиса, который маршрутизирует клиентские запросы по нужным 
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серверам таким образом, чтобы максимизировать скорость выполнения и утилизацию 
ресурсов. При выходе из строя одного из экземпляров сервиса, балансировщик нагрузки 
перенаправляет трафик на работающие копии. В данной работе в качестве балансировщика 
нагрузки использовался сервер Nginx [5], способный эффективно обрабатывать большое 
количество одновременных подключений с минимальными задержками, что делает его 
оптимальным выбором для систем,  требующих надежной и стабильной работы при высокой 
нагрузке.  

Схематично микросервисная архитектура модуля вывода представлена на рисунке 1. 
Пользователь может взаимодействовать с системой при помощи клиентской библиотеки, 
разработанной для упрощения взаимодействия приложений с системой, а в случае 
необходимости – непосредственно с помощью REST-API, предоставляемого каждым 
компонентом итоговой системы. Серверная часть реализована на основе легковесного WEB-
сервера Flask, предоставляющего удобный способ быстрой настройки REST-API для доступа 
к обученным нейросетевым языковым моделям. Для запуска языковых моделей 
используются средства фреймворка PyTorch, однако микросервисная архитектура позволяет 
интегрировать в систему и специальные среды использования нейросетевых моделей, 
например, ONNX Runtime. 

 

Рис. 1 – Микросервисная архитектура модуля вывода 
 
Заключение. Таким образом, в ходе работы было разработано решение для обеспечения 

возможности эффективного проведения экспериментов с большими языковыми моделями, 
включающая в себя модуль обучения, позволяющий настраивать конфигурацию моделей, а 
также модуль применения, представляющий собой микросервисную систему для применения 
обученных модели посредством пользовательской библиотеки и REST-API. Реализованная 
система может быть использован в качестве инструмента для проведения исследовательской 
деятельности, связанной с применением больших языковых моделей для широкого класса 
задач интеллектуального анализа текстов, в том числе для обработки длинных текстовых 
последовательностей.  
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ПРИМЕНЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

ДЛЯ ИМИТАЦИИ ВОЗДЕЙСТВИЯ ТЕПЛОВЫХ НАГРУЗОК НА ЗАЩИТНЫЙ 
ЭКРАН ПРИ ИСПЫТАНИЯХ ДВИГАТЕЛЬНОЙ УСТАНОВКИ РН «АНГАРА-5» 

 
В данной работе решается задача по созданию тепловой математической модели (ТММ) 

защитного экрана блока системы телеметрических измерений (СТИ) в комплексной 
системе САПР. Моделирование проводится для определения допустимого диапазона 
температур, обеспечивающих нормальную работоспособность датчиков телеметрии при 
проведении огневых стендовых испытаний (ОСИ) двигательной установки (ДУ) РН 
«Ангара-5».  

 
Ключевые слова: стендовые огневые испытания, двигательная установка, системы 

телеметрических измерений, тепловая математическая модель, теплозащитный экран. 
 
Стендовые испытания являются одним из важнейших этапов создания ракетно-

космической техники (далее – РКТ). По результатам таких испытаний либо подтверждается 
надежность изделия, либо рассматривается вопрос о возможности его доработки. Результаты 
испытаний анализируются по информации, полученной в ходе испытаний от первичных 
измерительных преобразователей (датчиков) и средств видеонаблюдения и записи. Эта 
информация обрабатывается и анализируется, а затем оформляется в виде отчета. 

Во время проведения огневых испытаний элементы хвостового отсека подвергаются 
воздействию лучистого теплового потока от струй двигателя РД-124А. Тепловой поток, 
распространяющийся перпендикулярно оси ракеты, преимущественно воздействует на 
область между внешним поверхностью корпуса ступени и внешней стороной экрана ДУ. 
Тепловой поток, распространяющийся вдоль боковой поверхности ступени, экранируется 
элементами конструкции испытательного стенда и существенно не влияет на тепловое 
состояние отсека РН. 

Основываясь на данных, полученных при проведении испытаний ступени изделия 
«Ангара-5» тепловой поток был оценен в 20 кВт/м2. 

Температура газовой среды внутри двигательного отсека, также основанная на 
результатах эксперимента, показала свой рост до 70…80°С, что не является 
удовлетворительным (рис.1). 

Для обеспечения нормальной работоспособности нештатных измерительных приборов, 
установленных в двигательном отсеке, необходимо исключить прямое попадание лучистого 
теплового потока внутрь двигательного отсека. На основании анализа компоновки, а также 
исходных данных в части внешних воздействий при проведении ОСИ изделия выявлена 
необходимость разработки дополнительных средств защиты для обеспечения теплового 
режима приборов СТИ, находящихся в хвостовом отсеке. 



 
59 Научно-технический вестник Поволжья №5 2024                                       Технические науки 

 
Рис. 1 - Характер изменения температуры 

Таким образом, на этапе ОСИ предлагается ввести дополнительный теплозащитный экран 
следующего состава (рис.2): 

М.1 – лист из алюминиевого сплава типа АМг.6М, толщина 1.5...2.0 мм, обращен внутрь 
отсека; 

М.2 – ткань КТ-11 ТУ 5952-151-057869041-99, используется для обшивки с обеих сторон 
теплоизоляционного мата; 

М.3 – теплозащитный материал ИПП-КВ ТУ 6-48-138-97, толщина ~30 мм; 

 
Рис. 2 - Состав теплозащитного экрана 

Толщина выбирается методом подбора с помощью тепловой математической модели. 
Теплозащитный экран необходимо устанавливать по всему периметру отсека во 

избежание попадания прямого воздействия теплового потока от струй ДУ на чувствительные 
элементы. Для удобства монтажа на изделии экран допускается собирать из секторов. Между 
секторами допускаются зазоры не более 5 мм. 

 
Рис. 3 - Установка теплоизоляционных матов. Вид в сечении 

С учетом выбранной конструкции экрана на наружной поверхности ткани КТ-11 
ожидаемая температура не превысит 500°С, а на листе алюминия не более 180°С с учетом 
продувки изделия. 

Зоны контакта элементов конструкции стенда с отсеком также необходимо закрыть 
матами марки ИПП-КВ ТУ 6-48-138-97 для теплоизоляции. 
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Анализ теплового состояния дополнительного теплозащитного экрана и приборов СТИ 
проводился на основании компоновки изделия, температуры окружающей среды и величины 
лучистого теплового потока от струй ДУ при ОСИ (принято по исходным данным), а также 
длительности работы ДУ РД-0124А в соответствии программой проведения ОСИ (составляет 
275 секунд), а также ИД по составу и схеме установки дополнительного экрана. 

В целях исследования теплового состояния отсека в комплексной системе проектирования 
САПР была создана расчетная ТММ. Моделирование проводилось поэтапно. 

Сначала была разработана 3D модель для визуального представления геометрии изделия 
(рис. 4,а). Затем, создана конечно-элементная (КЭ) модель с учетом свойств материалов 
поверхностей (рис. 4,б). 

 

  
а) б) 

Рис. 4 - Геометрическая модель блока СТИ с теплозащитным экраном 
и конечно-элементная модель 

В результате работы были получены графики изменения температуры теплозащитного 
экрана (рис. 5,а) и блока СТИ (рис. 5,б) при проведении ОСИ.  

 
а) б) 

Рис. 5 - Графики изменения температуры теплозащитного экрана 
и изменения температуры блоков СТИ 

Из графиков видно, что температура на блоке не превышает допустимых значений, что 
обеспечивает их штатную работоспособность. 

В таблице 1 представлены результаты расчета теплового состояния блоков СТИ и 
дополнительного теплозащитного экрана. 

Таблица 1 - Результаты расчета теплового состояния блоков СТИ 

№ Элемент Расчетная температура, °С 
Тстарт Тмакс 

1 Блок СТИ +30 +40* 

2 
Экран  

- 
Внутренняя сторона +30 +104** 

Внешняя сторона +30 464 
* - на момент отключения ДУ; 

** - через ~180 с после отключения ДУ. 
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Из таблицы видно, что максимальная температура на момент отключения ДУ оставляет 
+40°, что находится в допустимом диапазоне и обеспечивает штатную работу блоков СТИ. 

Заключение: за счет использования ТММ для имитации теплового воздействия на блоки 
СТИ был определен допустимый диапазон температур, обеспечивающий нормальную 
работоспособность датчиков телеметрии при проведении огневых испытаний ДУ. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ПРОЕКТИРУЕМОГО ЗДАНИЯ  
НА АЭРОДИНАМИКУ СУЩЕСТВУЮЩЕЙ ЖИЛОЙ ЗАСТРОЙКИ 

 
В данной статье с помощью расчетно-экспериментального моделирования исследуется 

влияние проектируемого здания на аэродинамику существующей жилой застройки. Авторы 
проводят численное моделирование с использованием метода вычислительной 
гидродинамики (CFD) для оценки изменений в распределении пиковой составляющей 
ветровой нагрузки, вызванных проектируемым зданием. Используемая численная модель 
верифицирована по результатам физического моделирования в аэродинамической трубе. 

Исследование показало, что проектируемое здание может существенно изменить 
местную аэродинамику, такие изменения могут иметь неблагоприятные последствия для 
существующих зданий, такие как увеличение ветровых нагрузок. 

Результаты исследования могут быть использованы архитекторами, инженерами и 
городскими планировщиками для проектирования новых зданий с учетом их влияния на 
окружающую застройку. 

 
Ключевые слова: аэродинамика зданий и сооружений, аэродинамические трубы, 

численное моделирование, CFD. 
 
Строительство новых зданий в существующей застройке может значительно повлиять на 

аэродинамику окружающей среды, это влияние необходимо учитывать на ранних этапах 
проектирования, чтобы минимизировать неблагоприятные последствия для существующих 
зданий и их обитателей. Проектируемое здание может изменять распределение ветровых 
нагрузок на существующие здания, может создавать зоны застоя ветра или, наоборот, 
усиливать ветровые нагрузки на соседние здания. Высокие здания создают восходящие 
потоки воздуха, которые могут привести к вибрациям и повреждениям более низких зданий. 
Неблагоприятная конфигурация зданий может вызвать срывы вихрей и порывы ветра, что 
также может привести к увеличению ветровых нагрузок [1-5]. Изменение ветрового режима 
может также повлиять на комфорт и здоровье людей, живущих или работающих в 
существующих зданиях. Застойные зоны ветра могут способствовать накоплению 
загрязнителей воздуха и созданию дискомфортных условий для пешеходов  [1-5].  

Самыми распространенными методами оценки воздействия проектируемого здания на 
аэродинамику существующей застройки являются численное и экспериментальное 
моделирование.  

В данной работе с помощью расчётно-экспериментального моделирования будет 
исследовано влияние проектируемого здания (выделено красным цветом на рис.1) на 
существующее здание (выделено зеленым цветом на рис.1). Такой подход совмещать 
расчетные и экспериментальные методы моделирования ветровых воздействий, что позволит 
объединить сильные стороны обоих подходов. 
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Рис. 1 - Проектируемое здание в окружающей застройке (вид сверху) 

Для физических испытаний была спроектирована и создана физическая модель объекта 
исследования (рис. 2).  

 
Рис. 2 - Физическая модель исследуемого объекта 

Ввиду габаритов рабочей зоны аэродинамической трубы, был избран наиболее 
приемлемый масштаб макетов, равный 1:200, с учетом допустимого уровня загромождения 
потока. Дополнительно моделируется окружающая застройка, оказывающая существенное 
влияние на аэродинамические характеристики исследуемого объекта. 

Экспериментальные исследования проводились в градиентном потоке, при соблюдении 
условия автомодельности по Рейнольдсу.  

Далее проводится компьютерное моделирование нестационарной постановке c 
использованием ПК ANSYS CFX. Фрагмент расчетной сетки представлен на рис.3, общее 
количество контрольных объемов – около 27 млн. 
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Рис. 3 – Общий вид расчетной сетки 

Граничные условия [6]: 
• на входе в расчётную область задается скорость потока,  
• на выходных границах – условие постоянства давления P = P∞;  
• на фасадах зданий и окрестных объектов –no slip wall; 
• на остальных границах – free slip wall. 
Полученные экспериментальные данные по распределению среднего давления в 

дренажных точках на исследуемом объекте использовались для верификации и валидации 
применяемой технологии численного моделирования в пакете гидрогазодинамического 
анализа ANSYS CFX. Предварительные расчеты были проведены для оптимизации 
расчетной сетки, модели турбулентности и ее параметров [6], что позволило достичь 
приемлемого соответствия между результатами расчета и экспериментальными данными. 

Результаты верификации для одного из направлений ветра представлены на рис.4.  

 
Рис. 4 - Распределение среднего аэродинамического коэффициента давления в точках, 

распределённых по фасаду исследуемого объекта при ветре 
После этапа верификации и валидации численной модели выполнена оценка влияния 

проектируемого здания (выделено красным на рис. 1) на распределение ветровой нагрузки на 
фасады существующего объекта (выделено зеленым на рис. 1). Произведено сравнение 
максимальных (рис. 5) и минимальных (рис. 6) пиковых составляющих ветровой нагрузки 
как с учетом проектируемого здания, так и без него.  
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На основании проведенного исследования можно сделать вывод, что проектируемое 
здание оказывает значительное влияние на существующую застройку: в некоторых зонах 
значение пиковой нагрузка по модулю изменилось практически в 2 раза.  

 
Рис. 5 - Сравнение максимальных пиковых составляющих ветровой нагрузки  

по зонам на фасаде: красный – с учетом проектируемого здания, синий – без учета 
проектируемого здания 

 
Рис. 6 - Сравнение минимальных пиковых составляющих ветровой нагрузки  

по зонам на фасаде: красный – с учетом проектируемого здания, синий – без учета 
проектируемого здания 

Таким образом, учет влияния проектируемого здания на аэродинамику существующей 
застройки является важным аспектом ответственного проектирования и имеет решающее 
значение для обеспечения устойчивой и благоприятной городской среды. Используя методы 
оценки воздействия, такие как аэродинамическое моделирование, и стратегии смягчения 
негативных последствий, проектировщики могут минимизировать неблагоприятное 
воздействие новых зданий на окружающую среду и обеспечить комфорт и безопасность 
людей, живущих или работающих в существующих зданиях. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ЛОВЕРЬЕ  

ПРИ РАСЧЁТЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ТЕПЛОВОГО МЕТОДА 
УВЕЛИЧЕНИЯ НЕФТЕОТДАЧИ 

 
В статье освещены основные проблемы при разработке высоковязких нефтей. 

Рассмотрены основные технологии, применяющиеся для их добычи. Предложено 
применение математической модели Ловерье при прогнозировании технологических 
параметров процесса закачки в нефтяной пласт горячей воды с целью вытеснения нефти.  

 
Ключевые слова: высоковязкая нефть, математическая модель Ловерье, теплоноситель, 

распределение температуры, нагнетание в пласт. 
 
В современной нефтегазодобыче особое внимание уделяется развитию технологий, 

направленных на вовлечение в разработку трудноизвлекаемых запасов: обнаружение 
скоплений углеводородов в доломитовых коллекторах, совершенствование тепловых 
методов увеличения нефтеотдачи, и т.д. Актуальность выбранной темы исследования 
усиливается фактом нахождения в Республике Коми двух месторождений с уникальными 
реологическими свойствами: Ярегское нефтетитановое месторождение и пермокарбоновая 
залежь Усинского месторождения. Значения вязкости нефти в этих месторождениях 
достигает 800 мПа·с (при том, что нижнее значение вязкости нефти для признания ее 
высоковязкой 30 мПа·с) [1]. Поэтому, авторами было принято решение об изучении 
возможности применения математического моделирования в задачах повышения 
эффективности тепловых методов увеличения нефтеотдачи. 

Методы увеличения нефтеотдачи применяются при истощении продуктивного пласта, 
когда его собственной энергии становится недостаточно для подъема нефти на поверхность в 
объемах, признаваемых рентабельными для недропользователя. В настоящее время 
существует следующие категории методов: 
 физические (виброволновое воздействие на пласт, гидроразрыв пласта); 
 химические (кислотные обработки в различных вариациях); 
 микробиологические (использование для очистки призабойной зоны пласта 

специальных видов бактерий); 
 тепловые (снижение вязкости нефти); 
 комбинированные [2]. 
Очевидно, что для месторождений высоковязких нефтей первоочередным к 

использованию являются тепловые методы. Их развитие активно наблюдается с середины 
XX века. Основными в данной категории являются: 
 закачка в пласт горячей воды; 
 паротепловая обработка пласта; 
 внутрипластовое горение; 
 термогравитационное дренирование и т.д. 
Любая из этих технологий требует больших финансовых затрат на оснащение 

месторождения специальным оборудованием (машины для подготовки теплоносителя, 
трубопроводы для подачи в пласт, внутрискважинное оборудование в теплостойком 
исполнении), а также строгого соблюдения техники безопасности. Соответственно, 
актуальным вопросом является качественное и точное проектирование технологического 
процесса. В данной статье авторами рассматривается проектирование технологии закачки в 
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пласт, содержащий высоковязкую нефть, горячей воды. 
Возможность и удобство применения в проектировании данного процесса математической 

модели Х. А. Ловерье обосновывается следующими ее свойствами [3]: 
 изотропность и однородность (в расчетах) коллектора и соседних горных пород; 
 независимость теплофизических параметров коллектора, соседних пород и 

теплоносителя; 
 учет теплопотерь из-за прогрева соседних горных пород производится только по 

вертикали; 
 стартовая температура коллектора и соседних пород идентична и распределена 

равномерно, т.е., геотермическим изменением температуры пренебрегают; 
 физически распространение тепла в коллекторе обусловлено только вынужденной 

конвекцией, тепло разносится только в горизонтальной плоскости. 
Все эти упрощения предназначены для оптимизации расчета (снижение аппаратной 

нагрузки и уменьшение времени вычислений), при этом не снижая до критических значений 
точность вычислений. 

В качестве эксперимента по проектированию процесса закачки горячей воды в пласт были 
выбраны параметры одного из реально существующих нефтяных месторождений с нефтью 
высокой вязкости, полученные в результате геолого-геофизических исследований. Данные 
отражены в таблице 1. 

Таблица 1 – Исходные данные для моделирования 
Параметр, обозначение, ед.изм. Значение 
Расход горячей воды qж, м3/сут 600 

Толщина водопринимающего пласта h, м 11 
Время t, ч 8760 

Объемная теплоемкость нагнетаемого агента (воды) cж, кДж/кг 4,187 
Плотность нагнетаемого агента (воды) ρж, кг/м3 1000 

Объемная теплоемкость коллектора cп·ρп, кДж/м3·oC 2500 
Коэффициент пористости коллектора, д.ед. 0,25 
Начальная нефтенасыщенность Sнач, д.ед. 0,75 
Остаточная нефтенасыщенность Sост, д.ед. 0,4 

Объемная теплоемкость соседних пород c·ρ, кДж/м3·oC 2400 
Объемная теплоемкость горячего агента (воды) cж·ρж, кДж/м3·oC 4187 
Коэффициент теплопроводности соседних пород λ, кДж/м·ч·oC 8,5 

Стоит отметить, что для большей универсальности расчет ведется с использованием 
безразмерной температуры, из-за этого такая характеристика, как температура горячей воды, 
отсутствует. 

Ниже приведен алгоритм вычислений. 
Найдем уравнение для расчета положения конвективного фронта температуры: 

ℜф = �
𝑞𝑞ж ∙ 𝑐𝑐ж ∙ 𝜌𝜌ж ∙ 𝑡𝑡
𝜋𝜋 ∙ 𝑐𝑐п ∙ 𝜌𝜌п ∙ ℎ

= �
600 ∙ 4187 ∙ 365 ∙ 𝑡𝑡

3,14 ∙ 2500 ∙ 11
= 103√𝑡𝑡 

Затем определим уравнение для вычисления безразмерного расстояния: 

𝔠𝔠 =
4 ∙ 𝜋𝜋 ∙ 𝜆𝜆 ∙ 𝑟𝑟2

𝑞𝑞ж ∙ 𝑐𝑐ж ∙ 𝜌𝜌ж ∙ ℎ
=

4 ∙ 3,14 ∙ 8,5 ∙ 24 ∙ 𝑟𝑟2

600 ∙ 4187 ∙ 11
= 0,09272 ∙ 10−3𝑟𝑟2 

Следующий шаг заключается в нахождении уравнения для вычисления безразмерного 
времени: 

𝒯𝒯 =
4 ∙ 𝜆𝜆 ∙ 𝑡𝑡

𝑐𝑐п ∙ 𝜌𝜌п ∙ ℎ2
=

4 ∙ 8.5 ∙ 365 ∙ 24 ∙ 𝑡𝑡
2500 ∙ 121

= 0,98459 𝑡𝑡, 

где t – время в годах. 
Затем вычисляем изменение температуры в коллекторе для значений 𝑟𝑟 < ℜф с заданным 

заранее шагом, рациональным в масштабе вычислений. Для расчета используем формулу 


