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ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ НЕЙРОННЫХ 

СЕТЕЙ ХОДЖКИНА – ХАКСЛИ 
 

Данная статья является продолжением работы авторов по теме математических 
моделей нейронных сетей [1]. Исследование  включает в себя разработку программного 
обеспечения модели Ходжкина -Хаксли импульсных нейронных сетей с целью тестирования 
и изучения свойств параметров. 

 
Ключевые слова: нейронные сети, математическая модель импульсной нейронной сети, 

язык программирования Python, библиотеки NumPy и Matplotlib. 
 
Импульсные нейронные сети по своей природе уникальные сети, благодаря обработке 

импульсов, а не цифр, моделируется более точная работа нейронов, это открывает новые 
возможности для проектирования сложных процессов. Исследования, продолжающиеся в 
области моделирования импульсных нейронных сетей, направлены на улучшение их 
реализма, вычислительной эффективности и применимости в различных областях. 

Математические схемы способствуют нашему пониманию принципов функционирования 
импульсных нейронных структур. Чтобы наглядно сравнить данные, необходимо 
преобразовать их в формат программного кода. Моделирующее ПО предназначено для 
воспроизведения функционирования сетевых структур с целью анализа их особенностей и 
параметров. 

Классической математической моделью можно считать модель Ходжкина — Хаксли, 
основанную на детальном моделировании мембранного потенциала нейрона и проводимости 
ионных токов [2]. Математически она описывается системой четырех нелинейных 
дифференциальных уравнений, что и обуславливает сложность аналитического и численного 
исследования. Систему трудно изучать, она не может быть решена аналитически и, 
следовательно, не имеет замкнутого решения. Однако для анализа системы доступно 
множество численных методов.  

Для программной реализации модели Ходжкин- Хаксли будем использовать библиотеки 
NumPy и Matplotlib языка программирования Python [3].  

Matplotlib – библиотека, предназначенная для построения интерактивных и статических 
диаграмм и графиков различных видов. Она позволяет визуализировать данные в удобной 
форме, делая анализ данных более наглядным и понятным. NumPy – это фундаментальная 
библиотека для научных вычислений с многомерными массивами и математическими 
функциями. Благодаря эффективной реализации и оптимизации операций над массивами, 
NumPy позволяет проводить вычисления быстро и эффективно.  

Если рассматривать напряжение v(t) (в милливольтах) модели Ходжкина–Хаксли, 
построенное за 100 миллисекун, то график проходит через три стадии: стадию равновесия, 
стадию с одним всплеском и стадию предельного цикла. Во время стадии с одним всплеском 
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мембранное напряжение резко увеличивается до примерно +40 мВ, а затем медленно спадает 
обратно до уровня покоя.  

На стадии предельного цикла напряжение мембраны колеблется между примерно -70 мВ 
и +40 мВ в непрерывной, периодической последовательности. Это поведение характерно для 
ритмически активных клеток.  

Значения параметров выбраны из классической модели Ходжкина-Хаксли для аксонов 
кальмара, которая широко используется в исследованиях возбудимости нейронов [4].  

Конкретные причины выбора этих значений включаются в соответствии с фрагментами 
кода на языке программирования Python: 

import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
# Константы модели Ходжкина-Хаксли 
Cm = 1.0 # мембранный конденсатор (мкФ/см^2). Это типичное значение для емкости 

клеточной мембраны нейронов. 
gK = 36.0 # максимальная проводимость калиевых каналов (мсм/см^2). Это значение 

обеспечивает правильный диапазон калиевых токов, которые играют важную роль в 
реполяризации и установке потенциала покоя. 

gNa = 120.0 # максимальная проводимость натриевых каналов (мсм/см^2). Это значение 
обеспечивает правильный диапазон натриевых токов, которые ответственны за быструю 
деполяризацию во время восходящей фазы потенциала действия. 

gL = 0.3 # утечка проводимость (мсм/см^2). Это значение обеспечивает небольшую утечку 
тока, который поддерживает потенциал покоя. 

VK = -77.0 # равновесный потенциал калия (мВ) 
VNa = 50.0 # равновесный потенциал натрия (мВ) 
VL = -54.387 # равновесный потенциал утечки (мВ). Он задается  соотношением 

проницаемостей для различных ионов (калия, натрия, хлора). 
I = 10.0 # внешний ток стимуляции (мкА/см^2), обеспечивающий достаточную 

деполяризацию и вызывающий потенциал действия. 
dt = 0.01 # временной шаг (мс), который достаточно мал, чтобы точно моделировать 

быструю динамику потенциала действия, но достаточно велик, чтобы быть вычислительно 
эффективным. 

На диаграмме 1 показан одиночный ток калий-натриевого потока в математической 
модели Ходжкина-Хаксли. Этот ток представляет собой фундаментальный процесс в 
нейрофизиологии, лежащий в основе возбуждения в нейронах. 

 
Рис. 1 – Диаграмма калий-натриевого потока 
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Диаграмма представляет собой график тока (ось y) во времени (ось x). Кривая имеет 
несколько фаз: фаза активации, фаза инактивации, фаза замедленной активации, фаза 
дезактивации. 

Комбинация быстрой активации и инактивации натриевых каналов с более медленной 
активацией и дезактивацией калиевых каналов создает характерный профиль тока калий-
натриевого потока. Этот профиль формирует основу потенциала действия, электрического 
импульса, который передается по нейронам. 

Фрагмент вывода калий-натриевого потока^ 
plt.figure(figsize=(10,8)) 
plt.plot(t, INa, label="I_Na") 
plt.plot(t, IK, label="I_K") 
plt.plot(t, IL, label="I_L") 
plt.xlabel("Time (ms)") 
plt.ylabel("Ionic current (mA / cm^2)") 
plt.title("Ionic Currents") 
plt.legend() 
plt.show() 
Устанавливая разные значения командного потенциала и измеряя при этом ток, 

необходимый для их поддержания, можно исследовать зависимость мембранной 
проводимости от потенциала. 

Величина заряда клеточной мембраны колеблется от – 60 – 90 мВ. Если заряд уменьшить, 
то получится эффект деполяризаци, а увеличение заряда приведет к гиперполяризации. В 
данном примере  взят показатель равный -60 мВ в соответсвии с фрагментов кода 
«инициализация начального состояния модели». 

v = -60.0 # мембранный потенциал (мВ) 
m = 0.052 # активационная переменная калиевых каналов 
h = 0.596 # инактивационная переменная натриевых каналов 
n = 0.317 # активационная переменная натриевых каналов 
Все переменные получены в результате экспериментального исследования и были 

введены в модель Ходжкина-Хаксли. 
Модель Ходжкина–Хаксли считается одним из величайших достижений биофизики 20 

века. Тем не менее, со временем были придуманы упрощенные модели типа Ходжкина–
Хаксли. Изучение имеющихся моделей представляет интерес в разрезе их сравнения по 
некоторым параметрам с целью выявления оптимальной математической модели ИмНС.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОМАССОПРОВОДНОСТИ 
ПОЛОГО ЦИЛИНДРА ИЗ КОМПОЗИТА, В УСЛОВИЯХ ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ 

АГРЕГАТНЫХ СОСТОЯНИЙ 
 

В данной работе анализируются результаты исследования температурного поля и 
тепломассопередачи в полом цилиндрическом композите в условиях изменяющейся 
температуры в установках Шольца. Исследования производятся на всех этапах 
полимеризации. Для решения поставленной задачи используются преобразования Ханкеля. 

 
Ключевые слова: полый цилиндр из композита, тепломассопередача, преобразования 

Ханкеля, коэффициент тепломассопроводности композита, конвективные параметры, 
температуропроводность композита, синтез решения дифференциального уравнения 
второго порядка в частных производных, дифференциального уравнения второго вида в 
частных производных. 

 
В данной работе анализируются результаты исследования температурного поля и 

тепломассопередачи в полом цилиндрическом композите в условиях изменяющейся 
температуры в установках Шольца. Исследования производятся на всех этапах 
полимеризации. Для решения поставленной задачи используются преобразования Ханкеля. 

В работе исследуется нестационарная тепломассопроводность для полого 
цилиндрического композита с ГУ 3-го рода с параметрами r и x. 

Исследуемая задача представлена в следующем виде [1]: 
𝜕𝜕𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑟𝑟,𝜏𝜏)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑎𝑎2 �𝜕𝜕

2𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑟𝑟,𝜏𝜏)
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝜕𝜕2𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑟𝑟,𝜏𝜏)
𝜕𝜕𝑟𝑟2

+ 1
𝑟𝑟
∙ 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑟𝑟,𝜏𝜏)

𝜕𝜕𝜕𝜕
� ;                 (1)  

0 < 𝑥𝑥 < ℓ, 0 ≤  𝑟𝑟 ≤  𝑅𝑅;  
НУ     𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑟𝑟, 0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) − 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐;                                                (2) 

ГУ с параметром r 
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 0, 𝜏𝜏)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 ;                                                            (3) 

λ
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑅𝑅, 𝜏𝜏)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝛼𝛼𝑅𝑅𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑅𝑅, 𝜏𝜏) = 0;                                   (4) 

ГУ с параметром x 

λ
∂U(0, r, τ)

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝛼𝛼0[𝑈𝑈(0, 𝑟𝑟, 𝜏𝜏) − 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0;                    (5) 

λ
∂U(ℓ, r, τ)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝛼𝛼ℓ[𝑈𝑈(ℓ, 𝑟𝑟, 𝜏𝜏) − 𝑈𝑈𝑐𝑐ℓ + 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0;                    (6) 

при:  
𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑟𝑟, 𝜏𝜏) – общее температурное поле полого цилиндра из композита; 
a2 – температуропроводность композита;  
Uco,𝑈𝑈𝑐𝑐ℓ,UcR– температурные параметры вне поверхности полого цилиндра; 

𝛼𝛼o, 𝛼𝛼e, 𝛼𝛼Rконвективные параметры тепломассопередачи; 
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ℓ–общая длина полого цилиндрического композита;  
λ – общий коэффициент тепломассопроводности композита. 
Для исследования задачи применен синтез конечного интегрального преобразования по 

Ханкелю, используя параметры х и r. Основное ядро преобразования по Ханкелю исследуем, 
решая задачу с однородными ГУ [2]: 

𝜕𝜕2𝑊𝑊(𝑥𝑥, 𝑟𝑟)
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝑊𝑊(𝑥𝑥, 𝑟𝑟)

𝜕𝜕𝑟𝑟2
+

1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝑊𝑊(𝑥𝑥, 𝑟𝑟)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −

2
𝑊𝑊(𝑥𝑥, 𝑟𝑟);                        (7) 

НУ  
𝜕𝜕𝑊𝑊(𝑥𝑥, 0)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0;                                                                       (8) 

ГУ по горизонтали 

λ
𝜕𝜕𝑊𝑊(0, 𝑟𝑟)

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝛼𝛼0𝑊𝑊(0, 𝑟𝑟) = 0;                                                     (9) 

λ
𝜕𝜕𝜕𝜕(ℓ, 𝑟𝑟)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝛼𝛼ℓ𝑊𝑊(ℓ, 𝑟𝑟) = 0;                                                  (10) 

ГУ по вертикали 

λ
𝜕𝜕𝑊𝑊(𝑥𝑥,𝑅𝑅)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝛼𝛼𝑅𝑅𝑊𝑊(𝑥𝑥,𝑅𝑅) = 0.                                               (11) 

Определим решение методом КИП. 
Для определения анализа (7) – (11) проведем исследование, рассматривая стационарную 

задачу: 
𝑑𝑑2𝑃𝑃(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

= −𝒱𝒱2𝑃𝑃(𝑥𝑥);                                                         (12) 
ГУ 

λ
𝑑𝑑𝑑𝑑(0)
𝑑𝑑𝑑𝑑

− 𝛼𝛼0𝑃𝑃(0) = 0;                                                    (13) 

λ
𝑑𝑑𝑑𝑑(ℓ)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝛼𝛼ℓ𝑃𝑃(ℓ) = 0.                                                    (14) 
Исследуем диф.уравнение, которое будет иметь решение с точностью постоянного 

множителя: 
𝑃𝑃(𝑥𝑥) = sin(𝒱𝒱𝑥𝑥 + 𝜑𝜑),                                                   (15) 

Параметр определяется как: 

𝜑𝜑 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
λ𝒱𝒱
𝛼𝛼0

,                                                        (16) 

tg(𝒱𝒱ℓ + 𝜑𝜑) = −
λ𝒱𝒱
𝛼𝛼ℓ

.                                                  (17) 

Изображение (7) – (11) определяем с помощью преобразований Ханкеля  

𝑊𝑊(𝑟𝑟)������� = �𝑊𝑊(𝑥𝑥, 𝑟𝑟)𝑃𝑃(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑,
ℓ

0

                                          (18) 

получим синтез решения 
𝑑𝑑2𝑊𝑊(𝑟𝑟)�������
𝑑𝑑𝑟𝑟2

+
1
𝑟𝑟
∙
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟)���������

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝛾𝛾2𝑊𝑊(𝑟𝑟)������� ;                                 (19) 

ГУ 
𝜕𝜕𝑊𝑊(0)�������
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 ;                                                            (20) 
 

λ
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅)���������
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝛼𝛼𝑅𝑅𝑊𝑊(𝑅𝑅)�������� = 0 ,                                           (21) 
 

при      𝛾𝛾2 =
2
− 𝒱𝒱2.                                                                 (22) 
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Исследуя уравнение получим 

𝑊𝑊� (𝑟𝑟) = 𝑌𝑌0(𝛾𝛾𝛾𝛾),                                                     (23) 
𝛾𝛾 − положительное решение 

λγ
𝛼𝛼𝑅𝑅

∙ 𝐽𝐽1(𝛾𝛾𝛾𝛾) − 𝐽𝐽0(𝛾𝛾𝛾𝛾) = 0;                                      (24) 

𝐽𝐽1(𝑟𝑟)𝐽𝐽0(𝑟𝑟) - Бесселевы функции. 
Найдем общий синтез решение задачи (7) – (11): 

𝑊𝑊(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) = � �
1

𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚
∙ sin(𝒱𝒱𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝜑𝜑𝑛𝑛) ∙ 𝐽𝐽0(𝒱𝒱𝑚𝑚𝑟𝑟)

∞

𝑚𝑚=1

,
∞

𝑛𝑛=1

                 (25) 

при 𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚 −const. 
При исследовании дифференциального уравнения второго вида в частных производных 

задачи (1) – (6) применим частное решение с точностью до постоянного множителя: 
𝑊𝑊(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) = sin(𝒱𝒱𝑥𝑥 + 𝜑𝜑) ∙ 𝐽𝐽0(𝛾𝛾𝛾𝛾).                                    (26) 

К дифференциальному уравнению второго вида в частных производных (1) – (6) 
определяем следующее преобразование Ханкеля 

𝑈𝑈(𝑟𝑟)������ = ��𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑟𝑟, 𝜏𝜏)𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑥𝑥, 𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,
𝑅𝑅

0

ℓ

0

                              (27) 

r – весовая функция. 
В результате исследования по преобразованию Ханкеля получим синтез в изображениях 

[3] 
𝑑𝑑𝑈𝑈(𝜏𝜏)������
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑎𝑎2�−𝜇𝜇2𝑈𝑈(𝜏𝜏)������+ 𝑆𝑆�;                                           (28) 
𝑈𝑈�(0) = 𝐹𝐹.                                                                 (29) 

Решение полученного уравнения в изображениях имеет вид 

𝑈𝑈(𝜏𝜏)������ =
𝑆𝑆
𝜇𝜇2

+ �𝐹𝐹 −
𝑆𝑆
𝜇𝜇2
� ∙ 𝑒𝑒−𝜇𝜇2𝑎𝑎𝑎𝑎,                                      (30) 

при 
𝛾𝛾2 = 𝜇𝜇2 − 𝒱𝒱2;                                                      (31) 

𝐹𝐹 = ��[𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) − 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐] sin(𝒱𝒱𝑥𝑥 + 𝜑𝜑) ∙ 𝑟𝑟 ∙ 𝐽𝐽0(𝛾𝛾𝛾𝛾)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑;              (32)
𝑅𝑅

0

ℓ

0

 

𝑆𝑆 =
𝑅𝑅
𝛾𝛾
𝐽𝐽1(𝛾𝛾𝛾𝛾)[

𝛼𝛼ℓ
𝜆𝜆

(𝑈𝑈𝑐𝑐ℓ − 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐) sin(𝒱𝒱ℓ + 𝜑𝜑) +
𝛼𝛼0
𝜆𝜆

(𝑈𝑈𝑐𝑐0 − 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐) sin𝜑𝜑].      (33) 

Оригинал по Ханкелю находим по следующей формуле [4]: 

𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑟𝑟, 𝜏𝜏) = � �
1

𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑈𝑈(𝜏𝜏)������

∞

𝑚𝑚=1

𝑊𝑊𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑟𝑟),
∞

𝑛𝑛=1

                        (34) 

при 
𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚 = ∫ ∫ 𝑟𝑟𝑊𝑊𝑚𝑚𝑚𝑚

2 (𝑥𝑥, 𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑅𝑅2

4
[ 𝐽𝐽12(𝛾𝛾𝑚𝑚𝑅𝑅) + 𝑌𝑌02(𝛾𝛾𝑚𝑚𝑟𝑟) ∙ [ℓ + 1

𝒱𝒱𝑛𝑛
(sin𝜑𝜑𝑛𝑛 cos𝜑𝜑𝑛𝑛 −

𝑅𝑅
0

ℓ
0

− sin(𝒱𝒱𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝜑𝜑𝑛𝑛) cos(𝒱𝒱𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝜑𝜑𝑛𝑛))].   (35) 
Полное исследование задачи (1) – (6) примет следующий вид: 
𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑟𝑟, 𝜏𝜏) = 𝑈𝑈𝑐𝑐𝑐𝑐 + ∑ ∑ 1

𝑀𝑀𝑚𝑚𝑚𝑚
[ 𝑆𝑆
𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚

+ �𝐹𝐹 − 𝑆𝑆
𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚

� 𝑒𝑒−𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝑎𝑎𝑎𝑎∞

𝑚𝑚=1
∞
𝑛𝑛=1 ]   ∙ sin(𝒱𝒱𝑛𝑛𝑥𝑥 +

𝜑𝜑𝑛𝑛) ∙ 𝐽𝐽0(𝛾𝛾𝑚𝑚𝑟𝑟);       (36) 
Исследование подобных дифференциальных уравнений представляются в виде 

суперпозиции решений двух задач, стационарной задачи с неоднородными ГУ и 
нестационарной задачи с однородными ГУ, что приводит к быстро сходящимся рядам, это 
все приводит к более точным численным расчетам 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ ПОЛИМЕРИЗАЦИИ НА ЭТАПЕ ОСТЫВАНИЯ 
ИЗДЕЛИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ 

МАТЕРИАЛОВ ПОСЛЕ ОТКЛЮЧЕНИЯ УСТАНОВКИ ШОЛЬЦА 
 

В данной работе исследована задача полимеризации на этапе остывания изделия 
цилиндрической формы из композиционных материалов после отключения установки 
Шольца. Анализируются результаты исследования температурного поля и 
тепломассопередачи в полом цилиндрическом композите в условиях изменяющейся 
температуры в установках Шольца. Исследования производятся на всех этапах 
полимеризации. Для решения поставленной задачи используются преобразования Ханкеля. 
Задача рассматривается в цилиндрической системе координат. 

 
Ключевые слова: композиты, установка автоматического ведения технологического 

процесса (установка Шольца), полимеризация, цилиндрическая система координат, 
радиальное направление, функция Бесселя, функция Фурье, уравнения Лапласа, 
цилиндрические функции, тепломассопередача, преобразования Ханкеля, коэффициент 
тепломассопроводности композита, конвективные параметры, температуропроводность 
композита, синтез решения дифференциального уравнения второго порядка в частных 
производных, дифференциального уравнения второго вида в частных производных. 

 
В данной работе исследована задача полимеризации на этапе остывания изделия 

цилиндрической формы из композиционных материалов после отключения установки 
Шольца. Анализируются результаты исследования температурного поля и 
тепломассопередачи в полом цилиндрическом композите в условиях изменяющейся 
температуры в установках Шольца. Исследования производятся на всех этапах 
полимеризации. Для решения поставленной задачи используются преобразования Ханкеля. 
Задача рассматривается в цилиндрической системе координат.  

В работе исследуется уравнения теплопроводности для полого цилиндрического 
композита с ГУ 3-го рода. Задачу рассмотрим в цилиндрической системе координат, где ось 
x совпадает с осью цилиндра, а начало координат лежит на плоскости одного из торцов. 

Ставя условие, что остывание цилиндрического композита будет в радиальном 
направлении, то для упрощения задачи можно исключить переменную 𝜑𝜑, т.к. температура по 
направлению 𝜑𝜑 будет везде одинакова. Исследуем дифференциальное уравнение второго 
вида в частных производных: 

1
𝑟𝑟
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑟𝑟
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� +

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧2

= 0,                                                         (1) 
Решение задачи ищем в виде 𝑅𝑅(𝑟𝑟, 𝑧𝑧) = 𝑅𝑅(𝑟𝑟) ∙ 𝑍𝑍(𝑧𝑧) и получим уравнения 

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑟𝑟𝑅𝑅′) +  𝑣𝑣2𝑅𝑅 = 0,     𝑧𝑧 ′′ − 𝑣𝑣2𝑧𝑧 = 0                                         (2) 
при  𝑣𝑣 − const. 
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Исследуем поэтапно уравнения [1] 
𝑅𝑅(𝑟𝑟) = 𝐴𝐴𝑋𝑋0(𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝐵𝐵𝑌𝑌0(𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑍𝑍(𝑧𝑧) = 𝐶𝐶 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷;                       (3) 

  𝑋𝑋0(𝑣𝑣𝑣𝑣) и  𝑌𝑌0(𝑣𝑣𝑣𝑣) − параметры Бесселя 1 и 2 рода.  
Придем к частным решениям уравнения Лапласа 

𝑈𝑈𝑛𝑛 =  𝑦𝑦0 �𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑟𝑟
𝑅𝑅0
� ∙ �𝑀𝑀𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑥𝑥𝑛𝑛𝑧𝑧
𝑅𝑅0

+ 𝑁𝑁𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑧𝑧
𝑅𝑅0

� ,          𝑛𝑛 = 1,2 …               (4) 

Используя ГУ и разложив функции 𝑈𝑈𝑐𝑐(0, 𝜏𝜏)  и  𝑈𝑈𝑐𝑐(ℓ, 𝜏𝜏) в ряд Фурье – Бесселя, запишем 
синтез в следующем виде [2] 

𝑈𝑈(𝑟𝑟, 𝑧𝑧) = �[𝑈𝑈𝑐𝑐(0, 𝜏𝜏)]𝑛𝑛 ∙
𝑠𝑠𝑠𝑠 �ℓ − 𝑧𝑧

𝑅𝑅0
∙ 𝑥𝑥𝑛𝑛�

𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑛𝑛
ℓ
𝑅𝑅0
�

+
∞

𝑛𝑛=1

[𝑈𝑈𝑐𝑐(ℓ, 𝜏𝜏)]𝑛𝑛 ∙
𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑧𝑧
𝑅𝑅0
�

𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑛𝑛
ℓ
𝑅𝑅0
�
∙ 𝑈𝑈0 �𝑥𝑥𝑛𝑛

ℓ
𝑅𝑅0
�            (5) 

при     

(𝑈𝑈𝑐𝑐)𝑛𝑛 =
2

𝑅𝑅02ℐ12(𝑥𝑥𝑛𝑛) ∙ � 𝑟𝑟

𝑅𝑅0

0

𝑓𝑓(𝑟𝑟)𝑛𝑛0 �𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑟𝑟
𝑅𝑅0
� 𝑑𝑑𝑑𝑑.  

𝑣𝑣𝑛𝑛 =
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ

(𝑛𝑛 = 1,2, … ). 
Последовательно, придем к следующему виду, решая дифференциальное уравнение 

второго вида в частных производных  
𝑅𝑅(𝑟𝑟) = 𝐴𝐴𝐾𝐾0 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑟𝑟� + 𝐵𝐵𝐾𝐾0 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑟𝑟� ;   𝑍𝑍(𝑧𝑧) = 𝐷𝐷                           (6) 

𝑟𝑟0(𝑥𝑥)  и  𝐾𝐾0(𝑥𝑥)−цилиндрические функции мнимого аргумента.  
𝐾𝐾0 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑟𝑟� → ∞  при  𝑟𝑟 → 0, то 𝐵𝐵 = 0. 

Следовательно, уравнения Лапласа преобразуются, как  
𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑀𝑀𝑛𝑛𝑟𝑟0 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑟𝑟� sin �

𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑧𝑧� ;        𝑛𝑛 = 1,2, …                         (7) 

Получим следующее решение в виде ряда 

𝑈𝑈 = �𝐾𝐾𝑛𝑛
𝑟𝑟0 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ 𝑧𝑧�

𝑦𝑦 �𝑛𝑛𝑛𝑛ℓ 𝑅𝑅0�

∞

𝑛𝑛=1

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑧𝑧� ,                                      (8) 

𝐾𝐾𝑛𝑛 − параметры Фурье в разложении функции 𝑈𝑈𝑐𝑐(𝑧𝑧, 𝜏𝜏) в ряд по sin �𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑧𝑧�,  

𝐾𝐾𝑛𝑛 =
2
ℓ
�𝑈𝑈𝑐𝑐(𝑧𝑧, 𝜏𝜏)
ℓ

0

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑧𝑧� 𝑑𝑑𝑑𝑑. 

Синтез решения искомой задачи представим, как [3]: 

𝑈𝑈 = ��[𝑈𝑈𝑐𝑐(0, 𝜏𝜏)]𝑛𝑛 ∙
𝑠𝑠𝑠𝑠 �ℓ − 𝑧𝑧

𝑅𝑅0
∙ 𝑥𝑥𝑛𝑛�

𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑛𝑛
ℓ
𝑅𝑅0
�

+ [𝑈𝑈𝑐𝑐(ℓ, 𝜏𝜏)]𝑛𝑛 ∙
𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑧𝑧
𝑅𝑅0
�

𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑥𝑥𝑛𝑛
ℓ
𝑅𝑅0
�
�

∞

𝑛𝑛=1

∙ 

∙ 𝑈𝑈0 �
𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑅𝑅0
𝑟𝑟� + �𝐾𝐾𝑛𝑛

𝑟𝑟0 �
𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ 𝑧𝑧�

𝑧𝑧0 �
𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ 𝑅𝑅0�

∞

𝑛𝑛=1

sin �
𝑛𝑛𝑛𝑛
ℓ
𝑧𝑧� .                                 (9) 

Дифференциальное уравнение второго вида в частных производных примет следующий 
вид 

𝜕𝜕𝑈𝑈(𝑟𝑟, 𝜏𝜏)
𝜕𝜕𝑟𝑟

= 𝑎𝑎2 �
𝜕𝜕2𝑈𝑈(𝑟𝑟, 𝜏𝜏)
𝜕𝜕𝑟𝑟2

+
1
𝑟𝑟
∙
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑟𝑟, 𝜏𝜏)
𝜕𝜕𝜕𝜕

� ,𝑅𝑅0  ≤  𝑟𝑟 ≤  𝑅𝑅, 𝜏𝜏 > 0               (10) 

НУ   𝑈𝑈(𝑟𝑟, 0) = 𝜑𝜑(𝑟𝑟) 
ГУ   𝑈𝑈(𝑅𝑅0, 𝜏𝜏) = 𝑈𝑈1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐; 
         𝑈𝑈(𝑅𝑅, 𝜏𝜏) = 𝑈𝑈1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐; 
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Общее решение представим в следующем виде 
𝑈𝑈(𝑅𝑅, 𝜏𝜏) = 𝑣𝑣(𝑟𝑟, 𝜏𝜏) + 𝜓𝜓(𝑟𝑟) или 𝑣𝑣(𝑟𝑟, 𝜏𝜏) = 𝑈𝑈(𝑅𝑅, 𝜏𝜏) − 𝜓𝜓(𝑟𝑟)                 (11) 

Параметр  𝜓𝜓(𝑟𝑟)  будет решением дифференциального уравнения второго порядка в 
частных производных 

𝑑𝑑2𝜓𝜓
𝑑𝑑𝑟𝑟2

+
1
𝑟𝑟
∙
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0                                                                  (12) 
НУ  𝜓𝜓(𝑅𝑅0) = 𝑈𝑈1,𝜓𝜓(𝑅𝑅) = 𝑈𝑈2. 

Функция 𝜓𝜓(𝑟𝑟)рассматривается как распределение температуры в полом цилиндре в 
стационарном состоянии. 

Исследуем по функции 𝑣𝑣(𝑟𝑟, 𝜏𝜏). 
Это возможно если используем полное интегральное преобразование Ханкеля [4] 

𝑣𝑣(𝑟𝑟, 𝜏𝜏) =
𝜋𝜋2

2
�

𝜂𝜂𝑛𝑛2  𝐽𝐽0(𝜇𝜇𝑛𝑛,𝑅𝑅)𝑉𝑉0(𝜂𝜂𝑛𝑛, 𝑟𝑟)
𝐽𝐽02(𝜇𝜇𝑛𝑛,𝑅𝑅0) − 𝐽𝐽02(𝜇𝜇𝑛𝑛,𝑅𝑅)

∞

𝑛𝑛=1

×

× 𝑒𝑒−𝑎𝑎𝜇𝜇𝑛𝑛2𝜏𝜏 �� 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑟𝑟)𝑉𝑉0(𝜂𝜂𝑛𝑛, 𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑 − � 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑟𝑟)𝑉𝑉0(𝜇𝜇𝑛𝑛,𝑅𝑅)
𝑅𝑅

𝑅𝑅0

𝑅𝑅

𝑅𝑅0
� 𝑑𝑑𝑑𝑑                                      (13) 

Синтез примет, следующий вид 𝑈𝑈(𝑟𝑟, 𝜏𝜏) = 𝑣𝑣(𝑟𝑟, 𝜏𝜏) + 𝜓𝜓(𝑟𝑟) 

𝑈𝑈(𝑟𝑟, 𝜏𝜏) =
1

ln 𝑅𝑅
𝑅𝑅0

�𝑈𝑈1 ln
𝑅𝑅
𝑟𝑟

+ 𝑈𝑈2 ln
𝑟𝑟
𝑅𝑅0
� + �

𝑉𝑉0(𝑘𝑘𝑛𝑛, 𝑟𝑟)𝑒𝑒𝑎𝑎𝑘𝑘𝑛𝑛𝜏𝜏

𝐼𝐼02(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑅𝑅0) − 𝐼𝐼02(𝜂𝜂𝑛𝑛𝑅𝑅) ×
∞

𝑛𝑛=1

 

× �
𝜋𝜋2

2
𝜇𝜇𝑛𝑛2𝐼𝐼02(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑅𝑅) � 𝑟𝑟

𝑅𝑅

𝑅𝑅0

𝑓𝑓(𝑟𝑟)𝑉𝑉0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜋𝜋𝐼𝐼0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑟𝑟)[𝑈𝑈2𝐼𝐼0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑅𝑅0) − 𝑈𝑈1𝐼𝐼0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑅𝑅)]�  , (14) 

 
Параметры  𝜇𝜇𝑛𝑛 находим из следующего уравнения  

𝐼𝐼0(𝜇𝜇𝜇𝜇)𝑌𝑌0(𝜇𝜇𝑅𝑅0) − 𝐼𝐼0(𝜇𝜇𝑅𝑅0)𝑌𝑌0(𝜇𝜇𝜇𝜇) = 0                                             (15) 
𝑉𝑉0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑟𝑟) = 𝐼𝐼0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑟𝑟)𝑌𝑌0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑅𝑅0) − 𝐼𝐼0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑅𝑅0)𝑌𝑌0(𝜇𝜇𝑛𝑛𝑟𝑟)–  ядро по Ханкелю.     (16) 

На 3 этапе полимеризации, когда установка Шольца еще работает, температурный 
параметр const и соответствует 𝑈𝑈0, при условии 𝑈𝑈𝑐𝑐 < 𝑈𝑈0. 

Исследования показывают, что окружная и радиальная термонапряжении примут 
следующий вид 

𝜎𝜎𝜑𝜑���� =
𝜎𝜎𝜑𝜑(1 − 𝑣𝑣)
𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑈𝑈0 − 𝑈𝑈𝑐𝑐)

  и  𝜎𝜎𝑟𝑟��� =
𝑈𝑈(𝜉𝜉,𝐹𝐹0)𝑈𝑈𝑐𝑐
𝑈𝑈0 − 𝑈𝑈𝑐𝑐

,                                              (17) 

параметры деформации описываются уравнениями 

𝜀𝜀𝑟𝑟� =
1
𝐸𝐸
�(1 − 𝑣𝑣2)𝜎𝜎𝑟𝑟��� − (1 + 𝑣𝑣)𝑣𝑣𝜎𝜎𝜑𝜑����� + (1 + 𝑣𝑣)𝛽𝛽𝑈𝑈(𝜉𝜉,𝐹𝐹0);                   (18) 

𝜀𝜀𝜑𝜑��� =
1
𝐸𝐸
�(1 − 𝑣𝑣2)𝜎𝜎𝜑𝜑���� − (1 + 𝑣𝑣)𝑣𝑣𝜎𝜎𝑟𝑟���� + (1 + 𝑣𝑣)𝛽𝛽𝑈𝑈(𝜉𝜉,𝐹𝐹0);                   (19) 

При  𝑈𝑈(𝜉𝜉,𝐹𝐹0) (для 𝜉𝜉 = 𝑟𝑟
𝑅𝑅

,𝐹𝐹0 = 𝑎𝑎𝜏𝜏
𝑟𝑟2

) исследуется по уравнению (20). 

𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝜏𝜏) = 𝐶𝐶𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐷𝐷𝑔𝑔𝑔𝑔 ln(𝑟𝑟𝑘𝑘) + �
𝑀𝑀(

𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑎𝑎𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑟𝑟𝑘𝑘)

‖𝑀𝑀𝑘𝑘‖2

∞

𝑛𝑛=1

+ 

+���
𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔
 𝑎𝑎𝑔𝑔𝑔𝑔2

𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

� �𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘) − 𝐶𝐶𝑔𝑔𝑔𝑔 − 𝐷𝐷𝑔𝑔𝑔𝑔 ln(𝑟𝑟𝑘𝑘)�

𝑅𝑅𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑘𝑘−1

𝑀𝑀 �
𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑎𝑎𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑟𝑟𝑘𝑘� 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑘𝑘 + � 𝐴𝐴(𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝜏𝜏)������������
𝑅𝑅𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑘𝑘−1

𝑒𝑒𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔2 𝜏𝜏 𝑑𝑑𝜏𝜏�� , (20) 

при 𝐴𝐴𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝜏𝜏) = 𝜎𝜎
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐶𝐶𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑘𝑘
1 − 𝑑𝑑𝑘𝑘

𝜕𝜕𝑚𝑚𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝜏𝜏)
𝜕𝜕𝜏𝜏
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Преобразование Ханкеля может быть представлено, как образ 

𝐴𝐴(𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔, 𝜏𝜏)������������ =  𝜎𝜎
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐶𝐶𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑘𝑘
1 − 𝑑𝑑𝑘𝑘

�
𝜆𝜆𝑔𝑔𝑔𝑔
 𝑎𝑎𝑔𝑔𝑔𝑔2

� 𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑘𝑘−1

𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

𝐴𝐴𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝜏𝜏)𝑀𝑀�
𝜇𝜇𝑔𝑔𝑔𝑔
𝑎𝑎𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑟𝑟𝑘𝑘� 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑘𝑘;          (21) 

На последнем этапе преобразования Ханкеля, перейдем к оригиналу и получим 
следующее полное решение: 

𝐴𝐴𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝜏𝜏) =  −𝜎𝜎
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐶𝐶𝑔𝑔𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑘𝑘
1 − 𝑑𝑑𝑘𝑘

�
𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚2

𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚

∞

𝑛𝑛=1

𝑀𝑀 �
𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑘𝑘� × 

× �
𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚
 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚2

𝑁𝑁

𝑘𝑘=1

� 𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑘𝑘−1

[𝑞𝑞𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘) − 𝜓𝜓𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑟𝑟𝑘𝑘)]𝑀𝑀�
𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑘𝑘� 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑘𝑘𝑒𝑒−𝜇𝜇𝑚𝑚𝑚𝑚
2 𝜏𝜏.     (22) 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОЧЕГО ПРОЦЕССА ПРИВОДА 
АВТОМОБИЛЬНОГО СЦЕПЛЕНИЯ 

 
Работа посвящена вопросам проектирования привода фрикционного сцепления, 

применяемого в трансмиссиях современных автотранспортных средств. Рассмотрены 
факторы, определяющие кинематику привода в различных условиях эксплуатации. 
Приведены расчётные зависимости, позволяющие повысить точность расчётов при выборе 
конструктивных параметров сцеплений. 

 
Ключевые слова: автомобиль, фрикционное сцепление, механический привод, 

гидравлический привод, ход педали, износ накладок, окружающая среда. 
 
Управление работой сухого фрикционного сцепления, применяемого на большинстве 

современных автомобилей, производится посредством механического или гидравлического 
привода, в некоторых случаях дополняемого пружинным или пневматическим усилителем. 
Выбор компоновочной схемы привода и размеров деталей влияют на безотказность и 
ремонтопригодность узла, что, в свою очередь, определяет трудоёмкость технического 
обслуживания и текущего ремонта [1].  При этом важно учитывать условия работы привода 
и сцепления в целом, исходя из оценки величин работы буксования, момента сцепления и 
требуемого усилия на педали. 

Особенностями проектирования привода сцепления являются, во-первых, сложность 
компоновки в ограниченном пространстве ходовой части и трансмиссии, во-вторых, 
необходимость преобразования усилия выключения. В учебной литературе приводятся 
значения передаточного числа привода сцепления в диапазоне 25...50 [2]. При этом 
перемещение педали сцепления должно соответствовать требованиям эргономики. Для 
сцеплений отечественных автомобилей полный ход педали сцепления находится в 
примерном диапазоне 140...190 мм. При этом необходимо учитывать как перемещение 
ведущего диска при выключении сцепления, так и зазор между выжимным подшипником и 
рабочей поверхностью детали привода. Целесообразность создания зазора обусловлена 
происходящим в процессе эксплуатации износом фрикционных накладок и необходимостью 
обеспечения полноты включения сцепления до замены накладок. На рис. 1 показаны рычаги 
выключения сцепления с периферийными пружинами грузового автомобиля КАМАЗ. 
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Рис. 1 – Рычаги выключения сцепления автомобиля КАМАЗ  
Математическая модель сцепления, описывающая реальные физические процессы, 

должна учитывать ряд весомых факторов, оказывающих влияние на эффективность работы 
узла. Как сам механизм фрикционного сцепления, так и его привод работают в различных 
эксплуатационных условиях, что в ряде случаев может приводить к возникновению 
значительных температурных градиентов [3, 4]. Изменение температурного режима работы 
может стать причиной снижения эффективности действия гидравлического привода из-за 
увеличения кинематической вязкости и плотности рабочей жидкости.  

Исследования показывают, что детали сцепления вследствие перепада температур 
подвержены дополнительным нагрузкам и динамике ряда физических свойств. В частности, 
изменение упругих свойств материалов влияет на величину осевой податливости ведомого 
диска. Это весьма существенно, так как от осевой податливости зависят расчётная величина 
перемещения ведущего диска и полный ход педали [5]. 

Кроме того, следует принимать во внимание динамику технического состояния деталей 
сцепления по мере накопления пробега автомобиля [6]. Необходимо обеспечить заданный 
диапазон регулирования зазора между рычагами и муфтой выключения, изменяющийся в 
процессе эксплуатации вследствие влияния указанных выше причин. 

Проведённые исследования рабочих процессов позволяют осуществить математическое 
моделирование рабочего процесса привода сухого фрикционного сцепления с учётом 
внешних факторов, оказывающих весомое влияние в условиях круглогодичной эксплуатации 
подвижного состава автомобильного транспорта. 

В разрабатываемой математической модели привода сцепления предлагается считать 
отправной точкой величину перемещения ведущего диска  в соответствии с заданными 
условиями. Данная величина находится, исходя из зависимости, приведённой в работе [5] и 
дополненной параметрами, учитывающими воздействие условий эксплуатации: 

𝑍𝑍𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ = 𝑛𝑛𝑑𝑑 ∙ �2 ∙ �𝛿𝛿0 + 𝛾𝛾𝑝𝑝𝑝𝑝 ∙ 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠 ∙ 𝑘𝑘𝑟𝑟𝑟𝑟� + 𝜔𝜔𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ∙ (1 + 𝛼𝛼𝑠𝑠 ∙ 𝑇𝑇𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣)�, 
где 𝑛𝑛𝑑𝑑 – число ведомых дисков; 𝛿𝛿0 – среднее значение зазора для ведомых дисков с 

новыми или заменёнными в процессе ремонта фрикционными накладками; 𝛾𝛾𝑝𝑝𝑝𝑝 – 
коэффициент, учитывающий влияние пробега; 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠 – пробег автомобиля на момент расчёта 
характеристик; 𝑘𝑘𝑟𝑟𝑟𝑟 – коэффициент, учитывающий условия буксования сцепления; 𝜔𝜔𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 – 
осевая деформация ведомого диска; 𝛼𝛼𝑠𝑠  – коэффициент, учитывающий изменение осевой 
деформации в заданных условиях эксплуатации; 𝑇𝑇𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 – расчётная температура ведомого 
диска. 

 



 
26 Научно-технический вестник Поволжья №4 2025                                       Технические науки 

Полный ход педали сцепления для привода, включающего как механическую, так и 
гидравлическую части, находится по формуле: 

𝑆𝑆𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 ∙ �𝑍𝑍𝑛𝑛𝑛𝑛ℎ +
𝛿𝛿𝑟𝑟 ∙ (1 − 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠 ∙ 𝑘𝑘𝑟𝑟𝑟𝑟)

𝑢𝑢𝑟𝑟
� 

где  𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 – общее передаточное число привода;  𝛿𝛿𝑟𝑟 – зазор между рычагами выключения 
сцепления и муфтой выключения;  𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 – коэффициент, учитывающий изменение зазора по 
мере износа деталей;  𝑢𝑢𝑟𝑟 – передаточное число рычагов выключения сцепления (рис. 1). 

Соответственно, требуемое усилие на педали сцепления необходимо также оценивать с 
учётом изменения условий эксплуатации: 

𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 =
𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝 ∙ (𝜇𝜇0 − 𝜆𝜆𝑇𝑇 ∙ 𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑)
𝑢𝑢𝑔𝑔𝑔𝑔 ∙ (𝜂𝜂0 − 𝜆𝜆𝑣𝑣 ∙ 𝑇𝑇𝑣𝑣)  

где 𝑃𝑃𝑝𝑝𝑝𝑝  – усилие, создаваемое основной пружиной сцепления;  𝜇𝜇0 – коэффициент трения в 
парах трения при нормальной температуре;  𝜆𝜆𝑇𝑇 – коэффициент, учитывающий изменение 
условий трения при нагреве или охлаждении поверхностей контактирующих деталей;  𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 – 
температура  поверхностей контактирующих деталей в процессе эксплуатации;  𝜂𝜂0 – КПД 
привода в нормальных условиях;  𝜆𝜆𝑣𝑣 – коэффициент, учитывающий влияние температуры на 
кинематическую вязкость и плотность рабочей жидкости гидравлической части привода;  𝑇𝑇𝑣𝑣 
– температура рабочей жидкости в процессе эксплуатации. 

При моделировании значений температуры 𝑇𝑇𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 и 𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 рассматриваются как 
взаимосвязанные, но отличающиеся параметры, так как при их формировании нужно 
принимать во внимание различия по массе деталей и, соответственно, по интенсивности 
нагрева или охлаждения. Температура 𝑇𝑇𝑣𝑣 имеет только косвенную связь с названными выше 
температурами, так как влияние интенсивности работы и внешних факторов для изучаемых 
объектов существенно различаются. 

Приведённые зависимости дополняют математическое описание рабочего процесса сухого 
фрикционного сцепления автомобильного типа, приведённое в работах [4, 7]. Учёт динамики 
внешних и внутренних факторов нагруженности сцепления позволяет повысить точность 
расчётов и дать достоверную оценку надёжности узла. 
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КОМПЬЮТЕРНАЯ МОДЕЛЬ ЕМКОСТНОГО СЕНСОРА ДАВЛЕНИЯ 
 
В работе представлены результаты разработки компьютерной модели емкостной 

измерительной ячейки дифференциального давления, предназначенной для расчета 
зависимости электрической емкости ячейки от приложенного к ней давления и результаты 
проверки адекватности модели. 

 
Ключевые слова: емкостная ячейка, емкостной сенсор, емкостной метод измерения, 

мембрана, деформация пластин. 
 
Актуальность исследований в области проектирования емкостных сенсоров обусловлена 

отсутствием производства на территории РФ сенсоров измерения дифференциального 
давления (до 100 кПа) для работы в критических условиях (температура окружающей среды 
от -65 °С) и сверхвысоких нагрузках (измерение перепадов давления от 2 кПа до 100 кПа при 
рабочих избыточных давлениях от 10 МПа до 40 МПа), имеющих критическое значение для  
сохранения и развития стратегических отраслей промышленности РФ. Аналитический обзор 
подтверждает высокую актуальность исследований – география исследований включает в 
себя [1–3]: США и западные страны (11 работ), Российская Федерация (7 работ), Китай, 
Корея и прочие азиатские страны (5 работ), Индия (2 работы), Турция (1 работа) и Марокко 
(1 работа). При этом 13 работ младше 2016 года, что составляет 48 % от рассмотренных 
работ. Многие перспективные направления развития емкостных сенсоров и датчиков были 
опубликованы в 2021–2023 годах. Реализация математической модели емкостной ячейки в 
виде компьютерной модели (программы для ЭВМ) позволит исследовать конструкционные 
параметры до её изготовления для увеличения коэффициента передачи и уменьшения 
нелинейности зависимости емкости от давления, снижая количество изготовленных 
экспериментальных образцов ячейки. 

Емкосная ячейка состоит из мембраны, преобразующей приложенное давление в 
изменение своей формы, и емкосных элеметов преобразующих изменение формы мембраны 
в изменение электрической емкости ячейки (рис. 1). 

 
Рис. 1 – Схема емкостной ячейки 
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В работе [4] предложена математическая модель емкостного сенсора давления, 
включающая модули расчета деформации измерительной мембраны и расчета электрической 
емкости конденсаторов между обкладками и измерительной мембраной, позволяющая 
решать задачи: 

– рассчитать зависимость емкости ячейки от давления; 
– рассчитать деформацию мембраны под действием давления; 
– построить графики: формы мембраны, формы обкладок емкостных элементов, 

зависимости емкости конденсаторов от перепада давления; 
– экспортировать результат в текстовый файл. 
Расчет формы мембраны реализован с использованием уравнения деформации мембраны 

(1), полученного с помощью энергетического метода, подробно описанного в [5, 6]. 
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где w – прогиб точки мембраны, p – давление, a – радиус мембраны, r – радиальное 
расстояние до точки от центра мембраны, w0 – прогиб центра мембраны, h – толщина 
мембраны, E – модуль Юнга, v – коэффициент Пуассона. 

Для расчета использовался численный метод (4–7). 
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Новым подходом в модели является применение ячеечной модели [4] для расчета 
электрической емкости, что ранее не применялось [5–6] и позволило точно и с малыми 
вычислительными ресурсами определить значение электрических емкостей с учетом 
криволинейной формы мембраны. Для того, чтобы рассчитать емкостной элемент, он был 
рассмотрен, как параллельное соединение множества плоских конденсаторов, имеющих 
форму колец (8–11). 
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где Si – площадь элементарного конденсатора, di – расстояние между пластинами 
элементарного конденсатора, xправой(ri) – положение точки правой обкладки на i шаге, xлево

 й(ri) – положение точки левой обкладки на i шаге, Ci – емкость элементарного 
конденсатора, C – емкость емкостного элемента. 
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Приложение позволяет провести расчет емкостной ячейки с использованием 
разработанной математической модели без использования дополнительных программных 
инструментов для выполнения расчета. Графический интерфейс приложения представлен на 
рис. 2. Приложение реализовано под Windows и Linux и не использует сторонние сервисы 
для своей работы. 

 
Рис. 2 – Компьютерная модель для расчета емкостной ячейки 

Для проверки адекватности математической модели произведено исследование 
зависимостей электрической емкости конденсаторов емкостных сенсоров от давления, оно 
осуществлялось в климатических камерах с применением оборудования ОАО «Манотомь», 
г. Томск. Предварительно все емкостные сенсоры проходили процедуру периодического 
нагрева и охлаждения в климатических камерах. Выполнен анализ результатов 
исследований, отобраны результаты по критерию симметричности электрической емкости 
конденсаторов положительной и отрицательной камер и отобраны протоколы для проверки 
адекватности расчета упругих чувствительных элементов (мембран) и сенсоров 
(математической модели). Получены результаты для сенсоров с максимальным давлением 
6.3 кПа, 40 кПа, 180 кПа и 690 кПа, производства Китай. Для каждого номинала ячеек 
обработаны и сопоставлены экспериментальные и модельные значения (в таблице приведен 
пример для сенсора с максимальным давлением 6.3 кПа). 

Таблица – Экспериментальные и модельные значения для сенсора с максимальным 
давлением 6.3 кПа 

Давление С1 С2 Модель С1 Модель С2 
0.0 166.5 160.4 166.4 160.7 
1.0 162.5 164.3 158.3 169.9 
2.0 158.8 168.6 155.9 173.3 
3.0 155.3 173.3 153.8 176.7 
4.0 152.0 178.3 151.8 180.5 
5.0 149.0 183.7 149.8 184.8 
6.0 146.1 189.6 147.8 189.6 
6.3 145.3 191.5 147.2 191.1 
6.3 145.3 191.5 147.2 191.1 
6.0 146.1 189.6 147.8 189.6 
5.0 149.0 183.7 149.8 184.8 
4.0 152.0 178.3 151.8 180.5 
3.0 155.3 173.3 153.8 176.7 
2.0 158.8 168.6 155.9 173.3 
1.0 162.5 164.3 158.3 169.9 
0.0 166.4 160.4 166.4 160.7 

Среднее отклонение, % 12.5 11.6 
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В результате анализа данных установлено, что для емкостных сенсоров с ячейкой на 
6.3 кПа удалось достичь ошибки моделирования в 13 %, для диапазона 40 кПа – 27 %, для 
диапазона 180 кПа – 13 %, для диапазона 690 кПа – 17 %. Для емкостных сенсоров с 
ячейками на 6.3 кПа, 180 кПа и 690 кПа достигнут приемлемый для инженерных расчетов 
результат с погрешностью моделирования в 15-20 %. Разработанную модель емкостного 
сенсора можно считать адекватной и использовать для решения задач оптимизации 
конструкции емкостных сенсоров давления. 

 
Работа выполнена в рамках проекта Приоритет-2030-ПОИКР/внеСП-139-375-2023 

«Разработка конструкторской документации емкостного сенсора давления», выполняемом 
в Томском политехническом университете. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ФОРМИРОВАНИЯ ТОКА УПРАВЛЕНИЯ СИЛОВЫХ 

ТИРИСТОРОВ ПРИ ПРИМЕНЕНИИ ДРАЙВЕРА С СОГЛАСУЮЩИМ 
ИМПУЛЬСНЫМ ТРАНСФОРМАТОРОМ 

 
В статье представлены результаты исследования процесса формирования тока 

управления в силовых тиристорах с различными параметрами вольтамперной 
характеристики цепи управляющего электрода при применении варианта драйвера с 
согласующим импульсным трансформатором между его ключевой частью и цепью 
управления. Для исследования были использованы данные о вольтамперных характеристиках 
широко распространённого силового тиристора Т453-800. Исследование осуществлялось в 
программной среде MULTISIM.  Показано существенное влияние на параметры тока 
управления величин внутренних сопротивлений Ri первичной и вторичной обмоток и 
индуктивности рассеяния LS согласующего импульсного трансформатора. Определены их 
величины, при которых достигаются оптимальные величины параметров импульсов тока 
управления. 

 
Ключевые слова: силовой тиристор, драйвер управления, импульсный трансформатор, 

вольтамперная характеристика цепи управления тиристора, амплитуда и скорость 
нарастания тока управления. 

 
Введение. Отказы силовых тиристоров (СТ) в устройствах силовой электроники (УСЭ), 

использующихся в режимах включения с повышенной скоростью нарастания тока в 
открытом состоянии diT/dt во многом определяются тепловыми процессами, возникающими в 
области первоначального включения (ОПВ), которая формируется в полупроводниковой 
структуре тиристора при подаче в цепь управления (ЦУ) СТ импульса тока управления 
(ИТУ). Известно, что чем больше площадь ОПВ, тем меньше тепловые перегревы в ОПВ, а, 
следовательно, меньше вероятность отказа СТ в указанных режимах работы [1]. При этом 
величина площади ОПВ во многом определяются величинами амплитуды IGM и скорости 
нарастания diG/dt ИТУ. Исследования, проведённые, например, в [1] показывают, что 
наибольшие величины площади ОПВ при включении СТ ИТУ достигаются при  IGM  ≥ 1 А и 
diG/dt ≥ 1 А/мкс. Эти значения параметров ИТУ можно считать критериями обеспечения 
надёжной эксплуатации СТ. При несоблюдении обеспечения данных величин параметров 
ИТУ площадь первоначального включения (ППВ) СТ значительно уменьшается, что 
приводит к большим локальным перегревам ОПВ и возможному в дальнейшем выходу из 
строя СТ [1, 2]. 

В настоящее время во многих схемных реализациях устройств силовой электроники для 
управления СТ применяются драйверы управления, в которых для осуществления 
гальванической развязки между ключевой и низковольтной частью и управляющим 
электродом (УЭ) СТ, который может находиться под высоковольтным напряжением 
устанавливаются согласующие импульсные трансформаторы (СИТ) [3] обычно с 
коэффициентом трансформации ηТР = 1. Такое схемотехническое решение драйвера 
управления имеет ряд достоинств, но и ряд недостатков, рассмотрение которых не входит в 
тему данной статьи. 
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Целью данного работы является исследование влияния основных параметров  СИТ на 
величины IGM  и  diG/dt  ИТУ СТ. При этом учитывались различия параметров вольтамперных 
характеристик (ВАХ) УЭ СТ, которые возникают обычно в результате вариации их 
технологического  изготовления. Для исследования были использованы данные о ВАХ УЭ 
широко применяемого в УСЭ СТ типа  Т453-800, которые приведены в [1]. Исследование 
процесса формирования ИТУ осуществлялось в программной среде MULTISIM.  

Разработка схемного решения драйвера в программной среде MULTISIM. На рисунке 
1 представлена визуализация исследуемой схемы драйвера управления СТ на основе СИТ. 

 
Рис. 1 – Визуализация схемы драйвера в программе MULTISIM 11 

Величины параметров СИТ устанавливались следующие. 
Коэффициент трансформации ηТР = 1. Индуктивность намагничивания Lm = 25 мГн. 

Индуктивность рассеивания  Ls изменялась дискретно в пределах от 0.01 мкГн до 20 мкГн, а 
сопротивления первичной и вторичной обмоток Ri  изменялась в пределах от 0.1 Ом до 5 Ом. 

Напряжение питания драйвера устанавливалось равным 24 В. Ограничивающее 
сопротивление R2 = 8.2 Ом. 

В качестве нагрузок драйвера применялись эквивалентные модели УЭ СТ типа Т453-800, 
разработанные на основе экспериментальных данных, представленных в [1], в которых 
выделены ВАХ УЭ СТ с относительно наименьшим и относительно наибольшим 
дифференциальными сопротивлениями rд. На основе этих данных разработаны две модели 
УЭ на основе группового сочетания диодов и резисторов для этих СТ в программной среде 
MULTISIM с rд1 = 0.71 Ом и rд2 = 3.74 Ом. Такой подход обеспечил достаточно точное 
воспроизведение для модели драйвера ВАХ УЭ СТ типа Т453-800.  

На рисунке 2.а представлены ВАХ УЭ данных СТ с rд1 (№1) и rд2 (№2). На рисунках 2.б и 
2.в представлены эквивалентные схемы УЭ №1 и №2, разработанные в программной среде 
MULTISIM. 

 
а) 
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б)                                                                      в) 

Рис. 2 – Модели ВАХ УЭ тиристоров типа Т453-800 
а) восстановленные ВАХ тиристоров № 1 и № 2, 

б) модель УЭ СТ № 1, в) модель УЭ СТ № 2 
Результаты моделирования. Основные результаты моделирования процессов 

формирования тока управления в УЭ СТ представлены на рисунках 3 и 4. На рисунке 3 
отражены зависимости амплитуды тока управления IGM  от индуктивности рассеивания Ls 
СИТ при различных значениях сопротивлений обмоток СИТ Ri. 

 
Рис. 3 – Зависимости IGM  от  Ls  СИТ при различных значениях сопротивлений  

их обмоток Ri для УЭ с ВАХ №1 и №2 
На рисунке 4 отражены зависимости скорости нарастания тока управления diG/dt от 

индуктивности рассеивания Ls СИТ при различных значениях сопротивлений обмоток 
Ri.СИТ. 
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Рис. 4 – Зависимости diG/dt от Ls СИТ при различных значениях сопротивлений  

их обмоток Ri для УЭ с ВАХ №1 и №2 
Из представленных зависимостей на рисунке 3 видно, что для достижения требуемых 

минимальных значений амплитуды тока управления IGM  не менее 1 А при приведённых 
значениях сопротивление обмоток Ri СИТ и при различных величинах дифференциальных 
сопротивлениях rд УЭ при прочих равных условиях должно быть менее 3 Ом. 

Из представленных зависимостей на рисунке 3 видно, что для требуемых минимальных 
значений скорости нарастания тока управления diG/d t не менее 1 А/мкс при приведённых 
значениях сопротивление обмоток Ri СИТ и при различных величинах дифференциальных 
сопротивлениях rд УЭ при прочих равных условиях должно быть не более 8 мкГн. 

 
Исследование выполнено за счёт средств грантов Российского научного фонда  

№ 24-91-19004, https://rscf.ru/project/24-91-19004/ и  
№ 24-91-19005, https://rscf.ru/project/24-91-19005/ 
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ВНЕДРЕНИЕ ИИ-ПОМОЩНИКА В PYTHON 
 
В статье рассмотрена возможность внедрения ИИ-Помощника в компиляторы такого 

языка программирования, как Python, с помощью которого можно будет обучиться 
программировать. 

 
Ключевые слова: ChatGPT, PyCharm, искусственный интеллект, компилятор, IDE. 
 
Мало тех людей, которые еще не успели попробовать сервисы, использующие 

современный искусственный интеллект (ChatGPT, MidJorney и др.).   
Ведь активная разработка идет еще с 2020 года, такого популярного помощника как 

ChatGPT компанией «OpenAI».  
Люди нашли разные применения этим сервисам: для работы, для дипломов, для 

мошенничества.   
Данные сервисы облегчили нам жизнь, сейчас ChatGPT, может вам помочь с решением 

трудной задачи, но и так же и усложнили, так как, сервисы, по примеру MidJorney, 
генерирующие картинки, могут настолько реалистично сгенерировать фотографию, что вы 
не докажете, что это не вы на ней находитесь.  

Со всем этим потоком информации и развитием технологий, стоило бы задуматься над 
тем, чтобы внедрить в такую интегрированную среду разработки (IDE)Python, как например 
PyCharm -  самый, специально запрограммированный ChatGPT, который будет помогать 
программистам в коде.  

Такие сервисы уже внедрили, например «Microsoft», в свою поисковую систему Bing, они 
внедрили ChatGPT, тоже самое сделал и «Яндекс», но все они заточены на поисковую 
функцию. 

Есть такое приложение, как «MIMO», которое помогает начинающим программистам 
разобраться в разных языках программирования, но какие теоретические знания не 
подкрепляются практикой?  

В этой программе это реализовано с помощью заданий разной сложности. Недавно в этом 
приложении вышло обновление, где, как раз внедрили ИИ помощника, который вам 
помогает с заданием. 

 Очевидно, что этого не хватает, в современных интерпретаторах Python.   
Замечание: этот помощник не будет за вас решать задачу, он не будет присылать сразу 

готовый код, а лишь поможет вам. 
Например: ты не знаешь, как решить задачу на Python, ты заходишь в специальную 

вкладку в PyCharm, пишешь эту задачу, и ИИ – помощник, предлагает варианты, как можно 
решить ту или иную задачу, предлагает снова изучить темы, которые могут затрагиваться в 
задаче, какие - либо конструкции, подкрепляя эти варианты, опять же темами, которые 
затрагиваются в задаче. 

Более конкретный пример: 
Я хочу реализовать диалог в Python, сам код: 
Class Human: 

    def__init__(self, age, name, height): 
        self.age = age 
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        self.name = name 
        self.height = height 
        print('I was born here! My name is', name) 
 
    def say_hello_to(self, name_to): 
        print('Hello, ', name_to) 
 
    def tell_about_yourself(self): 
        print('Hello, my name is', self.age) 
        print('I am ', self.age, 'y.o.') 
 
    def happy_birthday(self): 
        print('Today is my birthday') 
        self.age += 1 
 
print('ALEX') 
Alex = Human(10, 'Alex', 130) 
print(Alex.age) 
Alex.happy_birthday() 
print(Alex.age) 
 
print('ANDREW') 
Andrew = Human(15, 'Andrew', 170) 
Andrew.say_hello_to('Sarah') 

Что выводит программа: 
 

 
Рис. 1 -  Вывод программы 

Объяснение кода: 
Этот код на Pythonопределяет класс Human, который моделирует человека с 

определенными атрибутами и методами. 
Конструктор __init__: 
1. Метод__init__вызывается при создании нового объекта классаHuman. 
2. Он принимает 3 параметра: age(возраст), name(имя), height(рост). 
3. Эти параметры сохраняются как атрибуты объекта (self.age, self.name, 

self.height) 
4. При создании объекта выводится сообщение с именем человека. 
Метод say_hello_to: 
1.  Этот метод принимает один параметр name_to и выводит приветствие для указанного 

имени. 
Метод tell_about_yorself: 
1.  Этот метод выводит информацию о человеке, включая его имя и возраст. 
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Метод happy_birthday: 
1. Этот метод вывод сообщение о том, что сегодня день рождения, и увеличивает 

возраст человека на 1. 
В случае, непонимания, как продолжить диалог, необходимо зайти в специальную вкладку 

в PyCharm, и пишу запрос: «С помощью каких конструкций следует продолжить диалог?», 
ИИ – помощник, анализирует мой код, и на основе этого выдает мне темы: 

• «ООП (объектно-планировочное программирование)» 
• Классы и объекты в Python (class, __init__, self) 

 
Рис. 2 - Рекомендации ChatGPT 

Как мы видим, данный ChatGPT не предлагает нам сразу готовый вариант решения 
задачи, а объясняет всю, затронутую, тему. Очевидно, что такие технологии можно 
интерпретировать и использовать и в других сферах нашей деятельности. Ведь такой язык 
программирования, как Python очень универсальный и быстро развивающийся.   
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Рис 3 - Финальный продукт 
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АДАПТИВНАЯ КЛАСТЕРИЗАЦИЯ ПОТОКОВЫХ ДАННЫХ В СИСТЕМАХ 

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ГЕТЕРОГЕННЫМИ КАНАЛАМИ. 
 

В статье представлен новый подход к адаптивной кластеризации потоковых данных в 
гетерогенных системах массового обслуживания. Рассматривается модифицированный 
алгоритм WMC-K-Means (K-Means с весовыми микро-кластерами) и стратегия 
адаптивного распределения задач между серверами различной производительности.  

 
Ключевые слова: Адаптивная кластеризация, потоковые данные, системы массового 

обслуживания, гетерогенные серверы, K-Means, балансировка нагрузки. 
 
В последние годы стремительный рост объемов данных в таких областях, как IoT, финтех 

и стриминговые платформы, поставил перед исследователями сложную задачу их 
эффективной обработки в режиме реального времени. Как показано в [4], традиционные 
методы кластеризации (k-means, иерархическая кластеризация) демонстрируют 
ограниченную эффективность для динамических потоков данных, поскольку не учитывают 
ключевые аспекты современных вычислительных систем: гетерогенность данных и 
серверных ресурсов, а также изменчивую природу потоков. 

В отличие от этих подходов, наш алгоритм WMC-K-Means (K-Means с весовыми микро-
кластерами) предлагает принципиально новое решение, сочетающее: 

1. Адаптивную потоковую кластеризацию с учетом динамической нагрузки на кластеры 
2. Интеллектуальное распределение задач в гетерогенных системах массового 

обслуживания 
3. Оптимизацию как временных, так и стоимостных показателей обработки 
2. Математическая модель 
2.1. Постановка задачи 
Дано: 
- Поток данных X(t) = {x1, … , xn}, где xi ∈ Rd; 
- Множество серверов S = {s1, … , sm} с мощностями µ1 < µ2 < ⋯ < µm; 
- Функция стоимости обработки c(si, xi). 
Требуется: 
1. Кластеризовать X(t) на K(t) кластеров C1, … , Ck; 
2. Назначить каждый кластер 𝐶𝐶𝑘𝑘  серверу 𝑠𝑠𝑗𝑗 , минимизируя общее время обработки: 

min�
|Ck|
µj

∙ I�sj ∈ Sk�
K(t)

k=1

, 

где Sk — подмножество серверов, способных обработать Ck , 
K(t) — текущее число кластеров 
2.2. Алгоритм K-Means с весовыми микро-кластерами 
1. Инициализация микро-кластеров: 
Для каждого нового 𝑥𝑥𝑖𝑖 вычисляется расстояние до ближайшего микро-кластера MCj: 

d�xi, MCj� =∥ xi − центроид�MCj� ∥ +λ ⋅ load�MCj�, 
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где: 
• load�MCj� — текущая нагрузка кластера, 
• ∥ xi − центроид�MCj� ∥ —  евклидово расстояние от точки xi до центра (среднего 

значения) кластера MCj. 
2. Динамическое перераспределение: 
Если d�xi, MCj� > θ, создается новый микро-кластер 

Каждые T шагов проводится рекластеризация с учетом весов wj =
�MCj�
∑|MC|. 

2.3. Стратегия балансировки 
Критерий выбора сервера: 

sj∗ = arg min 
sj

(
load�sj�

µj
+ α ⋅ c�sj, Ck�), 

где: 
• α — коэффициент стоимости (например, энергопотребление), 
• load�sj� — текущую нагрузку на сервер sj, 
• µj— производительность сервера sj, 
• c�sj, Ck�—стоимость обработки кластера Ck на сервере sj. 
3. Эксперименты 
3.1. Данные и метрики 
Датасеты: 
- Synthetic: 100K точек, 5 изменяющихся кластеров; 
- Real-world: IoT-данные (температура, влажность), транзакции PayPal. 
Метрики: 
- Среднее время обработки T ; 
- Коэффициент использования серверов η = загрузка

мощность
. 

3.2. Результаты 
Таблица 1 - Сравнительная эффективность алгоритмов кластеризации в гетерогенной 

СМО 
Метод T(мс) η(%) 

Round-Robin 120 45 
K-Means + Static SMO 95 68 

WMC-K-Means 72 82 
 
Представленные в таблице значения (Round-Robin: 120 мс/45%, K-Means + Static SMO: 95 

мс/68%, WMC-K-Means: 72 мс/82%) получены на основе: 
1. Моделирования в среде Python с использованием библиотек scikit-learn и simpy 
2. Синтетического набора данных (100 000 точек, 5 кластеров) 
3. Конфигурации серверов с производительностью μ = [10, 30, 50] задач/сек 
4. Усреднения по 100 запускам алгоритма 
Представленное исследование демонстрирует эффективность адаптивного подхода к 

обработке потоковых данных в гетерогенных системах массового обслуживания. 
Разработанный алгоритм WMC-K-Means, сочетающий динамическую кластеризацию с 
учетом нагрузки и интеллектуальное распределение ресурсов, показал значительное 
преимущество перед традиционными методами. Экспериментальные результаты 
подтвердили не только повышение производительности системы, но и ее устойчивость к 
изменяющимся нагрузкам, что особенно важно для современных IoT-приложений и 
облачных сервисов. Полученные результаты открывают перспективы для дальнейшего 
совершенствования алгоритмов обработки данных в условиях постоянно растущих 
требований к скорости и эффективности вычислений. 
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ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ АППАРАТУРЫ С УЧЕТОМ ХАРАКТЕРА ОТКАЗОВ 

 
В статье рассмотрен актуальный вопрос оценки надёжности функционирования 

вычислительной аппаратуры в условиях, когда на её работоспособность могут оказывать 
влияние различные типы отказов, возникающих в процессе выполнения задач. Особое 
внимание уделено ситуации, при которой отказ оборудования может иметь два 
принципиально различных последствия: либо временную приостановку вычислений с 
последующим продолжением процесса после устранения неисправности, либо полную 
потерю промежуточных результатов с необходимостью повторного запуска задачи с 
самого начала. С учётом этих особенностей разработана математическая модель, 
позволяющая учитывать влияние указанных факторов на общее время выполнения задачи и, 
соответственно, на вероятность её успешного завершения. 

 
Ключевые слова: отказ, отказ оборудования, неисправность, статистическое 

моделирование, надежность, надежность системы. 
 
Предположим, что в процессе решения могут возникнуть отказы двух типов, на время 

устранения которых процесс останавливается [1]: 
1) если наступил отказ первого типа, то решение задачи приостанавливается на 

некоторое случайное время, равное времени восстановления, после чего решение 
продолжается; 

2) отказы второго типа приводят к потере предыдущего решения и после их устранения 
решение начинается с самого начала. 

Очевидно, что фактический расход времени T за счет отказов будет больше времени τ0, 
необходимого для решения данной задачи при условии безотказной работы (предполагаем 
для данной задачи τ0 = const).  Вероятность решения задачи P(τ0, T) определяется 
соотношением τ0/T и характеристиками надежности и восстанавливаемости. Очевидно, что 
вероятность решения будет тем больше, чем больше запас времени T–τ0. 

При наличии статистических данных об отказах возникает задача о выборе соотношения 
τ0/T, обеспечивающего решение с заданной вероятностью или определения вероятности P(τ0, 
T) при заданных τ0 и T. 

Аналитический подход 
Опишем математическую модель и приведем полученные результаты.  
Если предположить, что моменты отказов образуют пуассоновские потоки с 

интенсивностями λ1 и λ2 для отказов первого и второго типов соответственно, а интервалы 
восстановления подчинены экспоненциальному закону с параметрами μ1 и μ2, то случайный 
процесс изменения состояний системы ξ(t) может быть сведен к марковскому посредством 
введения следующих состояний [2]: 

1) ξ(t) = (0, x) – в момент t система исправна, а время, фактически израсходованное на 
решение, равно x; 

2) ξ(t) = (1, x) – в момент t система неисправна и происходит устранение отказа первого 
типа, фактически израсходованное время равно x; 

3) ξ(t) = (2) – в момент t система неисправна и происходит устранение отказа второго 
типа. 
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Вероятности соответствующих состояний обозначим через P0(t, x), P1(t, x), P2(t). 
Поглощающим состоянием, очевидно, будет состояние ξ(t) = (0, τ0). Вероятность 1–P(t) того, 
что к моменту t задача еще не решена, равна вероятности того, что в момент t траектория 
процесса ξ(t) находится в одном из состояний (0, x), (1, x), (2) при x< τ0: 

1 − 𝑃𝑃(𝑡𝑡) =  𝑃𝑃0(𝑡𝑡, 𝜏𝜏0) + 𝑃𝑃1(𝑡𝑡, 𝜏𝜏0) + 𝑃𝑃2(𝑡𝑡). 
Система дифференциальных уравнений для определения вероятностей состояний имеет 

вид: 

     

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝑃𝑃0(𝑡𝑡,𝑥𝑥)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝑃𝑃0(𝑡𝑡,𝑥𝑥)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −(𝜆𝜆1 + 𝜆𝜆2)𝑃𝑃0(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) + 𝜇𝜇1𝑃𝑃1(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) + 𝜇𝜇2𝑃𝑃2(𝑡𝑡),

𝜕𝜕𝑃𝑃1(𝑡𝑡,𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝜇𝜇1𝑃𝑃1(𝑡𝑡, 𝑥𝑥) + 𝜆𝜆1𝑃𝑃0(𝑡𝑡, 𝑥𝑥),
𝜕𝜕𝑃𝑃2(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝜇𝜇2𝑃𝑃2(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆2𝑃𝑃0(𝑡𝑡, 𝜏𝜏0).

               (1) 

Считая, что в начальный момент система исправна, получим начальные условия:  
𝑃𝑃0(0, 𝑥𝑥) =  1,𝑃𝑃1(0, 𝑥𝑥) =  0,𝑃𝑃2(0)  =  0, 𝑥𝑥 ≥ 0. 

Для решения системы уравнений (1) можно воспользоваться численным методом, 
реализуемым на ЭВМ. 

Применение метода статистического моделирования 
В качестве исходных данных для решения задачи должны быть заданы законы 

распределения потока отказов G(τp) и времени восстановления F(τв), весовые коэффициенты 
P1 и 1–P1(t), характеризующие соотношения между количеством отказов первого и второго 
типа, соответственно время решения τ0, необходимое для решения задачи при условии 
безотказной работы системы, время T, отводимое на решение с учетом ненадежности 
системы [3].  

Поток отказов в данном случае может быть задан одним из двух способов: общим законом 
распределения G(τp) и вероятностями возникновения отказов первого типа P1 и второго типа 
P2 = 1–P1(t) (весовыми коэффициентами); двумя законами распределения G1(τp) и G2(τp) 
(например, двумя экспонентами с параметрами λ1 и λ2) [4].  

Будем считать, что нам заданы общий закон распределения и G(τp) и вероятность P1. 
Время восстановления отказов первого и второго типов также может быть задано 
различными законами распределения F1(τв) и F2(τв).  

Предположим, что восстановление описывается одним и тем же законом распределения – 
экспонентой с параметром μ = 1/Tв, а поток отказов представляет собой простейший поток с 
параметром 𝜆𝜆 = 1/T0. 

Определим вероятность успешного решения задачи P(τ0/T) в зависимости от соотношения 
τ0/T, используя алгоритм на рис.1. 
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Рис. 1 – Блок-схема алгоритма для решения задачи с двумя типами отказов 

 Работа алгоритма основана на воспроизведении рабочих интервалов τp и интервалов 
восстановления τв в течение заданного промежутка времени [0, T]. Операторы 2, 3, 4 
формируют момент отказа и проверяют его принадлежность к заданному интервалу [0, T] 
(оператор 4). Оператор 6 осуществляет суммирование рабочих интервалов в ячейке Στp.  

Оператор 7 проверяет условие Στpi<τ0. Невыполнение этого условия означает, что решение 
задачи окончено. Оператор 8 представляет собой счетчик, регистрирующий количество 
успешных реализаций. Оператор 9 определяет общее число реализаций, после чего 
происходит переход к новой реализации или обработка результатов и печать. Искомая 
вероятность определяется отношением числа успешных реализаций к общему числу 
реализаций P(τ0/T) = r/N. Работа остальных операторов понятна из блок-схемы (рис. 1). 

На рис. 2 приведены результаты решения двух вариантов исходных данных. Из рисунка 
видно влияние наличия отказов второго типа на вероятность решения задачи [5].  
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Рис. 2 – Зависимость вероятности решения в течение времени T от отношения τ0/T 

Вывод. Представленный подход даёт возможность определить оптимальное соотношение 
между требуемым временем выполнения задачи и доступным вычислительным ресурсом, 
что особенно важно при планировании критичных по срокам вычислений в условиях 
ограниченного времени и наличия статистических данных об отказах. Модель может быть 
использована для повышения эффективности работы вычислительных систем в условиях 
неопределённости и нестабильной аппаратной надёжности. 

 
Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего 

образования Российской Федерации (шифр FSFF-2025-0001). 
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