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ЦЕВОЧНАЯ ПЕРЕДАЧА С МАГНИТНОЙ СВЯЗЬЮ 
 

Рассмотрены цевочная передача с магнитной связью и возможности еѐ использования в 

различных отраслях промышленности, а также в приборах бытовой техники. Дана оценка 

эффективности работы передачи. 
  
Ключевые слова: цевки; магнитная связь; степень подвижности; магнитное поле; 

энергоэффективность. 
 

Механизмы передачи движения с магнитной связью могут найти использование при 

кондиционировании помещении, дроблении кускового материала и тонком помоле 

мелкозернистого материала, соскребании отложений с рабочих поверхностей химических и 

теплообменных аппаратов, перемешивании различных сред, приготовлении растворов, 

эмульсий и суспензий, нагнетании жидкостей в резервуары и при перемещении объектов по 

воде и под водой, а также в приводах бытовой техники. 

Взаимодействие звеньев в механизме с магнитной связью при отсутствии контакта их 

друг с другом происходит благодаря магнитному полю, возникающему между магнитными 

элементами звеньев. 

Наиболее простыми по устройству можно считать механизмы передачи вращательного 

движения с магнитной связью [ 1-3 ]. К их недостаткам относятся слабое магнитное поле из-

за низкого коэффициента перекрытия, связанного ограниченным количеством пар 

магнитных элементов, находящихся в зацеплении одновременно, узкая область 

использования, большие габариты и материалоѐмкость, свойственные зубчатым механизмам 

с параллельным расположением осей вращения зубчатых колѐс. Этих недостатков лишены 

цевочные передачи с магнитной связью. 

На рис. 1а и б схематично показан цевочный механизм с магнитной связью. 

 
а б 

Рис 1. Цевочный механизм с магнитной связью 

Механиз включает входное звено, содержащее вал 1 и колесо 2 с цевками 3, и выходное 

звено, содержащее вал 4 и колесо 5 с цевками 6. Валы 1 и 4 асположены соосно друг к другу 
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и установлены с возможностью вращения в стойке 7, колѐса 2 и 5 расположены с зазором 

друг относительно друга. Цевки 3 на колесе 2 и цевки 6 на колесе 5 установлены 

перпендикулярно торцевым плоскостям этих колѐс. Колѐса выполнены из немагнитного 

материала, а цевки 3 и 6 из магнита, обращены друг к другу одноимѐнными полюсами и 

расположены на колѐсах на расстоянии, обеспечивающим магнитную связь.  

Степень подвижности механизма равна: 

W=3n-2p5-p4=3·2-2·2-1=1,                                                   (1) 

где n-число подвижных звеньев, которыми являются входное и выходное звенья; p5- число 

кинематических пар пятого класса, которыми являются вращательная пара, образованная 

валом 1 и стойкой 7, и вращательная пара, образованная валом 4 и стойкой 7; p4- число 

кинематических пар четвертого класса (высшая кинематическая пара), образованная между 

колѐсами 3 и 6 в результате наличия магнитных связей. 

Степень подвижности W=1 указывает на то, что валы могут вращаться только вокруг 

горизонтальной оси. 

Вращение ведущего звена от привода (условно не показан) приводит к вращению 

ведомого звена благодаря наличию магнитного поля, создаваемому цевками 3 и 6. Так как 

эти цевки обращены друг к другу одноимѐнными полюсами происходит их отталкивание. 

Роль входного звена в данной незамкнутой кинематической цепи сводится к обеспечению 

непрерывного однонаправленного вращения выходного звена. 

Для оценки эффективности использования цевочного механизма с магнитной связью 

можно использовать формулу: 

    
   = - Макт·u·ȵ ,                                                             (2) 

где      
   - момент полезного сопротивления; 

Макт- активный момент, совпадающий по направлению с угловой скоростью; 

u- передаточное отношение от ведущего звена к ведомому звену; 

ȵ- кпд механизма, определяемый по формуле; 

ȵ= 
  

  
 = 
         

       
 ,                                                              (3) 

где Ап- полезная работа; 

Аз- затраченная работа; 

 вых,  вх- угловые скорости входного и выходного звеньев; 

Мвых, Мвх- моменты на входном и выходном звеньях. 

Высокий КПД механизма с магнитной связью можно объяснить небольшими потерями 

энергии благодаря отсутствию контакта цевков, следовательно, и их износа. В свою очередь, 

такая конструкция обеспечивает бесшумную работу передачи. 

Установка на свободном конце вала 4 винта 8 (см. Рис. 1) позволяет использовать 

цевочный механизм в качестве магнитного движителя для перемещения надводных и 

подводных объектов, крыльчатки-для вентиляции помещений, мешалки- для перемешивании 

различных сред, щѐток- для чистки рабочих поверхностей аппаратов и т.д. 

Выводы 

1. Подтверждена возможность передачи движения в цевочном механизме с магнитной 

связью от входного звена к выходному звену при отсутствии контакта между цевками. 

2. При правильном расположении цевок на колѐсах затраты энергии приводом на 

приведение в движение входного звена можно свести к минимуму и использовать в качестве 

привода магнитное поле. 

3. Цевочные механизмы с магнитной связью можно использовать в комбинации с 

магнитной лентой для перемещения различных грузов. 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА  

И РАЗЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ НА C ПО ФУНКЦИЯМ БЕССЕЛЯ 
 

Представления группы Лоренца можно реализовать интегральными операторами с 

помощью разложения функций на С в комплексный интеграл Фурье. Ядра этих 

интегральных операторов выражаются через гипергеометрические функции Бесселя. Здесь 

получена новая пара взаимно обратных интегральных преобразований функций на С с этими 

ядрами. 
 

Ключевые слова: представления групп, интегральные преобразования, 

гипергеометрические ряды, функции Бесселя, преобразования Ганкеля.  
 

Под G  будем понимать группу комплексных матриц второго порядка: 

















 0det,,,,),2( gCdcba

dc

ba
gCGLG .                  (G) 

Представления группы G   задают операторы 

    















dbz

caz
fdbzdbzbcadbcadzfgLNT

lllnln 22221
)()(;,


 ,         (T) 

действующие в подходящим образом выбранных пространствах L   функций )(zf  на C ; 

в этих же пространствах реализуются неприводимые представления унимодулярной 

подгруппы – группы Лоренца:  

 1det),2(  sGsCSLS .                                                (S) 

Параметры L ,  , l  где 

),( lL  , C , Zl2 ,                                                            (L) 

называют параметрами веса представления; параметры N ,  , n , где  

),( nN  , C , Zln  ,                                                       (N) 

назовем нормировочными параметрами. Переход от представлений группы S  к 

представлениям группы G  несуществен, но нормировочные параметры, связанные с 

определителем матрицы g , будут использованы далее для перенормировки ядер 

интегральных операторов представлений. 

Представления группы Лоренца основной неунитарной серии, получающиеся сужением 

представлений T  на унимодулярную подгруппу, и ее унитарных подсерий были описаны в 

работе [1]. Этим же представлениям группы Лоренца посвящены монографии [2] и [3] тех же 

авторов и большое количество других работ.  

Интегральный метод в приложениях к теории представлений групп также хорошо 

известен и широко применялся, например, в монографии [4] к различным матричным 

группам, в том числе, к вещественному аналогу группы ),2( CSL  – группе ),2( RSL . 

Аналогичные построения для группы Лоренца были выполнены автором в работе [6]. 

Интегральные операторы представлений возникают при переходе от функций из 

пространства L  к их комплексным преобразованиям Фурье, для краткого описания 

которых введем обозначения для унимодулярных характеров аддитивной группы 

комплексных чисел: 
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 )Re(2exp];[0 AzizА  , где CA .                                       (0) 

Обозначим также 

 
CС

zfzAzdzfzAzdzdAf )(];[][
1

)(];[)(Im)(Re
1

][ 000 





,          (1) 

где )(Im)(Re][ zdzdzd   – мера Хаара на аддитивной группе C  (инвариантная 

относительно аддитивных сдвигов и положительно определенная). Для функций с 

интегрируемым модулем и квадратом модуля имеют место: формула обращения 

 
С

AfzAAdzf ][];[][
1

)( 00


,                                                 (2) 

равенство Парсеваля 

 
СС

zhzfzdAhAfAd )]()(][
1

][][][
1

00


,                                   (3) 

формула Планшереля 

 
СС

zfzdAfAd
22

0 )(][
1

][][
1


.                                                (4) 

Комплексные преобразованиями Фурье (1)-(2) сводятся к разложения )(zf  в двойной 

интеграл Фурье. Следующие интегралы: 

  ];[];,[];[][
1

];,;,[ 0000 zBgLNTzAzdgLNBA
C




                        (5) 

      






 


 lllnlnll
bbgg

b

BaAd
iiAA

22221222
detdetRe2exp


 

 
 













 








 







2
10210 ;1;1

1 b

bcad
ABlF

b

bcad
ABlF

l

l





 

      






 


 lllnlnll
bbgg

b

BaAd
iiBB

22221222
detdetRe2exp


 

 
  












 








 







2
10210 ;1;1

1 b

bcad
ABlF

b

bcad
ABlF

l

l





, 

где Zl2 , Zl , 1Re1   , являются аналогами матричных элементов операторов 

представлений T, точнее, ядрами интегральных операторов представлений в “базисе” (0). 

Гипергеометрические ряды 10 F  могут быть выражены через функции Бесселя или другие их 

модификации из [5].  

Отметим соотношения симметрии для ядер (5): 

];,;,[];,;,[ 00

1

00 gLNBAgLNAB   ,                                  (6) 

которые могут быть получены как из явных выражений (5), так и из их интегральных 

представлений с помощью замены переменной  в интеграле. Заметим также, что для ядер 

взаимно-обратных интегральных операторов имеют место равенства  

];,;,[];,;,[ 00

1

00 gLNBAgLNAB  
 при iR  и iR ,                       (7) 

выражающие факт унитарности представлений Т  при чисто мнимых  ,  .   

Для ядер (5) имеют место соотношения типа формул обращения (2): 

];[];,[];,;,[];[][
1

0000 zBgLNTgLNBAzAAd
C




 ,                         (8) 

сопряженных формул обращения, эквивалентных (8) с помощью (6): 

];[];,[];,;,[];[][
1

0

1

000 zBgLNTgLNBAzBBd
C

 

 


 ,                     (9) 

и теорем сложения: 
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];,;,[];,;,[];,;,[][
1

2100200100 ggLNBAgLNBCgLNCACd
C




 .         (10) 

Ядра (5) были вычислены в работе [6], там же были приведены уточнения  формул (8), (9), 

(10) для  слагаемых, составляющих ядра. 

Пусть ][0 Af – непрерывная и абсолютно интегрируемая на C  функция.  Имеет место 

разложение: 

 
C

g

LN gLNABBFBdAf ];,;,[][][
1

][ 00,0 


,                                   (11) 

где двойственная функция ][, BF lN  определяется как интеграл 

 


C

g

LN gLNBAAfAdBF ];,;,[][][
1

][ 1

000, 


.                                     (12) 

Для вывода этих взаимно-обратных преобразований будем считать, что исходная функция 

][0 Af  связана с некоторой функцией )(zf  на C   сопряженными преобразованиями Фурье: 

 
С

zfzAzdAf )(];[][
1

][ 00 


,                                               (1’) 

 
С

AfzAAdzf ][];[][
1

)( 00


.                                             (2’) 

Подставим в (12) вместо ][0 Af  ее разложение (1’): 















  



C С

g

LN gLNBAzfzAzdAdBF ];,;,[)(];[][
1

][
1

][ 1

000, 
















  



C С

zfgLNBAzAAdzd )(];,;,[];[][
1

][
1 1

000 


 

 1

0

1
[ ] [ , ; ] [ ; ] ( )

C

d z T N L g B z f z


     
C

zfgLNTzBzd )(];,[];[][
1

0 


, 

здесь во второй строке  мы формально поменяли порядок интегрирования, затем – в 

третьей строке – применили формулу обращения (8) для ядер, и, наконец, в последней строке 

воспользовались формулой 

   


CC

zfgLNTzhzdzfzhgLNTzd )(];,[)(][)()(];,[][ 1  , 

которая проверяется непосредственно заменой переменной в интеграле. Полученное 

выражение для 
g

LNF ,  подставим в интеграл в правой части (11): 


C

g

LN gLNABBFBd ];,;,[][][
1

00, 


 

  













  

C C

gLNABzfgLNTzBzdBd ];,;,[)(];,[];[][
1

][
1

000 


  

  













   )(];,[];,;,[];[][

1
][

1
000 zfgLNTgLNABzBBdzd

C C




 

   ][)(];[][
1

)(];,[];[];,[][
1

000 AfzfzAzdzfgLNTzAgLNTzd
CC

  





 , 

т.е. формула (11)  свелась к определению (1’) функции ][0 Af .  

Произведенные тут формальные изменения порядков интегрирований обосновываются 

наложением некоторых ограничений на функции )(zf  (например, из теоремы Фубини). 

Соответствующие ограничения для ][0 Af  можно ослабить с помощью формулы Планшереля 

(14) пары (11)-(12) пополнением по соответствующей норме. 



 
14 Научно-технический вестник Поволжья №4 2019        Физико-математические науки 

Пара взаимно обратных преобразований (11)-(12), индуцированная преобразованиями 

Фурье (1)-(2), снабжается также индуцированным (3) равенством Парсеваля: 

][][][
1

)()(][
1

][][][
1

,,00 BHBFBdzhzfzdAhAfAd g

LN

C

g

LN

CC

  
,   (13) 

и формулой Планшереля: 

 
C

g

LN

CC

BFBdzfzdAfAd
2

,

22

0 ][][
1

)(][
1

][][
1


 при  iR , iR , (14) 

Приведем в развернутом виде (11)-(12) с модификацией ядер, сводящейся к 

перераспределению между ядрами взаимно-обратных преобразований взаимно-обратных 

нормировочных сомножителей: 

   )Re(2exp][][
1

];,;,[][][
1

][ BAiBFBdgLNABBFBdAF
C

L

n

C

L

n


     (15) 

 
 

       










 ABlFABlFBBAA
l

l
i

nlnlnlnll ;1;1
1

1010

2 


 
 

 
 

       










 ABlFABlFBBAA
l

l
i

nlnlnlnll ;1;1
1

1010

2 


 
, 

где в качестве матрицы g  выбрана матрица с элементами 1 dba , 0c  

(нормировочный параметр   не присутствует в явном выражении ядер) и 

  
 )Re(2exp][][

1
];,;,[][][

1
][ 1 BAiAFAdgLNBAAFAdBF

CC

L

n


     (16) 

 
 

       










 ABlFABlFBBAA
l

l
i

nlnlnlnll ;1;1
1

1010

2 


 
 

 
 

       










 ABlFABlFBBAA
l

l
i

nnlnlnll ;1;1
1

1010

ln2 


 
. 

Пара (15)-(16) является комплексным аналогом преобразований Ганкеля. Равенство 

Парсеваля и формула Планшереля пары (15)-(16) имеют вид: 

  



C

L

n

L

n

C

BHBFBdAHAFAd ][][][
1

][][][
1


,                       (17) 

 
C

L

n

C

BFBdAFAd
22

][][
1

][][
1


  при  iR .                       (18) 
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СТРУКТУРА АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА  

СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ СИСТЕМ  

 

Рассматривается система линейных дифференциальных уравнений с малым параметром 

при старшей производной. Изучается структура асимптотики решений по параметру. 

Установлено влияние спектральных свойств операторных коэффициентов на порядки 

сингулярности решений.  

 

Ключевые слова: сингулярно возмущенные системы линейных дифференциальных 

уравнений, структура асимптотики решений по малому параметру, асимптотическая 

последовательность разложения. 

 

1. Введение 

При исследовании математических моделей различных прикладных задач возникают 

системы дифференциальных уравнений с малым параметром. Асимптотический анализ 

уравнений, коэффициенты которых разлагаются в степенные ряды по целым степеням 

малого параметра, имеет развитую теорию при регулярной зависимости от параметра. Из 

сингулярно возмущенных уравнений (при старшей производной есть множителем малый 

параметр в положительной степени) изучен ряд задач (напр., [1-13]). Обобщение 

предложенных алгоритмов на другие классы уравнений сопряжено с принципиальными 

особенностями сингулярной зависимости от параметра. Основная трудность заключается в 

правильном выборе асимптотической последовательности разложения: решения также 

сингулярно зависят от параметра, разложения начинаются с некоторых отрицательных 

степеней, идут по каким-то дробных степеням, требующим определения. Поэтому в каждом 

случае необходимо установить структуру и правильно описать сингулярную зависимость 

решений от параметра. Разработка общей теории сингулярных возмущений остается 

актуальной даже для линейных дифференциальных систем. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим систему из п линейных сингулярно возмущенных дифференциальных 

уравнений, записанную в векторной форме: 

    (   )
  

  
  (   )   (1) 

Здесь   – малый вещественный параметр,   ,   -,   – натуральное число (называемое 

далее порядком сингулярности уравнения (1)). Изучим влияние оператора  (   ),  (   )   , 
на характер зависимости решений уравнения (1) от параметра  . Основным аппаратом 

исследования являются методы теории операторов в функциональных пространствах, теории 

возмущений, техника работы с асимптотическими разложениями. 

Относительно коэффициентов уравнения (1) предполагается: 

1.  (   ),  (   ) представлены квадратными матрицами     (   ), причем  (   )     
2. При      равномерно на ,   - справедливы асимптотические разложения по целым 

степеням параметра    

  (   )  ∑  
 

   

  ( )   (   )  ∑ 
 

 

   

  ( )  (  ( )      ( )   )  (2) 

   

mailto:galsevzhukova@mail.ru
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3.    ( ),   ( ) (   ) представлены квадратными матрицами    , коэффициенты 

которых вещественнозначны и дифференцируемы по   на ,   - бесконечное число раз. 

(Далее требование    будет дополнено.) 

Отметим, что система вида 

   
  

  
  (   )  (3) 

является частным случаем (1), когда  (   )     Установлено что когда   ( ) имеет на 

,   - постоянный по   канонический вид (точки поворота отсутствуют), то у (3) размерность 

пространства решений равна  . Все фундаментальные решения сингулярно зависят от   и 

структура их асимптотики определяется, в первую очередь, спектральными свойствами 

предельного оператора [3-6,9,10,13]. Точнее, если   ( ) имеет при всех t простое 

собственное значение   ( ), то соответствующее решение уравнения (3) допускает 

представление: 

   .   ∫ (  ( )  ∑    
     ( ))

 

 
  /∑    

     ( )                                       (4) 

где   ( ),   ( ) (   ) – соответственно, скалярные и векторные функции. Все 

разложения идут по целым степеням  . Но в экспоненте разложение начинается с 

отрицательной степени (  )  взятого с противоположным знаком порядка сингулярности 

системы (3). Поэтому (4) сингулярно зависит от  , имеет порядок сингулярности (  ) или 

больший, если   ( )   . 
Если      ( ) имеет тождественное m-кратное собственное значение   ( ) , то   

соответствующих решений уравнения (3) имеют представление: 

   .   ∫ .  ( )  ∑      
      ( )/

 

 
  /∑      

      ( )                       (5) 

где     – рациональные дроби (            ). Это – существенное отличие (5) от (4): 

при наличие у   ( ) тождественно кратного собственного значения у уравнения (3) 

появляются решения, разлагающиеся в общем случае по асимптотическим 

последовательностям *    + с дробными возрастающими степеням. Порядки сингулярности 

этих решений, как и ранее, равны (  ) или больше, если   ( )   .  
3. Случай невырожденного предельного оператора при производной 

Перейдем к анализу уравнения (1), где  (   )   . Пусть дополнительно: 

       ( )       ,   -          

Тогда      (   )   , существуют    (   ),   
  ( ) , причем 

 
   (   )  ∑  

 

   

 ̃ ( )       ̃ ( )    
  ( )     

 

В такой ситуации уравнение (1) приводится к виду: 

   
  

  
  (   )   (6) 

 
 (   )  ∑  

 

   

  ( )    ( )  ∑ ̃ 

 

   

( )    ( )      
(7) 

В частности, в (7)   ( )     
  ( )  ( )  Если   ( )  0, то (6) имеет вид (3). Если при этом 

у   ( ) структура спектра сохраняется на ,   -, то, как отмечено выше, все фунда-

ментальные решения задачи (1) будут построены в виде разложений (5) по собственным 

значениям оператора   
  ( )  ( ). Итак, если       ( )      ,   -  то у (1) не появляется 

решений с иными по сравнению с (5) структурами асимптотики по параметру  . 
Рассмотрим теперь случай, когда функции  (   ),  (   ) таковы, что в процессе перехода 

от (1) к (6) при некотором     оказалось: 

   ( )  ∑ ̃ 

 

   

( )    ( )                       ( )        (8) 
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Тогда порядок сингулярности уравнения (6) по сравнению с (3) уменьшился до числа 

       (   ). Уравнение (6) принимает вид: 

    
  

  
  ̂(   )   (9) 

 
 ̂(   )  ∑  

 

   

 ̂ ( )   ̂ ( )  ∑ ̃ 

   

   

( )      ( )      
(10) 

Вывод 1. Если     , то (9) будет регулярно возмущенным и интегрируется 

соответствующими асимптотическими методами. Если       то (9) – сингулярно 

возмущенное уравнение вида (3). Его фундаментальные решения будут вида (5), где число   

следует заменить на        (  ).  
Вывод 2. В случае       ( )    переход от (1) к (6) или (9) c помощью построения и 

применения оператора    (   ) не является обязательным.  

4. Случай вырожденного предельного оператора при производной 

Рассмотрим теперь случай вырожденного оператора   ( )  
      ( )    .    ( )                      (11) 

Пусть дополнительно функция  (   ) такова, что при некотором натуральном числе   

выполняется условие: 

       (   )     (   )   где  (   )      (12) 

Тогда, учитывая (2), (11), (12), заключаем существование    (   ), причем 

 
   (   )     ∑  

 

   

 ̃ ( )  (   )  
 

Значит, (1) вновь сводится к виду (9) с коэффициентами (10), но здесь         ,   – 

натуральное число из условия (12),   – наименьшее целое положительное число из условия 

(8). Поэтому из вывода 1, в частности, следует: в случае сингулярного возмущения (когда 

    ) к (9) применимы описанные выше для (3) результаты с заменой в них числа   на 

         
Вывод 3. В случае вырожденного предельного оператора   ( ) при производной порядок 

сингулярности построенного уравнения (9) будет больше порядка сингулярности исходного 

уравнения (1), если          
Итак, у (1) появились решения иной по сравнению с (5) структуры: их порядки 

сингулярности строго меньше числа (  )  что ранее не наблюдалось и является 

отличительной особенностью уравнения (1) в вырожденном случае (11), что было отмечено в 

[7,8]: 
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К-КОНТАКТНАЯ МЕТРИЧЕСКАЯ СТУРУКТУРА  

НА КАСАТЕЛЬНОМ СФЕРИЧЕСКОМ РАССЛОЕНИИ 

 

В статье показано, что на касательном сферическом расслоении над двумерным 

римановым многообразием постоянной гауссовой кривизны, снабженной канонической 

келеровой структурой, индуцируется К-контактная структура. 
 

Ключевые слова: почти контактные структуры, К-контактная структура, почти 

эрмитовы многообразия. 
 

В настоящей заметке построена и изучена почти контактная метрическая структура на 

касательном сферическом расслоении, рассматриваемом как гиперповерхность касательного 

расслоения, снабженного почти эрмитовой структурой 2-го рода ([1]).      

Пусть    гладкое многообразие размерности   ;  ( ) модуль гладких векторных 

полей на многообразии  .   

Определение 1. ([2]).Почти эрмитовой структурой на четномерном гладком 

многообразии  размерности    называется пара *    (   )+, где   почти комплексная 

структура, а   риманова метрика на  ,связанных условием (     )  (   ), где     
 ( ). 

Пусть    гладкое многообразие размерности     ;  ( )модуль гладких векторных 

полей на многообразии  . 

Определение 2. ([2]).Почти контактной метрической структурой на гладком 

многообразии N называется совокупность *        〈   〉+ тензорных полей на этом 

многообразии, где –дифференциальная 1-форма, называемая контактной формой структуры 

,  –векторное поле, называемое характеристическим вектором,  –поле тензора типа (1,1), 

называемое структурным эндоморфизмом, –риманова метрика на N.  При этом  

1)   ( )   ;2) ( )   ;3)     ; 
4)           ; 5) 〈     〉  〈    〉   ( ) ( );      (1) 

где      ( ). 
Многообразие с фиксированной  почти контактной метрическойструктурой называется 

почти контактным метрическим многообразием.  

Одним из наиболее изученных классов почти контактных метрических структур являются 

K-контактные структуры ([2]).  

Определение 3 ([2]).Почти контактные метрическиеструктуры *       +, 
удовлетворяющие условию   ( )  〈     〉, где   риманова связность метрики  , 

называются K-контактными. 

С геометрическим смыслом приведенного тождества  более подробно можно 

ознакомиться в учебнике [2]. 

Наша дальнейшая задача состоит в изучении почти контактных метрических структур на 

касательном сферическом расслоении.  

Пусть  ( )  ,̅ ̅)– касательное расслоение, снабженное почти эрмитовой структурой 2-го 

рода  [1], над почти эрмитовым многообразием  (     ), где  

 ̅    
     

    
   ̅  

 ̅; ̅      
         

 ̅   ̅, 

*   .
 

   
/
 

   ̅  .
 

   
/
 

+– адаптированный к  римановой связности  базис (( )  ( ) –

горизонтальный и вертикальный лифты  [3 ]). 

mailto:zayatuyev@yandex.ru
mailto:yn-solar-wind@yandex.ru
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Рассмотрим касательное сферическое расслоение  ( )  *(   )|  (   )   + как 

подмногообразие в  ( ). В индуцированной системе координат (     ) подмногообразие 

  ( ) задается  уравнением 

 (   )     ( ) 
       . 

Вычислив градиент  функции   ,  получим      ( )     .Таким образом, единичное 

векторное поле нормали  к гиперповерхности   ( ) имеет вид 

    .
 

   
/
 

. 

Напомним, что в [4]  были получены следующие формулы 

1.     
  (         )

  
 

 
( (   ) ) ; 

2.     
  

 

 
( (   ) )  (         )

 ; (1) 

3.     
  (    

 

 
 (   ) ) ; 

4.     
  (   )

 ; 

где –риманова связность метрики  ̅,     
  

   
, –тензор кривизны связности ,   

(       ),     ( ). 

Пусть         (  ( )). С учетом формулы (1)2 имеем  

      ;(2) 

      
 . 

Пусть       (  ( )). Тогда, с учетом формулы (1)1, получим 

 ̃   
  (         )

  
 

 
( (   ) ) ;    (3) 

 (     )   ;   

где  ̃   риманова связность на   ( ), индуцированная связностью  ;   – вторая 

фундаментальная форма подмногообразия. 

Аналогичным образом, для        (  ( )),  
      (  ( )) и        (  ( )), 

соответственно, имеем 

 ̃   
  

 

 
( (   ) )  (         )

              (4) 

 (     )   . 

 ̃   
  (    

 

 
 (   ) ) ;      (5) 

 (     )   . 

    
   ̃  

   (   )       (6) 

 (     )    (   ). 
Соотношения (3) - (6), (2) есть, соответственно, формулы Гаусса и Вейнгартена 

касательного сферического расслоения   ( ). 
Имеем     – единичный вектор нормали на   ( ). Положим      (̅ )   (   ) . 

Пусть   ̅   (  ( )). Положим (̅ ̅)   ( ̅)   ( ̅) , 

где  ( ̅)   (  ( )),  ( ̅)  
 

 
 ( ̅  ). 

Непосредственной проверкой можно убедится, что четверка {       ̃  
 

 
 } образует 

почти контактную метрическую структуру на касательном сферическом расслоении   ( ). 
Вычислив, с учетом формул (2) – (6), ковариантные производные тензоров  ,   в 

римановой связности   ̃, получим, соответственно   

 ̃     (  ( ) )
  

 

 
( (    ) )                   (7) 

 ̃     (   
 

 
( (   )  )   

 ̃  ( ) 
    (  ( )   )  

 ̃  ( ) 
  

 

 
 ( (    )   )                              (8) 
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 ̃  ( ) 
   (    )  

 

 
 (        )  

 ̃  ( ) 
   . 

Предложение 1. Почти контактная метрическая структура  *       ̃+ является 

контактной метрической структурой тогда и только тогда, когда(     ) –келерово 

многообразие. 

Доказательство: Для     (  ( ))имеем   ̃(    )  
 

 
 (    )   ( )  

 

 
 (     

 ( ) )  
 

 
 (    ). Следовательно 

 ̃(      )  
 

 
 (   (  ) )     

 ̃(      )  
 

 
 (   (  ) )  

 

 
 (    )  

 ̃(      )  
 

 
 (   (  ) )     

Вычислив внешний дифференциал  (   )  
 

 
( ̃ ̅( ) ̅   ̃ ̅( ) ̅), с учетом формул (8), 

имеем 

  (     )   
 

 
(  (  ( )   )   (  ( )   )  

  (     )  
 

 
 (    )  

  (     )     
Таким образом 

  (   )   ̃(    )    (  ( )   )   (  ( )   )     
Отсюда  

  ( )    ( )     
Последнее соотношение, очевидно,  эквивалентно     , т.е. келеровости 

структуры*   }. 

Предложение доказано. 

Предложение 2. Почти контактная метрическая структура *       ̃+ является К-

контактной структурой тогда и только тогда, когда (   )  двумерное многообразие 

постоянной секционной кривизны 1.  

Доказательство: Известно, что К-контактная структура характеризуется  условием 

 ̃ ̅     ̅ (см.[5]).  В силу    (7) получаем, что условие   К-контактности  структуры  

*       ̃+ равносильно двум условиям 

1.  (  ( ) )
  

 

 
( (    ) )   

 

 
   ; 

2.  (   
 

 
( (   )  )   

 

 
     

В силу келеровости  структуры *   } (см. Предложение 1) и известных свойств римановой 

кривизны R, условия 1, 2 эквиваленты соотношению 

 (   )     
или 

 (   )   (   )   (   )   
(т.к. (     )   (   )      и  (     )   (   )   ). 

Поляризуя последнее выражение и используя тождество Риччи, получим 

 (   )   (   )   (   ) . 

Таким образом, (     )  келерово многообразие  постоянной кривизны 1. Как известно, 

в случае, когда    ( )   , келеровых многообразии постоянной секционной кривизны не 

существует. В случае, когда    ( )   , примером такого многообразия является  

двумерная сфера S
2
 (или ее открытое подмногообразие), снабженное канонической 

келеровой структурой. 

Предложение доказано. 
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ОПРЕДЕЛЯЕМОСТЬ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП СВОИМИ ПОДГРУППАМИ 

 

Описана связь корректности и определяемости своими (собственными) подгруппами для 

некоторых классов абелевых групп, получены критерии корректности для периодически 

полной p-группы. 

 

Ключевые слова: почти изоморфизм, s-изоморфизм, t-изоморфизм, корректность 

абелевой группы, определяемость группы своими подгруппами (собственными подгруппами). 

  

Две абелевы группы называются почти изоморфными, если каждая из них изоморфна 

подгруппе другой группы [1]. Две абелевы группы называются почти изоморфными по 

подгруппам с некоторым свойством, если каждая из них изоморфна некоторой подгруппе 

другой группы, обладающей этим свойством. Задача об изоморфизме почти изоморфных 

групп привлекала внимание многих алгебраистов. В одной из тестовых проблем Капланского 

[2] ставится вопрос об изоморфизме абелевых групп, почти изоморфных по прямым 

слагаемым. Для счетных редуцированных примарных групп эта проблема имеет 

положительное решение [2], однако П. Кроули привел пример неизоморфных p-групп, 

каждая из которых изоморфна прямому слагаемому другой группы [3]. В ряде работ 

исследуются, когда из почти изоморфизма абелевых групп по сервантным или вполне 

характеристическим подгруппам вытекает их изоморфизм (например, [4]-[8]). 

Известная теоретико-множественная теорема Кантора-Шредера-Бернштейна являлась 

источником постановки аналогичных задач в алгебре не только для абелевых групп. В [9] 

изучается теоретико-кольцевой, а в [10] теоретико-категорный аналоги теоремы Кантора-

Шредера-Бернштейна. Рассматриваются также почти изоморфные модули (например, [11]-

[13]). Подобные задачи возникают и в других областях математики, в частности, в топологии 

[14, с. 20-21]. 

Существует также логический аспект задачи о почти изоморфизме, основанный на том, 

что если модули почти изоморфны по чистым подмодулям, то они элементарно 

эквивалентны [15]. 

Для рассмотренных аналогов теоремы Кантора-Шредера-Бернштейна характерно, в 

отличие от самой теоремы, наличие примеров отрицательного решения соответствующих 

задач, а также изучение классов объектов, для которых эти задачи имеют положительное 

решение. 

Абелева группа A  называется корректной, если для любой абелевой группы B из того, что 

'BA   и 'AB  , где 'A , 'B  подгруппы групп A и B соответственно, следует изоморфизм 

BA   [7]. 

Для  абелевой группы A обозначим соответственно через S(A) и Sub(A) – множества ее 

подгрупп и ее собственных подгрупп.  

Определение 1 [16]. Будем говорить, что группы A и B t-изоморфны (обозначение BA
t

 ), 

если существует биективное отображение множества S(A) на множество S(B), при котором 

соответствующие подгруппы групп A и B изоморфны.  

 

mailto:mak13@mail.ru
mailto:mcqueen01@mail.ru


 
24 Научно-технический вестник Поволжья №4 2019        Физико-математические науки 

Определение 2 [16]. Будем говорить, что группы A и B s-изоморфны (обозначение BA
s

 ), 

если существует биективное отображение множества Sub(A) на множество Sub(B), при 

котором соответствующие подгруппы групп A и B изоморфны.  

Естественно возникают вопрос: как связаны между собой t-изоморфизм, s-изоморфизм и 

почти изоморфизм. 

Приведем результаты о такой связи полученные ранее. 

Теорема 3 [17]. Если абелевы группы A и B почти изоморфны, то они t-изоморфны. 

Так как любые две t-изоморфные группы почти изоморфны, получаем 

Следствие 4 [17]. Абелевы группы A и B t-изоморфны тогда и только тогда, когда они 

почти изоморфны. 

Связь между t-изоморфизмом и s-изоморфизмом устанавливают следующие результаты. 

Теорема 5 [17]. Если абелевы группы A и B t-изоморфны, то они s-изоморфны. 

Теорема 6 [17]. Абелевы группы A и B, содержащие собственные подгруппы, изоморфные 

самим группам, t-изоморфны тогда и только тогда, когда они s-изоморфны. 

Естественно возникает вопрос: в каких случаях t-изоморфные (s-изоморфные) группы 

изоморфны. 

Определение 7. Если абелева группа A такова, что для любой абелевой группы B из BA
t

  

( BA
s

 ) вытекает BA  , то будем говорить, что группа A определяется своими подгруппами 

(своими собственными подгруппами). 

Вопрос об определяемости группы своими подгруппами (своими собственными 

подгруппами) представляет собственный интерес и как оказалось этот вопрос тесно связан с 

исследованием корректных абелевых групп. 

Из приведенных выше теорем вытекают такие результаты. 

Следствие 8 [17]. Абелева группа A определяется своими подгруппами тогда и только 

тогда, когда A – корректная группа. 

Следствие 9 [17]. Абелева группа определяется своими подгруппами, если она 

определяется своими собственными подгруппами. 

Следствие 10 [17]. Если абелева группа определяется своими собственными 

подгруппами, то она корректна. 

Заметим, что определения почти изоморфизма, t-изоморфизма, s-изоморфизма можно дать 

аналогичным образом для двух универсальных алгебр A и B одной и той же сигнатуры. 

Также аналогично могут быть определены понятия корректной универсальной алгебры и 

алгебры, определяющейся своими подалгебрами (своими собственными подалгебрами). В 

приведенных выше результатах никак не учитывается специфика абелевых групп, и поэтому 

эти результаты с соответствующей переформулировкой справедливы для произвольных 

универсальных алгебр. 

Для прямых сумм циклических групп критерии определяемости своими подгруппами и 

своими собственными подгруппами были получены в [17], а некоторых классов групп без 

кручения в [18]. 

В настоящей работе исследуются периодически полные p-группы абелевы группы без 

кручения. 

Пусть B p-группа, являющаяся прямой суммой циклических групп: 

        , где каждая группа    есть прямая сумма     циклических групп порядка   . 
Кардинальные числа     (   ) являются инвариантами группы В. Группу В назовем ступен-

чатой, если для любого iN такого, что        выполняется         для всякого    . 

Теорема 11. Для периодически полной p-группы A следующие условия эквивалентны: 

- группа А корректна в классе периодически полных групп; 

- базисная подгруппа группы А корректна в классе всех абелевых групп; 

- базисная подгруппа группы А определяется своими подгруппами; 

- базисная подгруппа группы А ступенчатая и ограниченная. 



 
25 Научно-технический вестник Поволжья №4 2019        Физико-математические науки 

Для абелевых p-групп с одним ограничением на инварианты Ульма-Капланского доказана 

следующая теорема. 

Теорема 12. Пусть А – абелева р-группа, у которой хотя бы для одного натурального 

числа n ее n-й инвариант Ульма-Капланского бесконечен. Тогда эквиваленты следующие 

условия: 

- А – корректная группа; 

- группа А определяется своими подгруппами; 

- группа А определяется своими собственными подгруппами.  
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗВИТИЯ ОБЪЕМНЫХ ТРЕЩИН 

 

Статья посвящена развитию метода разрывных смещений в объемной постановке для 

трещин ортогональной плоскости OYZ. В работе приведены результаты и анализ расчетов 

тестовых задач.  

 

Ключевые слова: метод разрывных смещений, трещина, напряжения.  

 

Исследования развития магистральных трещин в полу бесконечных областях находят 

большие практические приложения в направленном разрушении крепких горных пород [1]. 

Вывод метода разрывных смещений для объемных трещин, ортогональных плоскости 

OYZ, осуществлялся по алгоритму, приведенному в работе [2] для задач плоской 

деформации. 

Алгоритм включает в себя: 

1. Знание аналитического решения задачи о постоянном разрыве смещения на квадратном 

элементе, лежащем в плоскости ОХУ; 

2. Осуществить связь локальной системы координат с глобальными координатами путем 

переноса и поворота квадратного элемента ортогонального плоскости OYZ против часовой 

стрелки на угол. Данные выражения позволяют связать смещения и напряжения локальной 

системы координат относительно глобальной системы;  

3. Представить напряжения в глобальной системе координат относительно локальной; 

4. Вычислить граничные коэффициенты влияния. 

Граничные интегральные уравнения метода разрывных смещений в объемной постановке 

для трещин ортогональных плоскости OYZ сводятся к решению системы линейных 

алгебраических уравнений : 
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где N  - количество граничных элементов; 

nxjD , nyjD , nzjD  - компоненты разрыва смещений j го граничного элемента в 

касательных и нормальном направлениях соответственно; 
i
nx , 

i
ny , 

i
nz  - касательные и нормальные напряжения, заданные на границе (

Ni , ... ,2 ,1 ); 

 cossin11 131121 FFA ij  ; 

 cossin12 132122 FFA ij  ; 

 cossin13 133123 FFA ij  ; 

mailto:polkunov_ug@mail.ru


 
27 Научно-технический вестник Поволжья №4 2019        Физико-математические науки 

 2cos2sin 
2

1
 2sin 

2

1
 21 231331221 FFFA ij  ; 

 2cos2sin 
2

1
 2sin 

2

1
 22 232332222 FFFA ij  ; 

 2cos2sin 
2

1
 2sin 

2

1
 23 233333223 FFFA ij  ; 

 2sin cossin 31 231
2

331
2

221 FFFA ij  ; 

 2sin cossin 32 232
2

332
2

222 FFFA ij  ; 

 2sin cossin 33 233
2

333
2

223 FFFA ij  ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zx

r

zx
F 217

3 

5111   
 

 15
 

 3   ;     

 
  















a

a

a

a

dd
r

zyx

r

zy
F 217

2 

5112   
  

 15
 

 )36(   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zx

r

y

r
F 217

2 2 

5

2 

3113   
 

 15)63( 
1

)22(   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zyx

r

zy
F 217

2 

5121   
  

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zyx

r

zx
F 217

2

5122   
  

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zyx

r

yx
F 217

2 

5123   
  

 15
 

 3 )12(   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zx

r

y

r
F 217

2 2 

5

2 

3131   
 

 153 
1

)1(   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zyx

r

yx
F 217

2

5132   
  

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zx

r

zx
F 217

3

5133   
 

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zyx

r

zx
F 217

2

5221   
  

 15
 

 )36(   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zy

r

zy
F 217

3

5222   
 

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zy

r

x

r
F 217

2 2 

5

2 

3223   
 

 15)63( 
1

)22(   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zyx

r

yx
F 217

2

5231   
  

 15
 

 3   ; 



 
28 Научно-технический вестник Поволжья №4 2019        Физико-математические науки 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zy

r

x

r
F 217

2 2 

5

2 

3232   
 

 153 
1

)1(   ;  

 
  















a

a

a

a

dd
r

zy

r

zy
F 217

3

5233   
 

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zx

r

zx
F 217

3

5331   
 

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

zy

r

zy
F 217

3

5332   
 

 15
 

 3   ; 

 
  















a

a

a

a

dd
r

z

r

z

r
F 217

4 

5

2 

3333    15 6
1

   ; 

22
2

2
1 )()( zyxr   ; 

ji xxx  ; 

jjijji zzyyy  sin )(cos )(  ; 

jjijji zzyyz  cos )(sin )(  ; 

i
ii

a

G
A

 )1( 

 2 )2(
11








 ; 

i
ii

a

G
A

 )1( 

 2 )2(
22








 ; 

i
ii

a

G
A

 )1( 

 2 2
33

 
 ; 

01312  iiii AA ; 02321  iiii AA ; 03231  iiii AA ; 

ji    - наклон i го элемента относительно j го элемента; 

i  - угол, образованный между i м элементом и осью Oy ; 

j - угол, образованный между j м граничным элементом и осью Oy ; 

ix , iy , iz  - координаты i го граничного элемента; 

jx , jy , jz  - координаты j го граничного элемента. 

Вычисление интегралов осуществлялось по квадратурным формулам Гаусса [3]: 
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Рассматривались две ортогональные трещины, одна из которых моделировала нижнее 

полупространство. Горизонтальная трещина имеет размеры 06,006,0   м
2
, а вертикальная 

06,003,0   м
2
. Горизонтальная трещина разбивалась на 36 квадратных элементов, а 

вертикальная на 18, где 005,0a  м.  

Упругие характеристики песчаника: модуль Юнга 2943E  МПа, коэффициент Пуассона 

3,0 . 

На рисунке 1 приведена схема нагружения нижней горизонтальной поверхности нормаль-

ным напряжением 81,9n  МПа и касательным напряжением равным по модулю 81,9s  

МПа. 
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Рис. 1 - Полупространство с ортогональной трещиной 

Результаты расчетов, вычисленные по формулам (1), приведены в таблице 1. 

Таблица 1 - Нормальные и касательные раскрытия берегов трещины от воздействия 

симметричной нагрузки  
 

№ 210x , м 
210y , м 210z , м bD , м sD , м 610nD , м 

1 -2,5 0 -0,5 0 0 -19,484826 

2 -1,5 0 -0,5 0 0 -29,432661 

3 -0,5 0 -0,5 0 0 -30,310561 

4 0,5 0 -0,5 0 0 -30,310561 

5 1,5 0 -0,5 0 0 -29,432661 

6 2,5 0 -0,5 0 0 -19,484826 

7 -2,5 0 -1,5 0 0 -3,417068 

8 -1,5 0 -1,5 0 0 -5,446117 

9 -0,5 0 -1,5 0 0 -6,175282 

10 0,5 0 -1,5 0 0 -6,175282 

11 1,5 0 -1,5 0 0 -5,446117 

12 2,5 0 -1,5 0 0 -3,417068 

13 -2,5 0 -2,5 0 0 -2,039040 

14 -1,5 0 -2,5 0 0 -2,969110 

15 -0,5 0 -2,5 0 0 -3,377144 

16 0,5 0 -2,5 0 0 -3,377144 

17 1,5 0 -2,5 0 0 -2,969110 

18 2,5 0 -2,5 0 0 -2,039040 
 

Анализ результатов моделирования раскрытия берегов трещины показал, что при 

симметричном воздействии напряжений присутствуют только нормальные раскрытия 

берегов трещины. 

Таким образом, приведенный объемный метод разрывных смещений, использующий 

квадратурные формулы Гаусса для расчета интегралов, позволяет исследовать развитие 

объемных трещин в пространстве, полосе, полупространстве и в четверти пространства, 

ортогональных плоскости OYZ.  
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ПОСТРОЕНИЕ ОДНОГО РЕГУЛЯРИЗАТОРА 
 

Строится регуляризатор, позволяющий уточнять зависимость решений задач для 

обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами и 

параметрами, рассмотренных в одномерном полупространстве, от параметров.  
 

Ключевые слова: регуляризатор, задачи с параметрами, эволюционные уравнения, 

поведение по времени. 
 

Введение 

Одним из направлений качественной теории эволюционных дифференциальных уравне-

ний является изучение поведения решений этих уравнений при большом времени [1-4]. 

Как известно, начальные и начально-краевые задачи для эволюционных уравнений и 

систем можно сводить к изучению задач с параметрами [5, 6]. При этом поведение решений 

задач для эволюционных уравнений и систем при большом времени тесно связано с формой 

зависимости решений задач с параметрами от параметров [6-9]. 

В случае, когда в задачах с параметрами переменные коэффициенты или форма 

представления их решения очень громоздка, приходится получать оценки зависимости 

решений задач от параметров при помощи оценок в некоторых функциональных 

пространствах [7, 9]. Зачастую вид полученных оценок дает грубую зависимость решения 

задачи от параметра [10]. В связи с этим возникает интерес к построению регуляризаторов, 

улучшающих стандартные оценки. 

В [6] был построен регуляризатор, позволяющий уточнять зависимость решений задач для 

обыкновенных дифференциальных уравнений с параметрами, рассмотренных на полуоси, от 

параметров в случае, когда коэффициенты уравнений постоянные. В статье строится 

обобщение этого регуляризотора, дающее более точные результаты для задач с переменными 

коэффициентами. 

Построение регуляризатора 

Пусть   – произвольное комплексное число такое, что   1Re 0,   ( ) 0;a x C      и 

существуют положительные константы 1  и 2  такие, что при   1 20;    ( )x a x     . 

Через g  будем обозначать норму в пространстве  2 ( 0; )L  , то есть 

1/2

2

0

( )g g y dy

 
  
 
 . 

Введем в рассмотрение функцию 

  1 2 3

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,u x I x I x I x   


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Теорема. Пусть      2( ) 0; 0;f x C L    , тогда выполнены следующие равенства: 

(0, ) 0,   lim ( , ) 0
x

u u x 


  . Если ( ) 0a x a const   , то функция ( , )u x  , будет решением 

задачи: 
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  
2

2 2

( )
( , ) ( , ) , 0; ,

f x
u x u x x

a a


        (2) 

 (0, ) 0, lim ( , ) 0.
x

u u x 


   (3) 

Доказательство. Из (1) следует, что 
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Оценим 1

1
( , )I x 


. Так как 1Re 0,    то из условий на функцию ( )a x  и неравенства 

Коши-Буняковского получаем 
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(5) 

где 1c  – константа, не зависящая от  . 

Из (5) следует, что 
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(7) 

где 1c  – константа, не зависящая от  . 

Из (7) следует, что 
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Пусть ( )x  – произвольная финитная на  0;  функция и  supp ( ) 0;x N  , тогда 
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Докажем, что 2

1
lim ( , ) 0
x

I x 


 . Так как функция   2( ) 0;f x L  , то существует 

последовательность  
1

( )k k
x
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
 финитных функций таких, что 
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Для любой функции   2( ) 0;g x L   
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тогда 
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 (11) 

где 1c  – константа, не зависящая от  . 

Из (9), (10), (11) следует, что 
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Из (1), (6), (8) и (12) получаем, что 
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Вычислим первую и вторую производные от функции ( , )u x  .  

Из (1) следует, что 
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Из (14) получаем, что 
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Если ( ) 0a x a const   , то  

31 2

1 2 32 2 2

( , )( , ) ( , )
( , ), ( , ), ( , ).

I xI x I x
I x I x I x

a a a

 
      

Воспользовавшись (1), (15) и последними равенствами находим, что при 

( ) 0a x a const    функция ( , )u x  , является решением уравнения (2). С учетом (4) и (13) 

получаем, что функция ( , )u x   является решением задачи (2)-(3). 

Теорема доказана. 
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СТРУКТУРНО-ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИЙ МЕТОД ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

ПРОЧНОСТИ КОМПОЗИТНЫХ БРУСЬЕВ С ИЗОТРОПНЫМИ КОМПОНЕНТАМИ 

В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ ИХ СЛОЖНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 

 

В работе получены параметрические уравнения предельной поверхности (поверхности 

прочности) в шестимерном пространстве внутренних силовых факторов (ВСФ). 

Прочности компонент композиционного материала (КМ) описываются феноменологически; 

прочностные характеристики композитных брусьев определяются с использованием 

структурного метода. Использованы жѐсткопластическая модель деформируемого 

твѐрдого тела, соотношения теории пластического течения, традиционные гипотезы 

статического и кинематического характеров для брусьев. Предполагается, что 

перемещения, повороты и деформации малы, а нагрузки – кратковременные статические. 

Приведены результаты решения ряда задач построения предельных кривых в плоскостях 

различных ВСФ для поперечного сечения предварительно напряжѐнной железобетонной 

балки. 

 

Ключевые слова: композитные брусья, изотропные компоненты, сложное 

сопротивление, прочность, параметрические уравнения предельной поверхности. 

 

Вывод параметрических уравнений предельной поверхности в пространстве ВСФ. 

Параметрические уравнения предельной поверхности в пространстве внутренних сил и 

моментов впервые приведены в работе [1] (для изотропных оболочек). Для относительно 

простых форм поперечных сечений стержней (кольцо, прямоугольник, двутавр, тавр, круглое 

и эллиптическое сечения) и частных видов их сложного сопротивления (косой изгиб, 

внецентренное сжатие, изгиб с кручением) решения аналогичных задач приводились, 

например, в работах [2-5]. Для произвольных форм брусьев и общего случая их сложного 

сопротивления, когда в их сечениях одновременно могут быть отличны от нуля все ВСФ, 

параметрические уравнения предельных поверхностей приведены: для однородных 

изотропных брусьев, одинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию – в работе [6]; для 

однородных анизотропных брусьев – в работе [7]; для композитных брусьев с изотропными 

компонентами – в настоящей работе. 

Пусть точка О – центр площади рассматриваемого сечения бруса, 321 ξξОξ  - эйлерова 

система координат (система наблюдателя) [8], 321 ξξξО   - лагранжева система, неизменно 

связанная с брусом. До деформации эти две системы совпадают; ось 1ξ  направлена 

нормально к рассматриваемому сечению бруса; оси 2ξ  и 3ξ  лежат в плоскости поперечного 

сечения. Гипотезы статики выражаются тождествами   , 33  , а гипотезы геометрии – 

тождествами 3  32  . Полагаем, что сдвиги в плоскостях (
21ξξ ) и  ( 31ξξ ) в общем случае 

не равны нулю. Следствием геометрических гипотез является то, что напряжения 3 =32 не 

являются обобщѐнными силами (они не совершают работу при деформации бруса). При 

принятых гипотезах феноменологический критерий прочности для j-ой однородной 

изотропной компоненты композитного бруса можно записать в следующем виде: 

,012 11

2

31

2

21

2

11  jj )DσLσLσ(AσΦ  .,1 nj                                    (1) 
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Критерий прочности (1) представляет собой вариант известных феноменологических 

критериев (см., например, [9]) для рассматриваемых здесь случаев. Коэффициенты jA , jL , 

jD  в (1) определяются по результатам соответствующих испытаний материалов на 

прочность. Уравнение (1) описывает поверхность прочности (как правило – эллипсоид) в 

трѐхмерном пространстве напряжений 11, 1, 31. Используя ассоциированный с условием 

(1) закон деформирования [10], найдѐм скорости деформации j

ikε : 

  ;)(λ2
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λ 11
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11 jj
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                                               (2) 
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Здесь 0),,(λ 312111 jjj εεε   - скалярный множитель. Решая (2) относительно j

ik , находим 
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Подставляя (3) в (1), находим 
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Здесь .)(S 2j
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Формулы Кирхгофа для скоростей деформации [11]: 
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Здесь 
1e  - скорость деформации оси 

1  в направлении оси 
1 ; 3121,    - скорости сдвигов в 

плоскостях (
2ξξ1
) и ( 31ξξ ) соответственно; 

11æ  – скорость изменения закрутки оси 
1  в 

системе 321 ξξОξ ; 
21æ  - скорость изменения кривизны проекции оси 

1  на плоскость (
21ξξ ); 

31æ  – то же, на плоскость ( 31ξξ ). В пределах рассматриваемого сечения бруса эти величины 

не зависят от координат 
2ξ , 3ξ  рассматриваемой точки сечения. 

Подставляя (5) в (4), получим 
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Подставляя (5) в (3), получим 
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Внутренние силы и моменты в сечении бруса в системе 321 ξξОξ  определяются формулами 

[12]: 
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Здесь n - число компонент композита; jA*  - площадь сечения j–й компоненты; 
1N  - 

нормальная к сечению сила; 3121, QQ  – касательные к сечению силы; 
1M  – момент 

относительно оси 
1  («крутящий» момент); 32 , MM  - моменты относительно осей 

2ξ  и 3ξ , 

соответственно («изгибающие» моменты).  

Подставляя (7) в (8), получаем 
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Параметрические уравнения (9) описывают предельную поверхность в пространстве ВСФ 

1N , 
21Q , 31Q , 

1M , 
2M , 3M . Параметрами в них являются отношения величин 

1e , 
21 , 31 , 

11æ , 
21æ , 31æ  между собой. Как отмечено в работе [12], задав некоторое кинематически 

возможное поле скоростей деформаций, которое, в общем случае, не совпадает с 

соответствующим истинным полем, мы накладываем на механическую систему 

дополнительные связи, что делает систему «жѐстче». Поэтому использование соотношений 

(5) и других геометрических гипотез приводит к тому, что уравнения (9) оценивают 

прочностные характеристики композитных брусьев «сверху», которые могут совпасть, а 

могут и не совпасть, с соответствующими истинными прочностными характеристиками. 

Уравнения (9) могут быть использованы, в частности, для оценки прочности 

железобетонных брусьев (в общем случае в рассматриваемом сечении бруса могут 

присутствовать сечения арматур различных классов), брусьев, сечения которых составлены 

из различных изотропных материалов. Причѐм могут рассматриваться не только 

поперечные, но и произвольные, наклонные по отношению к продольной оси, сечения 

рассматриваемого бруса. 

Алгоритм построения сечений поверхности прочности. 

В общем случае не удаѐтся исключить параметры из системы уравнений (9). Чтобы 

наглядно представить, с чем мы имеем дело, и не упустить из виду характерные точки 

поверхности (9), приходится строить еѐ различные сечения, с использованием 

соответствующих алгоритма и программы для ЭВМ. Рассмотрим алгоритм построения 

сечения поверхности (9) на примере еѐ пересечения с плоскостью
21MM : 
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1. Задать последовательность значений l

11æ , l

31æ , 3,...2,1,l  . 

2. Решить систему уравнений 

01 
lN , 021 

lQ , 031 
lQ , 03 

lM                                           (11) 

относительно le1
 , l

21 , l

31 , læ21
 . Левые части уравнений (11) определяются правыми 

частями формул (9). 

3. По известным значениям le1
 , l

21 , l

31 , læ11
 , læ31

 , læ21
 , используя (9), определить lN1 , 

lQ21 , lQ31
, lM1 , lM 2 , lM 3 . Точка, координаты которой равны этим значениям внутренних сил и 

моментов, лежит одновременно на поверхности (9) и на плоскости 
21ОMM , т. е. 

принадлежит искомому сечению.  

4. Повторяя эту процедуру для различных комбинаций l

11æ , l

31æ , получим ряд точек, 

принадлежащих предельной кривой на плоскости 
21ОMM . Найдя достаточное число таких 

точек, строим искомую кривую.  

Система, аналогичная (11), может содержать от одного до пяти уравнений. Решение таких 

систем не представляет собой тривиальную задачу, так как искомые переменные  
le1
 , l

21 , 
 
, læ21
 , например, входят в выражение (6) для 

l

jλ
 , а через неѐ – в интегралы (10). Так 

как имеет значение только направление вектора   Tllllll æææe 21311131211 ,,,,,   а не его длина, то 

можно задать значения l

11æ , l

31æ , например, используя формулы 

)cos(11  læl , )sin(31  læl , ml ,1 , где m/2  , где m - число искомых точек на 

плоскости 
21ОMM . 

Примеры расчётов. 

Железобетонная балка покрытия промышленного здания имеет длину 20 м (рис. 1а). 

Сопротивление бетона сжатию для первой группы предельных состояний [13] принято 25,35 

МПа. Рабочая арматура – преднапряжѐнная, класса К-19. Схема армирования поперечного 

сечения балки приведена на рис. 1б. Диаметр сечения одного армирующего троса – 0,014 м. 

Прочность арматуры принята равной 1160 МПа. На рис. 2 О – центр площади поперечного 

сечения балки, 32ξξ  - главные центральные оси, сетка координат – в м. На этом же рисунке 

указано разбиение сечения на треугольные конечные элементы при численном определении 

интегралов (10). В таблице 1 приведены расчетные значения изгибающих моментов в 

различных поперечных сечениях балки. Здесь xL  - расстояние от опоры до рассматриваемого 

сечения балки, L - длина пролѐта, f  - коэффициент надѐжности по нагрузке. На рис. 3а 

приведена предельная кривая в плоскости 231MQ  (поперечный прямой изгиб, 31Q  - 

горизонтальная ось) для сечения, изображѐнного на рис. 1б (сечение 6-6, табл. 1), 

построенная с использованием вышеописанного алгоритма и уравнений (9). При этом в 

пространстве напряжений условие предельного состояния бетона определяется уравнением 

,11189,01189,0650,00272,0 2

13

2

1211

2

11                           (12) 

а для стали – уравнением  
22

13

2

12

2

11 116033                                                        (13) 
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а) б) 

Рис. 1 – а) фрагмент поперечного сечения промышленного здания с указанием 

рассчитываемой балки; б) схема армирования поперечного сечения балки 

 

 
Рис. 2 – Система координат 321 ξξОξ  и схема разбиения поперечного сечения балки на 

конечные элементы 
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Таблица 1 – Расчетные значения изгибающих моментов в различных поперечных 

сечениях балки 

Сечение балки Lx/L Lx,м 

Значение моментов, кН·м, при нагрузках 

полных расчетных 

при f = 1 

 

полных расчетных при f 

> 1 

0 – 0 

1 – 1 

2 - 2 

3 – 3 

4 – 4 

5 – 5 

6 - 6 

0,0085 

0,03 

0,059 

0,167 

0,333 

0,35 

0,5 

0,17 

0,6 

1,16 

3,29 

6,56 

6,9 

9,85 

59,980 

207,104 

395,128 

990,051 

1580,761 

1619,115 

1779,247 

76,959 

265,729 

506,975 

1270,301 

2028,221 

2077,431 

2282,891 

1/6L 1/6L

5

1/6L

210 3 4 6

5210 3 4 6

L=19700

 
 

 
 

а) б) 

Рис. 3 – Предельные кривые: а) в плоскости 231MQ , б) в плоскости 32MM  

 

На рис. 3б приведена предельная кривая в плоскости переменных 32MM  (косой изгиб, 

2M  - горизонтальная ось). На этих рисунках силы – в МН, моменты- в МНм. Из 

соответствующей рис. 3а таблицы (которая здесь не приведена) следует, что предельная 

комбинация ВСФ имеет следующие значения: 1N =-0.0115 МН; 21Q =0 МН; 31Q =0 МН;  

1M =0 МНм; 2M =-3.2588 МНм; 3M =-0.0316 МНм; Здесь значения 21Q , 31Q , 1M , 3M  

незначительно отличаются от нуля, что связано с численным методом решения системы 

уравнений, аналогичной (11). Как видно из приведѐнных значений, коэффициент запаса по 

изгибающему моменту 2M  для сечения 6-6 (табл. 1) равен 3.2588/2,282891≈1,428. Отметим 

ещѐ раз, что уравнения (9) оценивают несущую способность рассматриваемой балки сверху. 

Следует также отметить, что предельное состояние балки по второй группе (по раскрытию 

трещин, по перемещениям) [13] нами в данной работе не исследовано. 
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СРАВНЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ 2-АМИНО-1,3-ТИАЗОЛА И 2-АМИНО-1,3,4-

ТИАДИАЗОЛА В КАЧЕСТВЕ ИНГИБИТОРОВ КИСЛОТНОЙ КОРРОЗИИ CТАЛИ 

 

Показано, что 2-амино-1,3-тиазол значительно эффективнее замедляет коррозию стали 

в хлороводородной кислоте, чем 2-амино-1,3,4-тиадиазол. Для объяснения этого различия 

использованы квантово-химические методы расчета структуры исследуемых соединений, 

также определено изменение рН при реакции исследуемых соединений с эквивалентным 

количеством хлороводородной кислоты. Установлено, что в тиазольном кольце атом азота 

несет достаточно большой по модулю отрицательный заряд, в отличие от обоих атомов 

азота в тиадиазольном кольце, что повышает вероятность протонирования тиазольного 

кольца. В растворе хлороводородной кислоты поверхность металла адсорбирует хлорид-

ионы и заряжается отрицательно, поэтому более протонированный ион с бо льшим 

положительным зарядом лучше адсорбируется на поверхности металла и показывает 

больший защитный эффект. 

 

Ключевые слова: 2-амино-1,3-тиазол, 2-амино-1,3,4-тиадиазол, коррозия, квантово-

химические расчеты, электронная плотность, протонирование. 

 

Введение 

Амины являются распространенными ингибиторами коррозии металлов, благодаря 

образованию донорно-акцепторной связи между атомами азота и поверхностью металла. 

Представляет интерес исследовать в качестве ингибиторов соединения, содержащие атомы 

азота как в аминной группе, так и в заместителях при ней.  

Ранее нами исследован ряд производных тиадиазола, а также тиазола в качестве 

ингибиторов коррозии в кислых средах [1,2]. Основными методами исследований 

эффективности потенциальных ингибиторов обычно являются гравиметрический метод 

определения скорости коррозии стальных образцов, метод поляризационных кривых, метод 

электрохимической импедансной спектроскопии.  

Результаты и их обсуждение 

Гравиметрический метод определения защитного действия ингибитора достаточно 

информативен, поскольку образцы выдерживаются в коррозионной среде длительное время 

(24 ч). В данной работе исследования проведены в растворе хлороводородной кислоты с 

концентрацией 5% и 20% (масс.), концентрация ингибитора в каждом растворе составляла 

0.05 и 0.1 г/л.  

Защитное действие ингибитора определяли по формуле: 

0

0 100)(
,%

К

КК
Z


  , 

где К0 - скорость коррозии без ингибитора, К - скорость коррозии с ингибитором, г/м
2
*ч.  

Для гравиметрических испытаний образцы стали марки Ст3 состава, % мас.: Fe – 98,36; С 

– 0,2; Mn – 0,5; Si – 0,15; Р – 0,04; S – 0,05; Сr – 0,3; Ni – 0,2; Сu – 0,2 помещали в чистый 

раствор хлороводородной кислоты, а также с концентрацией ингибитора 0.05 и 0.1 г/л. 
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Результаты гравиметрического исследования защитного действия 2-аминотиазола и 2-

амино-1,3,4-тиадиазола в среде хлороводородной кислоты с концентрацией 5% и 20% масс. 

представлены в таблице 1. Поскольку молекулярная масса соединений близка (100.14 г/моль 

для 2-амино-1,3-тиазола и 101.13 г/моль для 2-амино-1,3,4-тиадиазола), то можно считать, 

что при одинаковых весовых концентрациях (г/л), использованных при испытаниях, 

молярные концентрации ингибиторов тоже достаточно близки для сравнения 

ингибирующего эффекта двух молекул. 

Таблица 1. Защитное действие ингибиторов, определенное гравиметрическим методом 

Ингибитор Концентрация 

кислоты, % масс. 

Концентрация ингибитора 

в растворе кислоты, г/л 

Z, % 

2-амино-1,3-тиазол 5 0.05 52.4 

0.1 70.9 

20 0.05 35.3 

0.1 41.4 

2-амино-1,3,4-тиадиазол 5 0.05 40.1 

0.1 46.2 

20 0.05 26.5 

0.1 32.1 

Видно, что 2-аминотиазол во всех случаях показывает лучшее защитное действие, чем 2-

амино-1,3,4-тиадиазол. Незначительное различие в строении вызывает существенное 

изменение защитного действия. Целью статьи является объяснение этого факта. 

Разницу в защитном эффекте ингибиторов можно объяснить с помощью квантово-

химических расчетов, для выполнения которых использован программный комплекс Firefly 

820 [3]. Для поиска информации о геометрии молекул использована база данных PubChem 

[4,5].  

Расчеты выполнены с использованием базиса 6-311G(d) по методу теории функционала 

плотности с функционалом B3LYP с полной оптимизацией геометрии молекулы. Гидратация 

молекул и ионов учтена с помощью сольватационной модели DPCM.  

 
Рис. 1 Значения электронной плотности на атомах азота в молекулах ингибиторов 

На рис.1 приведены значения электронной плотности (в долях заряда электрона) на 

атомах азота в рассматриваемых молекулах. 

Молекула амина в растворе сильной кислоты протонируется по реакции: 

RNH2 + H3O
+
 = RNH3

+
 + H2O 

Тиазольное и тиадиазольное кольца в молекулах также могут протонироваться. Сам по 

себе 1,3-тиазол — более сильное основание, чем 1,3,4-тиадиазол. Согласно [6], показатель 

константы основности 1,3-тиазола равен 11,47, показатель константы основности 1,3,4-

тиадиазола (по первой ступени) равен 14,9 [7]. Показатель константы основности 1,3,4-

тиадиазола по второй ступени неизвестен. Предполагается, что протонирование обоих 

атомов азота в тиадиазольном кольце маловероятно [7]. 

Как видно из рисунка, атомы серы в обоих соединениях несут примерно одинаковый 

заряд. В тиазольном кольце заряд на атоме азота превышает по модулю заряд обоих атомов 
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азота тиадиазольного кольца. Достаточно большой отрицательный заряд атома азота говорит 

о том, что тиазольное кольцо более склонно к протонированию, чем тиадиазольное.  

В растворе хлороводородной кислоты сталь насыщается хлорид-ионами и приобретает 

отрицательный заряд [8]. Это значит, что в среде хлороводородной кислоты будут 

эффективны ингибиторы, образующие положительно заряженные ионы. Многозарядный ион 

обеспечивает лучшую диффузию к поверхности металла и лучшую адсорбцию. Можно 

предположить, что 2-амино-1,3-тиазол более склонен к образованию двухзарядного иона (за 

счет протонирования аминогруппы и атома азота в кольце). Конечно, 2-амино-1,3,4-

тиадиазол также может образовать многозарядный ион (двух- или трехзарядный). Но, 

учитывая более низкую электронную плотность на атомах азота в тиадиазольном кольце, 

можно предположить, что концентрация многозарядных ионов в случае 2-амино-1,3,4-

тиадиазола будет ниже. 

Для проверки этой гипотезы следует оценить константы основности аминогрупп и 

тиазольного/тиадиазольного колец.  

Экспериментально оценить основность исследуемых соединений можно с помощью 

измерения рН. Для этого нужно сравнить, насколько данные соединения повышают рН 

раствора хлороводородной кислоты. Оценка основности ингибиторов проводилась по 

следующему алгоритму: 

1. Приготовление раствора хлороводородной кислоты с концентрацией 1.2*10
-3

 моль/л. 

Такая концентрация выбрана в связи с удобством приготовления раствора и из соображений 

экономного расходования ингибитора. Кислота с концентрацией 37% (масс.) имеет 

молярную концентрацию 12.01 моль/л. 0.1 мл раствора концентрированной кислоты — 

объем, который легко отмерить с помощью пипетки, — содержит 1,2*10
-3 

моль 

хлороводорода. Этот объем концентрированной кислоты добавляли в колбу объемом 1 л и 

доводили до метки дистиллированной водой. С помощью рН-метра Анион 4100 и электрода 

ЭСК-10601/7 определяли рН полученного раствора. 

2. Добавление в раствор ингибитора в количестве, равном количеству кислоты. Для 

реакции ингибитора с 500 мл 1.2*10
-3

 М раствора HCl нужно взять примерно 0.06 г 

ингибитора, такое количество, на наш взгляд, оптимально.  

3. Измерение рН полученного раствора.  

2-амино-1,3-тиазол растворяется в хлороводородной кислоте значительно быстрее, чем 2-

амино-1,3-4-тиадиазол. Добавление эквивалентного количества 2-амино-1,3,4-тиадиазола к 

раствору 1.2*10
-3

 М HCl повышает рН на 0.182 единицы, в то время как добавление 

эквивалентного количества 2-амино-1,3-тиазола к этому раствору повышает рН на 0.657 

единиц. Это говорит о большей основности 2-амино-1,3-тиазола по сравнению с 2-амино-

1,3,4-тиадиазолом. По данным расчетов электронной плотности, в обоих соединениях атомы 

азота аминогруппы имеют примерно одинаковый заряд, что говорит о близости констант 

основности аминогрупп [8]. Это дает возможность предположить, что разница в основности 

соединений обусловлена именно разной степенью протонирования тиазольного и 

тиадиазольного колец — тиазольное кольцо лучше протонируется, и 2-амино-1,3-тиазол с 

большей вероятностью образует двухзарядный ион, чем 2-амино-1,3,4-тиадиазол. Это 

значит, что 2-амино-1,3-тиазол лучше адсорбируется на поверхности стали, что и 

обуславливает его больший защитный эффект по сравнению с 2-амино-1,3,4-тиадиазолом.  

Выводы 

Таким образом, можно предположить, что тиазольное кольцо, введенное в молекулу 

ингибитора, обеспечивает лучшее защитное действие, чем тиадиазольное, что 

обусловливается лучшей диффузией ингибитора к поверхности металла. Однако это 

выполняется только для кислых коррозионных сред, в которых поверхность металла 

заряжается отрицательно. Практическая польза данного исследования состоит в том, что в 

уже исследованных производных 1,3,4-тиадиазола [1,2] можно заменить тиадиазольное 

кольцо на тиазольное, что может привести к росту защитного действия ингибиторов. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 17-43-590419). 
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ПРИМЕНЕНИЕ ПЬЕЗОКВАРЦЕВОГО ДЕТЕКТИРОВАНИЯ  

ДЛЯ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ БИОСОРБЕНТОВ 

 

Проведена оценка сорбционной активности полисахарида гиалуроновой кислоты 

(гиалуронана) в отношении двухвалентных ионов тяжѐлых металлов (Pb 2 , Cd 2 ) методом 

пьезокварцевого микровзвешивания. Показано, что эффективность сорбции ионов свинца 

гиалуронаном в три раза выше, чем для ионов кадмия. 

 

Ключевые слова: биосорбенты, гиалуроновая кислота, ионы тяжѐлых металлов, 

пьезокварцевые сенсоры. 

 

Использование биосорбентов различной природы (углеводы, белки, конъюгаты на их 

основе - гликолипиды, гликопротеины) для выведения ионов тяжелых металлов из организма 

в последнее время находит широкое применение в медицине поскольку, обладая высокими 

сорбционными свойствами, они не оказывают негативного влияния на организм. 

Общий подход к определению сорбционной активности сорбента методами, традиционно 

используемыми для этой цели, предусматривает замеры исходной концентрации ионов 

металла в растворе и остаточной концентрации в растворе после добавления сорбента с 

последующим пересчетом количества сорбированного вещества на 1 г сорбента [1, 2]. При 

этом, проведение анализа осуществляется в несколько последовательных стадий: 

- приготовление модельного раствора с известной концентрацией; 

- внесение заданного количества биосорбента; 

- экспозиция биосорбента в растворе при определѐнных условиях (скорость 

перемешивания, температура, pH) в течение фиксированного времени; 

- удаление биосорбента из раствора; 

- определение остаточного содержания ионов металлов в растворе. 

Контроль остаточного содержания ионов металла в растворе может производиться 

различными методами, при этом наибольшее распространение получили: титриметрия [2], 

атомно-абсорбционная спектроскопия [3], инверсионная вольтамперометрия [4], атомно-

эмиссионная спектрофотометрия [5]. 

Несмотря на широкое распространение и общепризнанность данного подхода при 

определении сорбционной активности нельзя не отметить следующие недостатки: 

- многостадийность анализа; 

- необходимость использования достаточно большого количества полисахарида (граммы) 

и продолжительность процесса сорбции ионов из раствора; 

- длительность, трудоѐмкость и необходимость использования дорогостоящего 

оборудования, а также высокие требования к квалификации персонала; 

- косвенное определение количества сорбированного вещества по изменению его 

исходной концентрации. 

Одним из перспективных методов определения сорбционной активности биосорбентов 

является гравиметрическое детектирование, которое позволяет значительно сократить время 

анализа (несколько минут) и использовать меньшее количество тестируемого образца 

(количество сорбента для анализа 0,5 - 1,0 миллиграмма). Кроме этого, поскольку 

определение массы сорбированного вещества осуществляется непосредственно по 

приращению массы гидрогеля на поверхности детектора, анализ производится одну стадию. 
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Пьезокварцевый биосенсор, как описано в целом ряде работ [6 - 8], представляет собой 

комбинированное устройство, состоящее из двух частей - биохимической (распознающий 

слой) и физической (регистратор сигнала). Аналитическим сигналом такого сенсора, служит 

изменение частоты колебаний пьезокварцевого резонатора (∆F) при изменении массы 

биослоя [9]. 

В экспериментах использовали пьезокварцевые термостабильные резонаторы АТ-среза 

(10 МГц ±1 Гц), с золотыми электродами диаметром 4 мм (ЗАО «ЭТНА, Россия), на 

поверхности которых закрепляли гиалуронан, выделенный из пупочных канатиков (М=40-

1000 кДа, ООО НЛП «Жеспар-Биос», г.Уфа). Для получения тонкой пленки на поверхности 

электродов использовали водные растворы гиалуронана различных концентраций (0,1 – 

2,0%). Закрепление молекул полисахарида на поверхности электрода осуществляли двумя 

методами: кросс-связыванием и ковалентной пришивкой [7]. 

Результаты влияния способа формирования рецепторного покрытия электрода на 

характеристики биосенсора представлены в таблице 1.  

Таблица 1 - Влияние способа формирования рецепторного покрытия электрода на 

характеристики биосенсора 

Способ 

иммобилизации 

СНА, 

% 

mАПТЭС, 

мкг 

mНА, 

мкг 

mбиос, 

мкг 

Sm биослоя, 

Гц/мкг 

Количество 

измерительных 

циклов 

Кросс-связывание 

0,1 - - 3,39 37,39 5 

0,25 - - 3,78 45,42 6 

0,5 - - 4,11 60,51 7 

1,0 - - 4,56 120,76 16 

2,0 - - 5,03 145,48 21 

Ковалентное 

закрепление 

0,1 16,28 61,38 77,66 7,32 8 

0,25 16,32 109,02 125,34 12,89 11 

0,5 16,27 145,52 161,79 19,94 13 

1,0 16,29 182,27 198,56 20,86 17 

2,0 16,31 217,81 234,12 24,70 19 

Установлено, что способ иммобилизации полисахарида существенным образом влияет на 

массу и чувствительность биослоя. Так при использовании 2 %-ых растворов полисахарида 

кросс-связывание позволяет получать более тонкие плѐнки по сравнению ковалентной 

иммобилизацией (5,03 и 234,12 мкг соответственно) при сравнимом уровне устойчивости 

плѐнок (21 и 19 соответственно). 

Для исключения перегрузки сенсора во время измерений необходимо чтобы масса 

рецепторного слоя пьезокварцевого биосенсора была минимальна, поэтому дальнейшие 

измерения производили на сенсорах иммобилизованных кросс-связыванием с 

использованием 1 % раствора гиалуронана. 

Сорбционную активность полисахарида оценивали по способности связывать ионы 

кадмия и свинца в модельных растворах Cd(NO3)2, Pb(NO3)2 с молярной концентрацией 0,03 

моль/л, рис. 1. 
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Рис. 1 - Зависимость аналитического сигнала сенсора от природы катиона (I – катионы 

кадмия, II – катионы свинца) 

Максимальная величина аналитического сигнала сенсора наблюдается при сорбции ионов 

свинца (ΔF=5273 Гц), для кадмия - значительно ниже (ΔF=1577 Гц). Это может быть связано 

как с молекулярной массой иона (свинец - М=207,19 г/моль, кадмий - М=112,40 г/моль), так 

и с его радиусом (120 пм и 97 пм соответственно). 

Установлен линейный диапазон определяемых концентраций для катионов свинца (Pb 2 ) 

и кадмия (Cd 2 ), составляющий 0,16-10,00 мкг/мл и 0,32-16,00 мкг/мл соответственно [8]. 

На основании полученных данных с учетом уравнения Зауэрбрея [9] произведѐн расчет 

массы сорбированных ионов свинца и кадмия и определена сорбционная активность 

гиалуронана в тонкой плѐнке, табл. 2. 

Таблица 2. Сорбционная активность гиалуронана по отношению к ионам свинца и кадмия. 

Определяемые ионы mбиослой, мкг mсорб ионы, мкг 
Сорбционная ѐмкость,  

мкг металла/мкг пленки 

Рb
2+

 
4,56 

1,19 0,26 

Cd
2+

 0,36 0,08 

Как видно из полученных данных, гиалуронан в три раза более активно сорбирует ионы 

свинца (0,26 мкг на мкг пленки), что может быть обусловлено более высокой массой иона. 

Расчет числа моль каждого иона указывает на их близкие значения (0,005 и 0,003), однако, 

более крупные ионы свинца, вероятно, взаимодействуют с большим числом активных 

центров макромолекул полисахарида. 

В результате проведенного исследования показана возможность оценки сорбционной 

активности гиалуронана по отношению к ионам свинца и кадмия методом пьезокварцевого 

детектирования. 

Показано, что более простым и эффективным способом получения рецепторных пленок на 

поверхности пьезокварцевого резонатора является кросс-связывание с использованием 

глутарового альдегида. 

Изучено влияние различных факторов (масса и метод формирования пленки, 

концентрация полисахарида при получении оптимального по чувствительности тонкого 

слоя) для быстрого (не более 10 минут) определения активности биосорбента.  

Исследовано влияние концентрации водного раствора полисахарида на качество 

рецепторного покрытия электрода пьезокварцевого сенсора. Показано, что наиболее 

активные и устойчивые пленки получены при использовании концентрации гликана, 

соответствующей 1%. 

Для оценки активности полисахаридных биосорбентов в отношении ионов тяжѐлых 

металлов (Рb
2+

, Cd 
2+

) предложен гравиметрический метод, который позволяет с высокой 

чувствительностью (на уровне мкг) осуществлять определение сорбционной активности в 

одну стадию, а также значительно сократить время анализа и расход полисахарида. 
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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ МЕТОДА КОНТРОЛЯ ГЛУБИНЫ 

ЗАКАЛКИ ДЕТАЛЕЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ ЧАСТИ ЛОКОМОТИВОВ 

 

Исследуются вопросы выбора наилучшего материала для призмы пьезоэлектрического 

преобразователя для разработанного ультразвукового метода контроля глубины 

поверхностной закалки деталей механической части локомотивов. 
 

Ключевые слова: локомотив, механическая часть, деталь, закалка, глубина, метод, 

неразрушающий контроль, совершенствование. 
 

Высокая конкуренция в транспортном секторе диктует обновленные нормы скоростей 

перевозки и безотказности в эксплуатации локомотивов. При этот диагностические 

параметры одних из самых динамически нагружаемых поверхностно закаленных деталей 

механической части – не контролируются или контролируются устаревшими разрушающими 

методами. Для решения этой проблемы, нами был разработан неразрушающий 

ультразвуковой метод контроля глубины термоупрочненного профиля поверхностно 

закаленных деталей механической части локомотивов [1]. Амплитуда сигналов рассеяния 

вплотную приближается к максимальной чувствительности приемника стандартного 

дефектоскопа, таким образом полезный сигнал рассеяния может не разрешаться с 

электрическими и структурными шумами на А-скане. Чтобы увеличить соотношение 

«сигнал/шум» необходимо: применить методы коррекции сигналов и аппаратной коррекции 

сигналов [2]; уменьшить потери ультразвуковой энергии в системе «пьезоэлектрический 

преобразователь – объект контроля» («ПЭП–ОК»). 

Ультразвуковая энергия излучается пьезопластиной в призму. В призме возбуждается 

продольная ультразвуковая волна. Волна распространяется до границы призмы – тонкий 

слой контактной жидкости – металл, частично затухнув. Далее, на границе часть энергии 

отразится обратно в призму, а остальная ультразвуковая энергия уйдет в слой контактной 

жидкости и далее в объект контроля. Следовательно, для того чтобы максимальное 

количество энергии перешло из преобразователя в «ОК» необходимо выполнение 

следующих условий: 1) затухание ультразвуковой волны в призме должно быть 

минимальным; 2) коэффициент прозрачности по энергии на границе «призма – контактная 

жидкость – металл» должен быть максимальным. 

Добиться этого можно выбором наилучшего материала для призмы ультразвукового 

датчика. Ослабление ультразвуковой волны происходит за счет расхождения пучка, а также 

за счет затухания волны в среде распространения. Расхождение пучка оказывает сильное 

негативное влияние на амплитуду сигналов только на расстоянии больше зоны Френеля x > 

N, которая определяется как: 

λ4

2




d
N ,       

(1) 

где d – диаметр пьезопластины, λ – длина волны в призме. 

Для частоты f = 15 МГц и d = 6 мм [3], получаем для оргстекла N = 50 мм. Что больше 

пути ультразвуковой волны в призме. То есть х < N, волна распространяющаяся в пределах 

зоны Френеля, следовательно, волна плоская. Таким образом расхождением ультразвукового 

пучка можно пренебречь. 
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Затухание ультразвуковой волны в среде описывается коэффициентом затухания δ, он 

показывает на каком расстоянии х от излучателя начальное акустическое давление p0 

ослабнет в е раз [4]: 
xepp δ

0
 .      

(2) 

Коэффициент затухание ультразвука δ складывается из двух составляющих: 

 = п + р,       (3) 

где δп – коэффициент поглощения, δр – коэффициент рассеяния. 

В качестве материала для призмы в основном используют различные пластики, они 

обладают микрогетерофазной структурой, т. е. образованной частицами и агрегациями 

микродисперсной фазы, распределенными в однородной дисперсионной среде. Даже для 

достаточно высоких частот выполняется условие: 

λ  Dн,       (4) 

где Dн  – средний размер частиц микродисперсной фазы. 

Для оргстекла Dн = 0,1–2,5 мкм [4], что на три порядка меньше длины волны частотой 15 

МГц. Таким образом, эффектом рассеяния в призме, так же можно пренебречь. Поглощение 

представляет собой непосредственное преобразование ультразвуковой энергии в тепло. В 

нашем случае, основной вклад в затухание оказывает поглощение ультразвуковой энергии 

средой. 

Определим, какая часть ультразвуковой энергии попадает из призмы в объект контроля. 

На рис. 1 схематично изображен процесс отражения и прохождения ультразвуковой волны 

на границе «призма – объект контроля». 

 

 

Рис. 1. Схема падения линейно 

поляризованной волны  

на границу двух сред 

Рис. 2. Принципиальная схема 

измерения коэффициента 

поглощения 

Линейно-поляризованная волна (Lпад) падает на границу раздела сред. Далее часть волны 

отражается от поверхности, преобразовываясь при этом в отраженную линейно-

поляризованную волну (Lотр) и поперечно-поляризованную волну (Tотр). Остальная энергия 

проходит через границу, преобразовываясь в поперечно-поляризованную прошедшую волну 

(Tпр). Линейно-поляризованная волна в объекте контроля (Lпр) не возбуждается, так как 

волна Lпад падает между первым и вторым критическими углами. 

В нашем случае угол преломления γ1 определен [5] и составляет 45. Углы θ и γ 

определяются из соотношения Снелиусса. Характеристики упругих сред, призмы и объекта 

контроля: ρ и ρ1 – плотности сред; k, ϰ, k1, ϰ1 – волновые числа продольных и поперечных 

волн; с, b, с1, b1 – скорости продольных и поперечных волн, соответственно. Тогда 

коэффициент прозрачности по энергии Elt (или коэффициент трансформации по энергии) для 

поперечно-поляризованной волны в валике рессорного подвешивания Тпр определяется как 

[6]: 

2

1

1

tgγρ

tgθρ
ltlt WE 




 ,     (5) 

где Wlt – коэффициент прозрачности по амплитуде. 
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Экспериментальные исследования проводились на установке «Эталон». Образец поме-

щался в иммерсионную ванну и измерялось относительное падение амплитуды между пер-

вым и втором донными сигналами. Принципиальная схема измерений изображена на рис. 2. 

ПЭП и образец толщиной r помещаются в иммерсионную ванну с водой. 

Пьезоэлектрический преобразователь излучает ультразвуковую волну в иммерсионную 

среду [5]. Достигнув объекта контроля волна частично отражается от лицевой поверхности 

ОК и попадает обратно на ПЭП (поверхностный сигнал), частично проникает в ОК. Далее 

волна распространяется в ОК и достигнув донной поверхности отражается от нее. Достигнув 

лицевой поверхности, ультразвуковая волна частично проходит сквозь нее в иммерсионную 

среду и далее на ПЭП (первый донный сигнал, AI), частично отражается от нее и двигается к 

донной поверхности [6]. Далее опять происходит отражение от донной поверхности и на 

ПЭП попадает второй донный сигнал AII. Коэффициент поглощения (затухания) вычисляется 

по формуле: 

r




2

AA
δ III

.
      (6) 

В качестве образцов использовались следующие пластики: кристаллический полистирол, 

оргстекло, оргстекло марки «plexiglass», полиацеталь, ЭД-20 [11]. Результаты представлены 

в таблице. 

Таблица 

Результаты измерений коэффициентов поглощения 

и прозрачности для различных материалов 

Материал 
Коэффициент поглощения, 

δ, дБ/мм 

Коэффициент 

прозрачности по энергии, Еlt, 

% 

полистирол 0,324 20,6 

оргстекло 1,411 22,6 

plexiglass 1,253 21,6 

полиацеталь – 26,7 

ЭД-20 – 24,5 

 

Для образцов, выполненных из полиацеталя и ЭД-20 не определен коэффициент 

поглощения, так как не удалось измерить второй донный сигнал, в виду большого затухания 

в этих материалах. Минимальное значение коэффициента поглощения равное 0,324 дБ/мм 

соответствует кристаллическому полистиролу. Что касается коэффициента прозрачности по 

энергии, то максимальное значение 26,7 % соответствует полиацеталю. Минимальное 

значение 20,6 % характеризует полистирол. В данном случае ввиду небольшого различия по 

коэффициенту прозрачности и значительному различию в коэффициенте поглощения, в 

качестве призмы ПЭП предпочтительно использовать полистирол. 

В результате выполненного исследования определен наилучший материал для призмы 

пьезоэлектрического преобразователя. Приведены результаты измерения коэффициентов 

затухания ультразвука и коэффициентов прозрачности по энергии для различных материалов 

ПЭП. Минимальное затухание δ = 0,324 дБ/мм на частоте 15 МГц наблюдается в 

кристаллическом полистироле, этому же образцу соответствует минимальный коэффициент 

прозрачности Еlt = 20,6 %. Из-за незначительной разницы между коэффициентами 

прозрачности (максимальный 26,7 %) и значительной разницы в затухании, в качестве 

наилучшего материала призмы ПЭП выбран кристаллический полистирол. 
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ОЦЕНКА РАБОТОСПОСОБНОСТИ СВАРНЫХ СОЕДИНЕНИЙ 

ИЗ СТАЛИ 30ХМА  

 

В работе приведены данные испытаний на ударный изгиб образцов сварных соединений из 

стали 30ХМА в интервале температур от +20 до +250 °С. Показано, что применение 

сварных соединений из этой стали при динамическом нагружении следует ограничивать 

при температурах, близких к 100 °С. 

 

Ключевые слова: сварные соединения, сталь 30ХМА, работоспособность. 

 

Разрушение крупногабаритных конструкций зачастую проходит по сварным швам, 

которые могут стать инициаторами хрупких трещин. В таких изделиях наличие самой зоны 

сварного шва и зон термического влияния сказывается на склонность к хрупкому 

разрушению значительно сильнее, чем неравномерность структуры свариваемого материала, 

получаемой в результате неполной прокаливаемости [1, 2]. 

Если при исследованиях на склонность к хрупким разрушениях конструкционных 

материалов изучается влияние формы и глубины надреза и имеются многочисленные данные 

о влиянии масштабного фактора на результаты испытаний [3-5], то при испытаниях сварных 

соединений этим факторам уделяется незаслуженно малое внимание. В справочной 

литературе либо не приводится информация, либо крайне мало сведений о свойствах 

материала в зоне сварных соединений. 

Изложенное послужило основанием проведения исследования влияния высоких 

температур и величины сечения на склонность к хрупким разрушениям сварных соединений, 

полученных на стали 30ХМА методом ручной аргоно-дуговой сварки.  

Сталь 30ХМА применяется для изготовления валов, труб и деталей паропроводов, 

фланцев паровых турбин, эксплуатируемых при температурах до +450 °С [4, 5]. Поэтому 

важно иметь информацию о поведении сварных соединений из этой стали при повышенных 

температурах.  

Исследованная сталь имеет следующий химический состав, мас. %: 0.29 C; 0.27 Si; 0.6 Mn; 

0.95 Cr; 0.22 Mo; 0.02 S; 0.02 P; 0.2 Cu. Для получения сварных образцов использовали 

половинки ударных образцов сечением 10×10 и 30×30 мм. Сварка производилась «пакетом» 

попеременно с двух сторон способом ручной дуговой сварки. Предварительно 

производилась Х-образная разделка кромок на свариваемых элементах образцов. При сварке 

использовали присадочную проволоку марки Св-10ХМФТ Ø 1,6 мм для образцов сечением 

10×10 и Ø 3 мм для образцов сечением 30×30 мм. Для образцов сечением 10×10 мм при 

сварке корневые проходы осуществляли при величине тока в диапазоне 120…160 А, 

остальные – при величине тока 160 А. Для образцов сечением 30×30 мм сварку корневых 

проходов осуществляли при величине тока в диапазоне 120…160 А, остальные – при 

величине тока 240 А.  

После сварки для снятия остаточных внутренних напряжений заготовки подвергали 

отжигу при 650 °С. Затем образцы проходили механическую обработку в зоне шва, после 

чего в области шва прорезали V-образные надрезы с надрезом поверхности, параллельной 

поверхности контролируемого сварного соединения. Испытания образцов на динамический 

изгиб основного металла производили в соответствии [6], а образцов сварных соединений – в 

соответствии с [7]. Испытания проводили в диапазоне температур Tисп от +20 до +250 °С. На 

mailto:vologjanina@corp.ifmo.ru
mailto:mikki435@gmail.com
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одну точку испытывали 3 образца. В ходе испытаний определяли значения ударной вязкости 

KCV. Результаты испытаний представлены в табл. 1. 

 

Таблица – Результаты испытаний на ударный изгиб образцов из стали 30ХМА 

Размер сечения, 

мм 

Tисп, 

°С 

KCV, Дж/см
2
 

зона сварного 

шва 

основной 

металл* 

10×10 

+20 

+60 

+100 

+140 

+200 

+250 

36 

46 

96 

154 

162 

165 

120 

126 

156 

184 

232 

236 

30×30 

+20 

+60 

+100 

+140 

+200 

+250 

22 

36 

46 

75 

118 

123 

85 

94 

114 

130 

189 

198 

* Свойства основного металла после закалки 880 °С в масло и отпуска 540 °С. 

 

Полученные данные показывают, что основной металл обладает высоким запасом 

вязкости при разных сечениях образцов. Это подтверждают результаты фрактографических 

исследований – доля вязкой составляющей в изломе образцов основного металла при всех 

исследованных температурах составляет 85-100 %.   

Испытания сварных соединений на образцах с острым надрезом показали, что в них 

проявляется хрупкость в области сварного шва. Несмотря на то, что при повышении 

температуры испытания значения ударной вязкости возрастают как для сечения 10×10 мм, 

так и для 30×30 мм, возможен переход материала шва в хрупкое состояние.  

Сравнение результатов испытаний сварных образцов 10×10 и 30×30 мм показало, что 

увеличение сечения приводит к некоторому снижению значений ударной вязкости. Вместе с 

тем, образцы большего сечения имеют и более высокую температуру перехода в хрупкое 

состояние: +112 °С для образцов 30×30 мм , а для образцов 10×10 мм она составила +72 °С. 

Причиной такого различия могут служить стеснение деформации в зоне шва и 

неоднородность его макро-и микроструктуры. Полученные данные показывают, что очень 

пластичный и вязкий материал может давать хрупкое разрушение в сварных соединениях.  

Учитывая температуру применения этой стали до +450 °С, следует ограничивать 

применение сварных соединений из этой стали при динамическом нагружении уже при 

температурах, близких к 100 °С. 
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МЕТОДИКА ПОВЫШЕНИЯ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ РАСТАЧИВАНИЯ 

ОТВЕРСТИЙ НА СТАНКАХ С ЧПУ 

 

В работе представлены теоретические и практические результаты по управлению 

режимами резания при растачивании отверстий на станках с ЧПУ. Особое внимание 

уделено многопроходной обработке. Для которой описывается методика нахождения 

оптимального плана обработки по критерию максимальной производительности. 
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Введение 

Одним из основных средств автоматизации операций растачивания являются станки с 

ЧПУ. Очень часто при этом припуск на обработку изменяется вдоль контура 

обрабатываемой детали в широких пределах. В свою очередь, колебание припуска приводит 

к значительному колебанию силы резания и как следствие к возникновению дополнительной 

погрешности обработки [1]. 

При этом, от технолога требуется не только рассчитать траекторию движения 

инструмента, но и произвести адаптацию режимов и других факторов процесса резания к 

состоянию конкретной технологической системы. 

Таким образом, назначаемые технологом режимы резания оказываются существенно 

зависимыми от его субъективных решений и требуют в дальнейшем многократных 

корректировок. Поэтому целью работы является разработка расчетных методик по выбору 

числа технологических переходов, глубин резания и подач для обеспечения точности и 

производительности растачивания отверстий на станках с ЧПУ. 

Исследования показывают, что одной из доминирующих составляющих погрешности 

обработки на операциях растачивания являются погрешности от упругих деформаций 

элементов технологической системы [2]. 

Стабилизация упругих деформаций технологической системы для одного перехода легко 

реализуется на станке с ЧПУ путем управления силой резания за счет изменения подачи. 

Поэтому, на основе аналитических зависимостей на силы резания [3] разработана 

математическая модель управления подачей, функционально связывающая силы резания, 

жесткость технологической системы и погрешности обработки от колебаний еѐ упругих 

деформаций. 
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где: yK - коэффициент, учитывающий долю упругих деформаций в суммарной 

погрешности обработки;  - допуск на выполняемый размер; 

maxP , minP  - предельные в партии деталей значения величины касательного напряжения в 
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условной плоскости сдвига; min3l  max3l  - фаска износа по задней поверхности соответственно 

острозаточенной и предельно изношенного инструмента; minj , maxj
 - минимальная и 

максимальная жесткость технологической системы в плоскости получаемых размеров; 

RS KKK ,, 3  - коэффициенты, учитывающие влияние на погрешность обработки площадки 

износа по задней поверхности инструмента и радиуса обрабатываемого участка контура (с 

индексом 1 -для участков детали с максимальным припуском, 2 - для участков детали с 

минимальным припуском). 

Для проверки адекватности данной модели был проведѐн статистический анализ точности 

растачивания отверстий с данными подачами нескольких партий деталей на станке с ЧПУ 

модели 16К20Ф3 в условиях действующего производства. Результаты анализа показали, что 

полученная модель, верно, отражает влияние технологических параметров процесса 

механической обработки на разброс размеров в партии обрабатываемых деталей 

(расхождение действительных размеров и теоретически рассчитанных значений не 

превышало 10 – 15 %). 

В случае обработки отверстия за несколько технологических переходов возникает задача 

выбора оптимального их количества переходов и распределения припуска по переходам. При 

решении этой задачи кроме ограничений по точности и шероховатости необходимо 

учитывать дополнительный комплекс ограничений, накладываемых на режимы резания 

технологической системой. К ним относятся ограничения по прочности механизма подачи 

станка, по мощности привода главного движения и другие. Ограничения, учитывающие 

возникающие силовые нагрузки, рассчитывались также с использованием аналитических 

силовых зависимостей. 

В машиностроении наиболее полным критерием оптимальности при определении 

режимов резания является себестоимость технологической операции. К еѐ снижению 

приводит, в частности, повышение производительности обработки, в том числе за счет 

уменьшения основного времени. Поэтому, в качестве функции цели принималось уравнение 

по определению основного времени 
oT  [4]: 
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где k - номер перехода; kn  - частота вращения шпинделя; OKS -подача на оборот. 

Таким образом, задача выбора оптимального количества переходов, глубин резания и 

подач сводится к дискретной задаче отыскания кратчайшего по времени пути из начальной 

вершины графа, определяющей точность заготовки, в конечную вершину, определяющую 

точность готовой детали. 

Поставленная оптимизационная задача была решена с использованием метода 

динамического программирования [5]: Функциональное уравнение динамического 

программирования имеет вид: 

 ji

klklji TT ,

,,, min  , 0, MNT ,    (3) 

где jiT , - время кратчайшего пути из начальной вершины графа с координатами MN ,  в 

вершину с координатами ji, , 
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kl

,

,  - время пути из вершины с координатами kl,  в вершину с 

координатами ji, . 

Компьютерное моделирование процесса формирования точности обработки детали при 

одном, двух, трѐх, и т. д. числе переходов в условиях выполнения операции на одном станке, 

одним и тем же инструментом показывают, что заданная точность обработки может быть 

получена, либо путѐм обработки на малых минутных подачах за один переход, либо путѐм 

(постепенного) многократного уточнения за несколько переходов. 
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При этом на каждом из переходов используются более высокие минутные подачи, 

поэтому значение функции цели времени работы станка по программе будет часто меньше, 

чем за один переход. То есть при определѐнных условиях всегда можно найти оптимальное, 

по заданному критерию, количество переходов, при которых заданное значение функции 

цели будет минимальным. 

Разработанная методика назначения количества переходов, глубин резания и управления 

подачей на каждом переходе, позволяющая обеспечить требуемую точность обработки при 

минимальных затратах основного времени, может быть использована в качестве блока САПР 

по расчету режимов резания операций растачивания, а также непосредственно введена в 

программу управления современным станком с ЧПУ. 

Таким образом, в результате проведенных теоретических и экспериментальных 

исследований впервые разработана научно обоснованная методика комплексного 

определения количества переходов, глубины резания и подачи для широкого диапазона 

варьирования переменных условий процесса растачивания. Получены расчетные методики и 

математические модели для определения оптимального количества переходов, глубины 

резания и управления подачей с целью повышения точности и производительности 

обработки. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ ВЫСОКОСКОРОСТНОГО 

ФРЕЗЕРОВАНИЯ ЗАКАЛЕННЫХ СТАЛЕЙ 

 

В работе представлены результаты решения задачи повышения производительности 

высокоскоростного фрезерования закаленной стали, путем оптимизации глубины резания, 

подачи и скорости резания. 

 

Ключевые слова: станки с ЧПУ, высокоскоростная обработка, фрезерование, закаленные 

стали, режимы резания, оптимизация. 

 

Высокоскоростная обработка (ВСО) имеет достаточно широкое применение в различных 

отраслях машиностроения. Но при этом, достаточно затруднительно получить поверхность с 

заданными параметрами точности обработки и качества поверхностного слоя при 

обеспечении максимально возможной производительности. Так как отсутствуют расчетные 

методики определения режимов резания, которые позволили обеспечить вышеуказанные 

параметры для условий ВСО [1], [2]. 

Сами режимы резания для высокоскоростной обработки представлены в некоторых 

нормативных справочниках широко известных зарубежных фирм, занимающихся 

изготовлением режущего инструмента для станков с ЧПУ. Но подача и скорость резания в 

них представлены диапазонно, например, подача 0.05 – 0.2 мм/об. Поэтому при разработке 

управляющей программы технологу приходится принимать решение на основе собственного 

опыта и интуиции, либо затрачивать значительное время на отладку режимов резания для 

обеспечения точности и качества обработки. 

В настоящее время существуют модели и методики для расчета отдельных параметров, 

таких как шероховатость, микротвердость и др. Но все они выведены, как правило, для 

традиционных методов лезвийной обработки и не учитывают весь комплекс свойств, 

характеризующих состояние поверхности детали, ее точность. 

ВСО закаленных сталей характеризуется жесткими условиями локального 

термопластического сдвига. Это требует разработки научно обоснованных методик расчета 

режимов резания, которые бы обеспечивали точность поверхности и качество 

поверхностного слоя с заданными величинами остаточных напряжений, шероховатости, 

микротвердости, структурно-фазового состава и неоднородности свойств. 

Предлагается осуществлять расчет режимов резания на основе оптимизации 

технологических параметров: глубины резания, подачи и скорости резания. 

Как известно технологический процесс считается оптимальным, если обеспечивается 

заданное значение функции цели, при выполнении системы ограничений, накладываемых 

условиями обработки. 

В качестве функции цели, как правило, используется технологическая себестоимость 

изготовления детали, либо ее частные показатели: максимальная производительность 

процесса обработки, минимальные затраты на режущий инструмент и др. 

Для решения задачи математической оптимизации все ее составные части представляют в 

математической форме. При этом критерий оптимальности выражается как функция от 

оптимизируемых параметров.  
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Математическая формулировка задачи оптимизации заключается в том, что необходимо 

найти вектор оптимизируемых параметров, который бы обеспечивал экстремум функции 

цели, при соблюдении системы ограничений. 

Для высокоскоростной обработки наиболее сложным является нахождение системы 

ограничений, которые характеризуют конкретные условия обработки детали. В основном 

данные ограничения можно описать в виде эмпирических формул, полученных для 

конкретных условий обработки. 

Например, для условий высокоскоростной обработки закаленной стали такими 

ограничениями являются следующие: 

 ограничение по режущей способности инструмента; 

 ограничение по шероховатости обработанной поверхности; 

 ограничение по точности обработки; 

 ограничение по жесткости режущего инструмента; 

 ограничение по жесткости обрабатываемой детали; 

 технологические ограничения, связанные с кинематическими возможностями 

используемого станка. 

Тем не менее, условия высокоскоростной обработки закаленных сталей характеризуются 

тем, что дополнительные требования предъявляются к качеству поверхностного слоя, 

связанного с глубиной и степенью упрочнения обрабатываемого материала, величиной и 

глубиной остаточных напряжений, структурно-фазовым составом поверхностного слоя. Для 

их установления была использована методика, изложенная в работе [3]. В результате были 

получены дополнительные технологические ограничения. В частности, для 

высокоскоростного фрезерования концевой фрезой диаметром 30 миллиметров закалѐнной 

стали ХВГ: 

 ограничение по остаточным напряжениям, связанное с возникновением микротрещин: 

)(130),,(220 МПаVstfост       (1) 

 ограничение по величине наклепа поверхностного слоя имеет следующий вид: 

)(63),,(40 МПаVstfнакл       (2) 

 ограничение по структурно-фазовому составу поверхностного слоя, связанное с 

недопустимостью изменения структуры металла: 

)(250),,( СVstfстр

       (3) 

Практически все из вышеуказанных ограничений можно описать в виде линейной 

функции вида: 

0...2211  bxaxaxa nn      (4) 

К данному виду функций путем логарифмирования можно привести степенные 

эмпирические формулы, которыми выражаются режимы резания. 

Для математического решения задачи определения оптимального режима резания был 

использован алгоритм нелинейной оптимизации. Ее практическая реализация 

осуществлялась с помощью пакета прикладных программ «MATLAB», использовался 

модуль «Optimization Toolbox». Осуществлялось трехмерное моделирование по параметрам: 

глубина резания, подача и скорость резания. Использование функции «Plot3» позволило 

получить трехмерные графические модели, которые определяют области пространства, 

соответствующие оптимальным режимам резания. Вершины подобных графических 

объектов определяют экстремальные режимы резания, обеспечивающие, например, 

максимальную производительность. 

Для практического подтверждения полученных результатов теоретического 

моделирования, проводились экспериментальные исследования на горизонтально-фрезерном 

станке 6Р13Ф3, шероховатость измерялась на профилометре-профилографе Сейтроник 

ПШ8-3, микротвердость - на приборе ПМТ-3, структурно-фазовый состав – на 

металлографическом микроскопе Olympus GX-71, остаточные напряжения – на 
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дифрактометре Дрон-3.0, точность обработки – на трехкоординатной измерительной машине 

AEN Daisy-564. В качестве образцов использовались параллелепипеды размером 50х50х120 

мм из закаленной стали ХВГ (HRC 58…62). Обработка велась специально 

сконструированной однозубой концевой фрезой диаметром 30 миллиметров с вставной 

пластинкой из твердого сплава Т15К6. Было установлено, что режимы резания, 

определенные методами оптимизации, обеспечивают требования по точности и качеству 

поверхностного слоя за минимальное время. 

Например, использование при оптимизации критерия максимальной производительности 

для случая высокоскоростного фрезерования заготовки из стали ХВГ с глубиной резания 

t=0.2 мм соответствует следующим режимам резания: n =1585 об/мин (V=498 м/мин);  

S =316 мм/мин ( ZS =0.19 мм/об). Полученные данные достаточно хорошо согласуются с 

результатами полученными другими авторами [4]. 

Таким образом, проведенные теоретические и экспериментальные исследования 

позволили определить области оптимальных режимов резания для высокоскоростного 

фрезерования конкретных марок закаленных сталей. Впервые установлены конкретные 

численные значения глубины резания, подачи и скорости, обеспечивающие максимальную 

производительность, при обеспечении требований по точности и качеству поверхностного 

слоя обработанной детали из закаленной стали ХВГ. 
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По географическому положению климату и освоенности территория Севера 

подразделяется на районы. Специфические условия рассматриваемой территории 

обусловливают особенности зоны оказывающие существенное влияние на формирование 

развитие и функционирование энергоснабжающих систем.  
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При исследовании вопросов формирования СЭС определяющим условием развития 

систем является рост потребления электрической энергии вследствие углубления 

электрификации. В связи с этим, следующим блоком задач, рассматриваемых в данной 

работе, является прогнозирование электропотребления по уровням территориально-

энергетической иерархии [1,2,3].  

Существует множество методов прогнозирования уровней электропотребления для ИЭУ, 

ОЭУ и отдельных крупных территориально- энергетических образований. В связи с этим, 

становится актуальным совершенствование существующих и разработка новых методов 

прогнозирования электропотребления [1,5].  

Особенно актуальным вопросом для условий Севера является проведение и последующий 

учет территориальной дифференциации потребителей энергии по степени централизации 

электроснабжения; выделение иерархически взаимосвязанных уровней централизации. В 

связи с этим, становится важным проведение территориальных прогнозов электро-

потребления и согласования их по уровням территориально-энергетической иерархии.  

Ввиду отмеченной специфики районов Севера большое значение приобретает 

исследование альтернативных вариантов энергетических объектов. Развитие потребителей, 

снабжаемых от различных СЭС, обуславливает развитие СЭС. В связи с этим проявляется 

необходимость рассмотрения всех условий функционирования СЭС, включая 

экономическую характеристику потребителей, физико-географические условия 

функционирования системы и т.д. В таблице 1 приведена возможность развития системы 

электроснабжения в районах Севера. 

Таблица 1- Возможности развития системы электроснабжения в районах Севера 

№ 

п/п 
Возможности централизации 

1 Повышение эффективности использования топливно-энергетических ресурсов 

2 
Вовлечение мелких отдельных потребителей в высокоэффективный способ 

электроснабжения 

3 
Оптимизация структуры и состава электрогенерирующих источников, что особенно 

важно при дефиците генерирующих мощностей в северных районах 

4 
Расширения зон эффективного использования гидроэлектростанции, в том числе 

малых ГЭС и нетрадиционных источников; 

5 
Существенного сокращения общей потребности резервной мощности, которое 

характеризуется повышенными затратами на его содержание 

6 
Размещения энергетических объектов в зонах экологически приемлемых в условиях 

сильно ранимой к техногенным воздействиям природных ресурсов районов Севера 

7 Увеличение концентрации мощности 

8 Улучшение адаптации к будущим условиям развития 

9 Увеличение комфортности жизненных условии населения 
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Возможно питание нескольких, более мелких потребителей, находящихся вне зоны 

рассматриваемого населенного пункта, но от источников, расположенных в основном 

населенном пункте. Характерно деление ИЭУ по территориальной расположенности: 

- находящиеся в сфере влияния централизованного электроснабжения более высших 

ступеней централизации (ОЭУ,ЭР); 

- находящиеся в децентрализованном секторе электроснабжения. 

На рис.1 приведено перспективное объединение узлов [4].  

При исследовании условии формирования и развития систем электроснабжения выявлены 

зоны, отличающиеся по степени централизации.  

В электроэнергетической системе выделяются два сектора:  

- децентрализованный; 

- централизованный; 

Децентрализованный содержит две группы потребителей-стационарные и мобильные. В 

централизованном секторе выделяются несколько зон, различающиеся степенью 

централизации: изолированные энергоузлы; объединенные энергоузлы; энергорайоны; 

районные энергосистемы, объединенные электроэнергетические системы; единая 

электроэнергетическая система. На рис.2 приведена структура электроэнергетических систем 

[4]. 

  
Рис. 1. Перспективное объединение узлов  

 

 
Рис. 2. Структура электроэнергетических систем 

 

В работе рассматривается задача определения эффективности применения систем Электра 

теплоснабжения (ЭТС). С одной стороны, применение электроэнергии для целей 

теплоснабжения . Можно значительно увеличить уровни потребления электрической 

энергии, поэтому исследование эффективности ЭТС рассматривается наряду с вопросами 

прогнозирования уровней электропотребления. Особенно сильно данная взаимосвязь задач 

проявляется в условиях Севера при наличии мелких децентрализованного электро – и 

теплоснабжения. С другой стороны, ЭТС является централизованным способом обеспечения 
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потребителей электрической энергией для нужд теплоснабжения и может рассматриваться 

как частный случай развития СЭС для отопительных целей. Следует отметить, что ЭТС 

нашло распространения в западной части Республики Саха (Якутия), где потребления 

электроэнергии для нужд отопления в настоящее время составляет 1 млрд. 200млн. кВтч/год, 

т.е. 45% от общего потребления электроэнергии в Западном энергорайоне или 18% от 

электропотребления республики в целом. Имея данный факт нельзя не учитывать влияние 

ЭТС на уровни электропотребления. 

Таким образом, выделен основной круг задач исследования условий формирования и 

развития систем электроснабжения районов Севера.  

Основополагающей частью данного исследования является изучения СЭС, 

закономерностей и процессов, происходящих при их развитии. Следующий раздел работы 

посвящен определению групп СЭС однородных по условиям формирования и развития; 

показателей и диапазонов варьирования факторов, характеризующих уровни развития [2,3]. 

При сопоставлении затрат, следует учесть наличие некоторой зоны, обусловленной 

точностью исходных данных, в пределах которой варианты могут быть равноэкономичными. 

Равноэкономичными считаются варианты, отличаются по затратам до 5%. В условиях Севера 

точное определения исходных данных представляет большую сложность, особенно в 

условиях несбалансированности цен, поэтому предел равноэкономичности вариантов 

экспертным путем расширен до 15%. 
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В статье приводится анализ требований к элементам пассивной безопасности 

железнодорожного электроподвижного состава, приводятся вид, конструкции и 

возможные варианты их размещения. Приводится полученная диаграмма поглощения 

энергии при соударении головного вагона электропоезда с препятствием. 
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Для легкого подвижного состава (трамваев, рельсовых автобусов и вагонов 

метрополитена) роль защитных элементов выполняют упругие бамперы или 

снегоочистители. Основное назначение таких устройств – защита подвижного состава от 

столкновения с автотранспортом, человеком и другим подвижным составом на сравни-

тельно низких скоростях движения. При этом деформация должна иметь такой характер, 

чтобы снизить опасность схода в том числе электроподвижного состава (ЭПС) с рельсов. 

С 2008 г. в Европе степень безопасности перевозимых пассажиров и грузов на 

железнодорожном транспорте регулирует европейский стандарт EN-15227 [1]. В России в 

2011 г. принят аналогичный документ «Технический регламент ЕврАзЭС» [2]. Одним из 

главных требований этих стандартов является наличие элементов системы пассивной 

безопасности (ПБ), исполняющие основные сценарии при столкновении. При 

проектировании элементов системы ПБ необходимо рассмотреть три сценария столкновения 

(рис. 1). 

  

Рис. 1. Сценарии столкновения Рис. 2. Силовая диаграмма 

поглощающих аппаратов 

К элементам системы ПБ должны быть включены съемные устройства поглощения 

энергии (УПЭ), сцепные устройства с механизмом поглощения энергии, устройства защиты 

от «наползания». 

На рис. 2 представлены зависимости наиболее часто используемых элементов ПБ – 

поглощающих аппаратов автосцепного устройства от используемых в них материалов [3]. 

Силовая диаграмма поглощающих аппаратов с резиновыми элементами имеет подлинейную 

форму (зависимость 2), фрикционные и пружинные – линейную форму (зависимость 1), 

гидравлические – надлинейную форму (зависимость 3). Представленные зависимости 

показывают различия характеристик поглощающих аппаратов и применяются при расчетах 

процессов происходящих при соударении единиц ЭПС или при простых соударениях с 

тупиковыми упорами. У зависимости 2 – КПД составляет примерно 30 %, зависимости 1 – 
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50–60 %, зависимости 3 – до 80 %. Чтобы добиться максимального КПД зависимость F() 

должна быть почти прямоугольной формы. 

Из соображений безопасности на современном ЭПС предусмотрена двухступенчатая 

защита пассажиров и персонала в случае аварии. Так при определенной силе удара, 

превышающей энергоемкость поглощающего устройства автосцепки, вступает вторая 

ступень поглощения энергии (вторя ступень системы ПБ), так называемые «жертвенные» 

элементы. При возникновении аварийной ситуации такие элементы разрушаются, принимая 

тем самым большую часть энергии удара. Элементы ПБ должны быть модульного типа, 

съемными, с возможностью установки в сервисных или моторвагонных депо [4]. 

При разработке конструкции «жертвенного» элемента необходимо учитывать 

конструктивные ограничения, такие как, габариты «жертвенного» элемента, его масса, 

обусловленная максимально допустимой нагрузкой на ось, сложность технологического 

изготовления и материал элемента, в конечном итоге влияющим на стоимость системы ПБ, а 

так же простоту замены элементов ПБ при текущем ремонте. Так же в основу разработки 

«жертвенных» элементов ПБ должно быть положено: максимальное поглощение 

кинетической энергии при столкновении, без превышения максимально допустимой 

нагрузки на раму кузова; стойкость к небольшим воздействиям, исключающая 

самопроизвольное срабатывание; отсутствие не Конечно-элементная расчетная схема 

конструкции «жертвенного» элемента построена на основе разработанной геометрической 

модели с использованием специальных пластинчатых элементов с четырьмя (или тремя) 

узлами. Боек моделировался объемными конечными элементами с восьмью узлами, которые 

имеют по три линейных перемещения, скорости и ускорения. Между бойком и исследуемой 

защитной конструкцией, а также между элементами самой защитной конструкции 

учитывалась возможность контакта в форме «поверхность – поверхность». В качестве 

граничного условия принято условие жесткого закрепления заднего (большего) торцового 

сечения защитной конструкции. В качестве начальных условий задана скорость центра масс 

бойка, которая в момент времени t = 0 равна 36 км/ч (сценарии 1 и 2 на рис. 1). Полученный 

результат расчета для электропоезда ЭД4М представлен на рис. 3. 
Ee, 

МДж

0,2

1,2

0,4

1,0

0,6

0,8

0 100 200 300 400 500 600 700 Ub, мм

0,9 МДж

1,1 МДж

 
Рис. 3. Диаграмма поглощения энергии при соударении 

головного вагона электропоезда с препятствием 

Установлено, что за счет пластического деформирования и разрушения «жертвенного» 

элемента предложенной конструкции (рис. 4 и 5) может быть поглощена кинетическая 

энергия удара порядка 0,9–1,1 МДж в зависимости от продольного перемещения бойка на 

0,7–0,8 м [5]. 

Анализ технических решений в вопросе конструкции «жертвенных» элементов на основе 

патентно-библиографического поиска показал, что на сегодняшний день существует 

несколько конструкций: сотовые элементы, сминаемые полые профили и др., каждая из 

которых имеет свои достоинства и недостатки. Так же нужно не забывать о необходимость 

обеспечения защиты от взаимного проникновения вагонов – так называемого «наползания». 

Необходимо устройство ПБ, предотвращающее подобные формы повреждений [6]. 
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В последнее время, в связи с развитием промышленности, появилась возможность 

оснащать единицы ЭПС элементами, абсорбирующими энергию возможного лобового удара. 

Например, предлагается использовать деформируемые блоки со средним уровнем 

поглощения энергии. Они располагаются на лобовой части рамы головного вагона 

электропоезда. Вид и возможное размещение энергопоглощающей «тарелки» приведено на 

рис. 4. Для защиты от чрезмерного сжатия буферов при прохождении кривых малых 

радиусов ширина тарелки в соответствии с расчетами была принята равной 550 мм. Для 

электропоездов при движении со скоростью до 160 км/ч [7] применимы упругие буферные 

устройства, коробчатые деформируемые блоки со средним уровнем поглощения энергии 

(рис. 5) в сочетании с устройствами против «налезания» вагонов друг на друга. 

 

 
Рис. 4. Конструкция энергопоглощающей «тарелки» 

 

 
Рис. 5. Конструкции элементов ПБ для электропоезда 

 

Исследования, выполненные авторами показали необходимость оборудования строящихся 

и дооборудование уже имеющихся единиц ЭПС (электровозов и электропоездов) системами 

ПБ, применение которых позволят, с одной стороны многократно уменьшить негативное 

влияние аварийных столкновений на сам подвижной состав, а с другой – существенно снизят 

угрозу жизни пассажиров и персонала поездов связанную с этими столкновениями. 

Как и для ЭПС, в настоящее время подобные устройства не нашли широкого применения 

в эксплуатации на российских железных дорогах. Однако существует тенденция к развитию 

подобных конструктивных элементов для использования их на вновь проектируемых 

электровозах и электропоездах. 
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ВЫГЛАЖИВАНИЕ ПОВЕРХНОСТИ ОТВЕРСТИЙ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ УЗ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

 

Рассмотрен метод выглаживания поверхности отверстий с использованием 

ультразвуковых крутильных колебаний. Приведены математические модели для 

определения траектории движения инструмента – индентора- по обработанной 

поверхности в продольном сечении, позволяющие определить регулярность получаемого 

микрорельефа и степень упрочнения. 

 

Ключевые слова: отделочно-упрочняющая обработка, обработка с ультразвуком. 

 

Существует большой ряд деталей, долговечность которых напрямую связана с износом 

рабочих поверхностей. На повышение износостойкости влияют главным образом увеличение 

микротвердости и сглаженная округлая форма микронеровностей. Благоприятные условия 

для повышения износостойкости поверхности создаются при поверхностном пластическом 

деформировании [1]. Введение в зону обработки ультразвуковых колебаний способствует 

снижению сопротивления пластическому деформированию и сил трения на контактных 

поверхностях [2]. Ультразвуковая обработка обеспечивает получение заданных свойств 

поверхностного слоя – частично или полностью регулярного микрорельефа, создание 

остаточных напряжений сжатия в поверхностном слое обработанных поверхностей [3]. 

Регулярность микрорельефа и степень упрочнения зависят от траектории движения 

деформирующего элемента по поверхности детали. 

На рис. 1 показана схема устройства для ультразвукового упрочнения внутренних 

поверхностей деталей с введением в зону деформации ультразвуковых крутильных 

колебаний относительно продольной оси деформирующего инструмента [4].  

 

 
 

Рис. 1. Схема устройства: 

1 – деталь; 2 – сменное кольцо с деформирующим элементом; 3 – деформирующий 

элемент; 4 – концентратор; 5 – волноводы; 6 – магнитострикционный преобразователь;  

7 – генератор. 

 

Рассмотрим траектория движения деформирующего элемента (индентора) по поверхности 

детали в продольном сечении (в направлении подачи). 

Результирующее движение индентора складывается из возвратно-крутильного движения 

деформирующего элемента N (Sэ), перемещения  от в следствии вращательного движения 

детали n (Sд); перемещения в направлении подачи (Ss). 
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Проекция возвратно-крутильного движения деформирующего элемента Sэ будет хорда 

СД, которая определяется из прямоугольного треугольника ОЕД (рис. 2, а). 

            
 

 
  

Перемещение инструмента вследствие вращательного движения детали Sд определяется из 

прямоугольного треугольника О1КВ (рис. 2, б). 

           
 

 
,          

     

 
, 

 

где β – угол поворота детали за один двойной ход деформирующего элемента; D – 

диаметр отверстия детали, n – частота вращения детали; N – частота ультразвуковых 

колебаний деформирующего элемента. 

  
а        б 

Рис. 2. Схема обработки (а) и траектория перемещения индентора по внутренней 

поверхности (б) 

 

Перемещение от продольной подачи индентора определяется выражением 

Ss = s m, 

где s – продольная подача индентора; m – число оборотов, на которое повернулась деталь 

за один двойной ход деформирующего элемента 

  
 

  
. 

Уравнение траектории результирующего движения деформирующего элемента в 

направлении подачи складывается из следующих элементов (рис. 3): 

- перемещение от точки О к точке В 

  
       ,        

    ; 
- перемещение от точки B к точке D 

  
  (     ),       

    , 

где   
 ,   

  – результирующее движение деформирующего элемента вдоль оси x, y при 

прямом ходе (направление движения деформирующего элемента совпадает с направлением 

вращения детали);   
 ,   

  – результирующее движение деформирующего элемента вдоль оси 

x, y при обратном ходе (направление движения деформирующего элемента и направление 

вращения детали имеют противоположные направления). 
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