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В работе представлены экспериментальные результаты по влиянию количества атомов 

серы в цепи промышленных полисульфидных олигомеров на параметры спектров ЯМР 

данных олигомеров. 

 

Ключевые слова: химический сдвиг, полисульфидный олигомер (ПСО), ядерный 

магнитный резонанс (ЯМР). 

 

К основным причинам, приводящим к увеличению атомов серы в полисульфидных 

олигомерах (ПСО), по сравнению с теоретически возможным значением, могут относиться: 

состав и количество полисульфида натрия, дозировка NаОН при проведении процесса 

десульфидирования, количество H2SO4 и качество отмывки полимера методом декантации. 

Ранее отмечалось, что количество атомов серы в цепи олигомеров приводит к смещению 

резонансных сигналов протоносодерщащих групп серосодержащих соединений. Так, 

увеличение длины цепи в политиогликолях и увеличение атомов серы в органических 

полисульфидах от одного до десяти приводит к смещению сигналов в слабые поля на 3-4 

м.д., при этом наблюдается гиперболическая зависимость химических сдвигов метиленовых 

групп от длины серного радикала в цепи [1]. 

При сравнении параметров спектров ЯМР изученных ПСО оказалось, что различное 

содержание атомов серы в олигомерах существенно влияет на значения химических сдвигов 

протоносодержащих групп. В таблице приведены найденные параметры спектров ПМР 

изученных олигомеров с различным содержанием серы. 
 

Таблица - Химические сдвиги ядер 
I
Н в м.д. ПСО с различным содержанием серы 

№ партии Содержание общей серы, % OCH2O OCH2 SCH2 SH 

вычислено найдено 

ПСО-1 

ПСО-2 

ПСО-3 

ПСО-4 

ПСО-5 

38.6 

38.6 

38.6 

38.6 

38.6 

36.9 

37.0 

37.7 

38.0 

39.0 

4.7 

4.7 

34.7 

5.0 

5.1 

3.7 

3.75 

3.85 

4.0 

4.17 

2.9 

3.0 

3.1 

3.1 

3.0 

1.15 

1.65 

1.65 

1.75 

1.9 
 

Анализ приведенных данных показывает, что увеличение содержания общей серы 

приводит к парамагнитному сдвигу резонансных сигналов всех рассматриваемых групп. 

Наибольшее влияние испытывают HS и SCH2 –группы, изменение их химических сдвигов 

составляет Δδ 0,75 м.д. и 0,55 м.д., соответственно. Зависимость химических сдвигов 

серосодержащих групп δ от содержания серы в ПСО приближается к гиперболической и 

аналогична наблюдаемой зависимости для симметричных полисульфидов [2]. 

Известно, что спектры ЯМР органических полисульфидов R–Sn–R очень чувствительны к 

изменению длины цепи атомов серы, при этом наиболее характерно изменение химического 

сдвига ближайшего к цепи Sn протона [2]. Для ПСО также оказывается, что наиболее 
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чувствительными к содержанию серы в олигомерах являются протоносодержащие группы, 

ближайшие к атомам серы олигомерной цепи. Полученная графическая зависимость 

химического сдвига SCH2 и HS – групп от содержания серы может быть описана 

уравнением: 

)2(nbnδδ 1-   , 

где b = const, n – количество атомов серы. 

 

Гиперболические зависимости, найденные для ПСО и других органических 

симметричных полисульфидов, могут объясняться постоянным изменением электронного и 

геометрического строения молекул при увеличении содержания в них атомов серы. 

Увеличение в ПСО содержания серы сверх теоретического возможного должно приводить 

к возрастанию в них количества свободной или лабильной серы. Теоретическое содержание 

серы в промышленных олигомерах, полученных на основе 2,2
 
  -дихлорэтилформаля (98% 

мол) и 1,2,3-трихлорпропана (2% мол), составляет 38,6%. Анализ отдельных промышленных 

партий ПСО (таблица) показывает, что в отдельных образцах содержание общей серы ниже 

теоретически найденного значения. Это, очевидно, связано с составом исходного 

полисульфида натрия, в котором значительна концентрация моносульфидных ионов. 

Превышение содержания общей серы либо связано с наличием полисульфидных блоков в 

макромолекулах, что возможно при неэффективном десульфидировании полимеров, либо с 

присутствием свободной или лабильной серы. Поскольку содержание примесей (ионов 

железа) во всех образцах не превышало 0,02%, а значение молекулярных масс также близки 

друг другу, можно однозначно оценить влияние содержания свободной или лабильной серы 

на структуру олигомеров и характер локализации свободных атомов серы в ПСО. 

Тот факт, что увеличение содержания серы в ПСО главным образом влияет на химические 

сдвиги протоносодержащих групп наиболее близких к атому серы в цепи олигомеров, а 

наблюдаемая зависимость аналогична найденной для симметричных органических 

полисульфидов R–Sn–R при увеличении атомов серы в цепи полисульфида до десяти, 

позволяет высказать суждения о местах локализации свободных атомов серы. 

Согласно полученным данным, основным местом локализации свободных атомов серы в 

ПСО являются серосодержащие фрагменты основной цепи олигомера, т.е. SCH2 и HS- 

группы. Наиболее сильной способностью к локализации свободных атомов серы обладает 

HS- группа олигомера. Это связано с тем, что относительно высокая подвижность атома 

водорода с учетом электроотрицательности атома серы приводят к эффекту сопряжения 

неподеленной пары электронов атомов серы HS-, SCH2- фрагментов с высшими валентными 

орбиталями атомов серы свободных молекул. Наличие свободных атомов серы, 

адсорбированных по цепи олигомера, приводит к значительному уменьшению плотности 

электронного облака у атомов серы и большей подвижности HS-протона по сравнению с 

олигомерами с меньшим содержанием свободной серы. Это во многом объясняет 

наблюдавшееся ранее увеличение реакционной способности ПСО при введении в них 

небольших количеств свободных атомов серы, которые приводили к увеличению активности 

меркаптанных групп при отверждении олигомеров. Аналогичная активация протонов 

меркаптогрупп при наличии атомов серы наблюдалась также авторами работы [3]. 
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Определен критерий, позволяющий производить оценку эффективности сущеcтвующих 

методов решения систем линейных уравнений. Показана возможность применения 

некоторых методов решения систем линейных алгебраических уравнений для решения и 

исследования определенных классов многопараметрических нелинейных систем. 

 

Ключевые слова: критерии эффективности, метод Гаусса, матрица Жордана, схема 

Крамера. 

 

Введение  
Моделирование реальных процессов в различных областях деятельности приводит к 

необходимости решения как систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), так и 

систем нелинейных алгебраических уравнений (СНАУ). Для решения СЛАУ существует 

несколько способов: метод Гаусса, метод Крамера, метод Жордана и т.д. [1]. Для решения и 

исследования СНАУ используется метод подстановки, линейной комбинации уравнений, а 

также некоторые методы, используемые для решения СЛАУ. Каждый из этих методов имеет 

свои достоинства и недостатки, а также определенную область применения. В связи с этим 

задача выбора наиболее оптимального метода решения соответствующих систем является 

наиболее актуальной. Одним из критериев, по которым определяется эффективность того 

или иного метода решения систем алгебраических уравнения является количество 

арифметических операций, необходимых совершить в ходе преобразования данной системы, 

чтобы получить соответствующее решение. Поэтому одной из задач данной работы является 

определение количества арифметических операций, которые надо совершить при решении 

СЛАУ, с использованием различных методов.  

1.Метод Гаусса. Рассмотрим систему из n-линейных уравнений и с n-неизвестными: 

{
 
 

 
 

                            

                            

                            

 
                            

                                (1) 

Для определѐнности будем считать, что все коэффициенты перед переменной x1 отличны 

от нуля. Метод Гаусса заключатся в последовательном исключении неизвестных в каждом 

уравнении системы (1), начиная со второго, так называемый прямой ход, после чего система 

(1) приводится к виду: 

{
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(   )

     
(   )

                         ( )   
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Наиболее эффективным методом решения системы (2), является метод подстановки, так 

называемый обратный ход [2]. В этом случае количество арифметических операций для 

получения решения (1) равно:  

   ∑[ (   )   ](   )

 

   

                           ( )         

2.Метод Крамера. Решение (1) методом Крамера основано на том, систему (1) можно 

привести к виду [3,4]:  {

        

        

 
        

  ( )    |

            

            

 
            

|,      |

             

             

 
             

|,  

где          , а     вспомогательные определители (4). В случае, если главный 

определитель (1) отличен от нуля, то решение (1) можно записать в виде:        
    

 
   (5) 

Если для нахождения определителя воспользоваться методом Гаусса приведения матрицы 

к диагональному виду, то общее количество арифметических операций при решении (1) 

методом Крамера будет определяться формулой: 

     (   ) {(   )  ∑[    ](   )

 

   

}                   ( ) 

3. Метод Жордана-Гаусса. Суть этого метода заключается в том, что если расширенную 

матрицу A состоящую из двух матриц: данной матрицы А и единичной матрицы Е при 

помощи эквивалентных преобразований, преобразовать так, что вместо данной матрицы А 

будет единичная матрица Е, то вместо единичной матрицы Е, получится обратная матрица А, 

то есть: 

   

(

 
 

                  

                  

 
                  

|
|

            
            

 
            

)

 
 

                    ( ) 
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|
|

   
      

           
 

   
      

           
 

 
   

      
           

 

)

 
 

                   ( ) 

где    
 - элементы обратной матрицы (i,j=1,…,n) 

Общее количество операций при переводе матрицы    в матрицу    , равно: 

     ∑[    (   )]

 

   

 
  (   )

 
 (    )                       ( ) 

Сравнительный анализ эффективности решения СЛАУ, рассчитанных по формулам ( ), 

(6), (9) представлен на рис.1. 

 

Рис. 1 - Распределение количества операций       
  

   
    (i=1,2,3) 
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Как показывает рис.1, относительное количество операций для метода Гаусса – 

минимально. Однако одним из недостатков этого метода является то, что решение системы 

получается последовательно, когда нахождение одного неизвестного происходит после 

нахождения другого. В этом отношении метод Крамера предпочтительнее, поскольку 

нахождение одной неизвестной происходит независимо от нахождения другой. Так же 

достоинством метода Крамера является то, что он может быть применен для 

параметрического исследования нелинейных систем уравнений. В качестве примера 

рассмотрим следующую задачу: 

Найти все значения параметра a, при которых для любого значения b система 

{
          

(   )          
                                               (  ) 

имеет, по крайней мере одно решение, (x,y,z). 

Запишем систему (10) в виде: 

{
        

(   )          
                                               (  ) 

Главный и вспомогательный определители системы (11) имеют вид: 

  |
   

     
|                 =|      

      
|       |     

       
| 

В этом случае система (11) может быть записана в виде: 

{
      

      
                                                                              (  ) 

Так как система (11) или, что то же самое система (12), должна иметь решение при любом 

b, то определим значения  b, при которых  

     то есть           <=>      [
 

 

  
 

1) Пусть b= 3/2 =>    |      
     

|            

    |

 

 
   

  

 
    

|       
 

 
    

Если    , то для того, чтобы система (12) имела решение <=>           то есть: 

{
           
 

 
           

 <=>{           
           

   => 

1.1) a = 0 => z=-1 

1.2) a ≠ 0 =>      
   √     

  
             

  
 

 
 . Таким образом, при   

 

 
, a ∈(-∞; 

 

 
 ]                                (13) 

2) Пусть b= -2 =>    |      
      

|            

    |     

      
|                   

{            
            

 <=>{         
         

   => 

2.1) a = 0 => z=-1 

2.2) a ≠ 0 =>      
  √    

  
            

   
 

 
 . Таким образом, при     , a ∈ [-

 

 
;-∞)                         (14) 
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Следовательно, для тех значений b, при которых главный определитель обращается в нуль 

и система (12) имеет решение, как следует из (13) и (14), 

a ∈ [-
 

 
; 
 

 
 ].Для всех остальных значений b, ∆ ≠ 0 и система (12) имеет по крайней мере хотя 

бы одно решение для a ∈ R. Таким образом можно сделать вывод о том, что система (10) 

имеет хотя бы одно решение при любом b, если  a ∈ [-
 

 
; 
 

 
 ]. 
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Получены критерии нетеровости, фредгольмовости и обратимости одного класса 

линейных операторов и уравнений с многомерными частными интегралами в пространстве 

непрерывных на параллелепипеде функций. 

 

Ключевые слова: частные интегралы, линейные операторы и уравнения с многомерными 

частными интегралами, нетеровость операторов и уравнений, фредгольмовость 

операторов и уравнений, обратимость. 

 

В статье изучаются условия нетеровости, фредгольмовости и обратимости операторов и 

уравнений с многомерными частными интегралами в пространстве ),(DC  где 

].,[],[],[= fedcbaD   Изучение линейных операторов и уравнений с многомерными 

частными интегралами связано с решением некоторых задач для интегро-дифференциальных 

уравнений Барбашина, теории вероятностей и эволюционных уравнений [1]. Отметим, что 

линейные операторы и уравнения с частными интегралами изучались в монографиях [1-4], в 

них же можно найти и библиографию работ. 

Будем рассматривать уравнение с многомерными частными интегралами следующего 

вида:  
,=)( fxKI   (1)  

где ,= 123321 KKKKK   а операторы 123321 ,,, KKKK  определяются равенствами  
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Предполагается непрерывность по совокупности переменных функций .,,, 123321 kkkk  При 

этом условии операторы ,1K  32 , KK  и 123K  непрерывны в ).(DC  

Линейное уравнение с ограниченным оператором fAxx =  считается в работе 

нетеровым (фредгольмовым), если линейный оператор AI   нетеров (фредгольмов), а 

оператор AI   считается нетеровым, если он имеет замкнутое множество значений и 

конечные размерности ядра и коядра, нетеров оператор с равными размерностями ядра и 

коядра называется фредгольмовым. Уравнение fAxx =  считается обратимым в ),(DC  

если на )(DC  обратим оператор .AI   
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Свойства уравнения (1) существенно отличаются от свойств интегральных уравнений 

Фредгольма и от свойств сингулярных интегральных уравнений [2]. Никакая гладкость ядер 

не обеспечивает ни нетеровость, ни фредгольмовость уравнения (1) [2-4]. 

В связи с этим возникает задача описания условий нетеровости, фредгольмовости и 

обратимости оператора KI  (уравнения (1)). 

Если операторы iKI   1,2,3)=(i  обратимы, то  

 )],()()()([= 321323121

1

1

1

2

1

3 KKKKKKKKKKIKIKIIKI    

где ),)()((= 321 KIKIKI   ,=)( 1

1

1 RIKI    ,=)( 2

1

2 RIKI    .=)( 3

1

3 RIKI    

Аналогично [2-4] доказывается, что  

,),,(),,,(=),,)(( 1321132113211  dttxtttrtttxR

b

a

 ,),,(),,,(=),,)(( 2321232123212  dttxtttrtttxR

d

c

  

 ,),,(),,,(=),,)(( 3321332133213  dttxtttrtttxR

f

e

  

где 321 ,, rrr  — непрерывные по совокупности переменных функции. Тогда  
 

],[=)])()()(([= 123231312321323121123 BBBBIKKKKKKKKKRIRIRIIKI 
 

где частично интегральные операторы =12B ,211221121221 KKRRKKRKKRKK    

=13B ,311331131331 KKRRKKRKKRKK   =23B 322332232332 KKRRKKRKKRKK   имеют 

непрерывные ядра, функция ),,( 321 tttx  интегрируется по ],,[],[ dcba   ],,[],[ feba   

],[],[ fedc   соответственно, а 123B  - интегральный оператор с непрерывным ядром. 

Компактность оператора 123B  в )(DC  влечет равносильность фредгольмовости операторов 

KI  и оператора  

 )].())()([(=][ 231312231323121312231312231312 BBBBBBBBBBIBIBIBBBI   

В случае обратимости операторов ,,, 231312 BIBIBI   аналогично [3, 4], получим 

,=)( 12

1

12 RIBI    ,=)( 13

1

13 RIBI    ,=)( 23

1

23 RIBI    где  

,),,(),,,,(=),,)(( 21321213211232112  ddtxtttrtttxR

d

c

b

a

  

,),,(),,,,(=),,)(( 31321313211332113  ddtxtttrtttxR

f

e

b

a

  

 ,),,(),,,,(=),,)(( 32321323212332123  ddtxtttrtttxR

f

e

d

c

  

причем ядра этих операторов есть непрерывные по совокупности переменных функции. 

Тогда  

],[=)])()()(([= 123231312231323121312121323 HIBBBBBBBBBRIRIRIIKI   

где ),)()((= 231312 BIBIBI   а 123H  — интегральный оператор с непрерывным ядром. 

Следовательно, обратимость операторов ,1KI   ,2KI   ,3KI   ,12BI   ,13BI   23BI   

влечет фредгольмовость оператора .KI   

Рассмотрим оператор .1KI   Так же, как в [3, 5], доказывается, что его обратимость в 

)(DC  равносильна обратимости в ]),([ baC  при фиксированных произвольным образом 

],[],,[ 32 fetdct   операторов  

 .)(),,,()(=)()( 111321111
32

1  dxtttktxtxKI

b

a

tt   
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Если оператор 
1KI   необратим, то при некотором ),( 32 tt  оператор 

32
1 ttKI   необратим в 

]),([ baC  и, в силу компактности интегрального оператора 
32

1 ttK  с непрерывным ядром, 1 

является собственным числом этого оператора. Пусть )( 1
32

tx tt  - нормированная собственная 

функция оператора ,
32

1 ttK  соответствующую собственному числу 1, и пусть  
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)()()( 321
32

tztytx nntt  ( 1,2,=n ) образуют некомпактные последовательности 

нормированных функций в ]),,([ dcC  ]),([ feC  и )(DC  соответственно. При этом  
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 Отсюда, нормированности функций yn(t2)zn(t3) и непрерывности функции k1 вытекает, что 

для произвольного ε  0 найдется такое   0, что .|<)()()()(| 321
32

tztytxKI nntt  Следовательно, 

последовательность функций )()()()( 321
32

tztytxKI nntt  (n = 1,2,…) сходится в C(D)к нулю. 

Таким образом, оператор KI   переводит некомпактную последовательность 

нормированных функций )()()( 321
32

tztytx nntt
 )1,2,=( n  из )(DC  в последовательность, 

сходящуюся к нулю в )(DC . В силу [6] оператор I - K не является ни фредгольмовым и ни 

нетеровым. 

Аналогично доказывается, что оператор KI   не является ни фредгольмовым и ни 

нетеровым, если необратим хотя бы один из операторов 
2KI   или .3KI   

Поэтому требование обратимости операторов ,1KI   
2KI   и 3KI   является 

необходимым условием для фредгольмовости оператора .KI   При его выполнении 

фредгольмовость оператора ,KI   как показано выше, равносильна фредгольмовости 

оператора ,)( 231312 BBBI   где .))()((= 321 KIKIKI   Так как   — обратимый 

оператор, то фредгольмовость оператора )( 231312 BBBI   равносильна фредгольмовости 

оператора .231312 BBBI   
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Если обратим каждый из операторов ,12BI   ,13BI   ,23BI   то, так же, как и выше, 

оператор KI   фредгольмов. Покажем, что если хотя бы один из операторов ,12BI   ,13BI   

23BI   не обратим, то оператор 231312 BBBI   не фредгольмов. 

Рассмотрим оператор ,12BI   где  

 .),,(),,,,(=),,)(( 21321213211232112  ddtxtttbtttxB

d

c

b

a

  

Аналогично [3, 5] доказывается, что при каждом фиксированном ],[3 fet   обратимость 

оператора 
12BI   в )(DC  равносильна обратимости в ]),[],([ dcbaC   оператора  

 ]).,[(),(),,,,(),(=),()( 321212132112212112 3
fetddxtttbttxttxBI
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Предположим, что оператор 
12BI   необратим. Тогда при некотором ],[3 fet   необратим 

оператор .
3

12tBI   Из компактности интегрального оператора 
3

12tB  в ]),,[],([ dcbaC   при 

каждом ],,[3 fet   следует существование непрерывной на ],[],[ dcba   нормированной 

собственной функции ),,( 21
3

ttxt  соответствующей собственному числу 1. Учитывая 

некомпактность последовательности нормированных функций )(),( 321
3

tzttx nt  )1,2,=( n , 

имеем  
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Из непрерывности ядер операторов 13B  и ,23B  неравенств  
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и определения функций ),( 21
3

ttxt  и )( 3tzn  ( 1,2,=n ) имеем, что при n  второе и 

третье слагаемые правой части последнего равенства стремятся к нулю. 

Стремление к нулю при n  первого слагаемого  доказывается с помощью оценки, 

аналогичной приведенной выше оценки для .|)()()()(| 321
32

tztytxKI nntt  

Следовательно, в )(DC  последовательность функций )(),()( 321
3

231312 tzttxBBBI nt  

сходится к нулю при ,n  т.е. некомпактную последовательность нормированных 

функций )(),( 321
3

tzttx nt  из )(DC  оператор 231312 BBBI   переводит в последовательность 

функций, сходящуюся в )(DC  к нулю. Тогда оператор 231312 BBBI   ни фредгольмов и ни 

нетеров в )(DC  [5], а ),( 231312 BBBI   следовательно, и оператор ,KI   не являются ни 

фредгольмовыми и ни нетеровыми в ).(DC  

Аналогично доказывается, что оператор KI   ни фредгольмов и ни нетеров в ),(DC  если 

оператор 13BI   или 23BI   необратим. 

Так как 123K  — компактный в )(DC  оператор, то в силу устойчивости фредгольмовости 

относительно компактных возмущений из приведенных рассуждений вытекает 
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Теорема 1. В )(DC  фредгольмовость и нетеровость оператора 123321 KKKKI   с 

непрерывными ядрами равносильны обратимости операторов ,1KI   ,2KI   ,3KI   ,12BI   

,13BI   .23BI   

Из теоремы 1 вытекает 

Теорема 2. В )(DC  уравнение fxKKKKI =)( 123321  с непрерывными ядрами и 

непрерывной функцией f фредгольмово тогда и только тогда, когда в )(DC  обратимы 

операторы ,1KI   ,2KI   ,3KI   ,12BI   ,13BI   .23BI   
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Получены критерии нетеровости, фредгольмовости и обратимости двух классов 

линейных операторов и уравнений с многомерными частными интегралами в пространстве  

непрерывных на параллелепипеде функций.  

 

Ключевые слова: частные интегралы, линейные операторы и уравнения с многомерными 

частными интегралами, нетеровость операторов и уравнений, фредгольмовость 

операторов и уравнений, обратимость. 

 

Статья содержит условия нетеровости, фредгольмовости и обратимости одного класса 

операторов и уравнений с многомерными частными интегралами в пространстве ),(DC  где 

].,[],[],[= 2211 nn bababaD    При ],[],[= dcbaD   и других областях D  нетеровость, 

фредгольмовость и обратимость линейных операторов и уравнений с частными интегралами 

изучались в монографиях [1-4], которых можно найти и библиографию других работ. 

Отметим, что изучение линейных операторов и уравнений с многомерными частными 

интегралами связано с изучением ряда задач для интегро-дифференциальных уравнений 

Барбашина, к которым приводятся различные задачи теории вероятностей и некоторые 

эволюционные уравнения [1]. 

Линейным оператором с многомерными частными интегралами будем называть оператор  






 D

dSsxStktKx ,)(),(=))((  
(1)  

где ),,,(= 21 n   - мультииндекс, причем {0,1}j  при ,,1,= nj   ,nRt  

},,,,{ 21 nS    вектор s  получается заменой компонент вектора t  соответствующими 

элементами ,S  nj ,1,=  , ,],[=
1=

j

jj

n

j

baD


   а интегралы понимаются в смысле Лебега. В 

случае 0=k отрезок ],[ kk ba  исключается из декартова произведения. dS  - произведение 

элементов множества },,,,{ 21 nddd    выбор которых соответствует номерам ненулевых 

координат вектора .  

В статье рассматриваются уравнение с многомерными частными интегралами 

следующего вида:  

  ,= fxKI   (2)  

где K  - оператор (1) c ,0).(0,  

Линейное уравнение fAxx =  с ограниченным оператором будем называть нетеровым 

(фредгольмовым), если линейный оператор AI   нетеров (фредгольмов). Оператор AI   

считается нетеровым (фредгольмовым), если он имеет замкнутое множество значений и 

конечные размерности ядра и коядра, нетеров оператор с равными размерностями ядра и 

mailto:kalitvinas@mail.ru
mailto:inozemcev.a.i@gmail.com
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коядра называется фредгольмовым. Уравнение fAxx =  считается обратимым в ),(DC  

если на )(DC  обратим оператор .AI   

Свойства уравнений (2) существенно отличны от свойств интегральных уравнений 

Фредгольма и от свойств сингулярных интегральных уравнений [2]. Следующий пример 

показывает, что никакая гладкость ядер не обеспечивает ни нетеровость, ни 

фредгольмовость уравнения (2) [1-4]. В связи с этим возникает задача описания условий 

нетеровости, фредгольмовости и обратимости оператора KI  (уравнения (2)). 

Рассмотрим в пространстве )(DC  уравнение вида  

  ,=,1)(1,1, fxKKKI  
 (3)  

где .,1)(1,1,=    

Следующие три теоремы вытекают из результатов работ [1-4]. 

Теорема 1.  Если операторы ,K  K  и 
,1)(1,1,K  действуют в пространстве )(DC  и 

оператор KKK ,1)(1,1,  компактен в ),(DC  то в )(DC  нетеровость оператора 

,1)(1,1,KKKI    равносильна нетеровости операторов KI   и .KI   Если, 

дополнительно, оператор KI   фредгольмов, то фредгольмовость оператора 

,1)(1,1,KKKI    равносильна фредгольмовости оператора .KI   

Теорема 2.  Пусть операторы K , K , 
,1)(1,K  действуют в )(DC  и операторы 

KKK ,1)(1,  и  KKK ,1)(1,  компактны в ).(DC  Тогда нетеровость уравнения (3) 

эквивалентна нетеровости уравнений fxKI =)(   и ,=)( fxKI   а фредгольмовость 

уравнения (3) эквивалентна фредгольмовости уравнений fxKIKI =))((    и 

.=))(( fxKIKI    

Пусть ,k  k  и 
,1)(1,1,k  — ядра операторов ,K  K  и 

,1)(1,1,K  соответственно. 

Теорема 3. Если ядра ,k  k  и 
,1)(1,1,k  непрерывны, то уравнение (3) фредгольмово в 

)(DC  точно тогда, когда уравнения fxKI =)(   и fxKI =)(   обратимы в ).(DC  

Пусть 3.=n  Для упрощения записей будем считать ],,[=],[ 11 baba  ],,[=],[ 22 dcba  

].,[=],[ 33 feba  

Рассмотрим уравнение (2) с оператором .= 1221 KKKK   В этом случае  

 


b

a

dttxtttktttxK ,),,(),,,(=),,)(( 1321132113211   (4)  


d

c

dttxtttktttxK ,),,(),,,(=),,)(( 2321232123212   (5)  


d

c

b

a

ddtxtttktttxK .),,(),,,,(=),,)(( 21321213211232112   (6)  

Будем предполагать непрерывность по совокупности переменных функций .,, 1221 kkk  

Тогда операторы ,1K  
2K  и 

12K  непрерывны в ]).,[],[],([=)( fedcbaCDC   

При каждом фиксированном ],[3 fet   оператор K  является линейным оператором с 

частными интегралами. В силу [3, 5] фредгольмовость оператора KI   при каждом 

фиксированном ],[3 fet   в ]),[],([ dcbaC   равносильна обратимости операторов 
3

1tKI   и 

,
3

2tKI   где  
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 .),(),,,(=),)((,),(),,,(=),)(( 2212321221
3

21211321121
3

1  dtxtttkttxKdtxtttkttxK

d

c

t

b

a

t   

Аналогично [3, 5] доказывается, что обратимость операторов 
1KI   и 

2KI   равносильна 

обратимости при каждом ],[3 fet   операторов 
3

1tKI   и 
3

2tKI   при всех ].,[3 fet   Тогда 

оператор KI   может быть записан в виде  

),)()((= 21  IKIKIKI  (7)  

где частично интегральный оператор  

 

d

c

b

a

ddtxttttttx 2132121321321 ),,(),,,,(=),,)((   

имеет непрерывное ядро. 

В силу обратимости операторов 
1KI   и 

2KI   в )(DC  из (7) следует, что 

фредгольмовость оператора KI   равносильна фредгольмовости оператора .I  

Аналогично [3, 5] доказывается, что фредгольмовость оператора I  равносильна его 

обратимости. 

Таким образом, справедлива 

Теорема 3. В )(DC  фредгольмовость оператора 
1221 KKKI   с непрерывными ядрами 

совпадает с его обратимостью. 

Из приведенных утверждений видно, что в )(DC  фредгольмовость оператора 

1221 KKKI   с непрерывными ядрами совпадает не только с его обратимостью, но и с 

обратимостью трех операторов: ,1KI   ,2KI   .I  Данное обстоятельство принципиально 

отличает оператор 
1221 KKKI   от оператора 321 KKKI   и от рассмотренных в [1-4] 

линейных операторов с частными интегралами. 

Из теоремы 7 следует 

Теорема 4.  В )(DC  фредгольмовость уравнения  

 fxKKKI =)( 1221   

с непрерывными ядрами равносильна его обратимости и обратимости операторов

,1KI  2KI  и ,I где 

,= 121221121212111222121221 KRRKKRRKRKKRKRKKRKKK   ,=)( 1

1

1 RIKI    

.=)( 2

1

2 RIKI    
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Задача двухсвязных марковских цепей приводится к интегральному уравнению 

Романовского 

),)((),(),,(=),( stMxdtxstmstx

b

a

   (1)  

с непрерывной на ],[],[],[ bababa   заданной функцией m и некоторой константой 0; 

задачи многосвязных марковских цепей приводятся к интегральным уравнениям 

Романовского с неизвестной функцией, зависящей от n переменных [1]. Отметим, что в 

уравнении (1) у неизвестной функции под знаком интеграла сначала переставляются 

переменные, а затем производится интегрирование по одной из переменных. В силу этого 

оператор M в уравнении (1) - не интегральный и не вполне непрерывный. Уравнение (1) с 

непрерывным ядром изучено В.И. Романовским в [1] с применением методов, аналогичных 

методу Фредгольма. Более общие классы уравнений типа Романовского с частными 

интегралами изучены в [2]. Найти точное решение интегральных уравнений Романовского 

удаѐтся в редких случаях. Поэтому в работе изучается приближѐнное решение частично 

интегрального уравнения Романовского 

).,(),)((),(),(),,(=),( stfstMxstfdtxstmstx

b

a

   (2)  

Пусть D = [a,b][a,b], C = C(D) — пространство непрерывных на D функций, L
1
 - 

пространство суммируемых на [a,b] функций, C(L
1
) - пространство непрерывных по Dst ),(  

вектор-функций со значениями в L
1
 и ядро ).( 1LCm  

В силу [2] оператор M  действует и ограничен в ,C  при этом оператор  

,),(),,(),,(=),)(( 111

2  ddxtmstmstxM

b

a

b

a

  с ядром )),((),,(),,( 1 DLCtmstm   где 

))(( 1 DLC  - пространство непрерывных по Dst ),(  вектор-функций со значениями в ),(1 DL  

есть вполне непрерывный интегральный оператор в C  [3]. Поэтому для уравнения (2) с 

ядром из )( 1LC  имеют место теоремы Фредгольма.  

Вместе с уравнением (2) рассмотрим интегральное уравнение  

).,(),)((),)((=),( 2 stfstMfstxMstx   (3)  

В дальнейшем будем считать уравнение x = Ax + ƒ с линейным ограниченным в C 

оператором A обратимым в C если в C обратим оператор I - A а через σ(A) будем обозначать 

спектр оператора A. С применением теоремы об отображении спектров [4] доказывается 
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Теорема 1. Пусть )( 1LCm  и f  — произвольная функция из .C  Тогда справедливы 

утверждения: 

а) если ),(1 2M  то в C  уравнение (2) и интегральное уравнение Фредгольма второго 

рода (3) эквивалентны и обратимы; 

б) если )(1 2M  и ),(1 M  то в C  уравнения (2) и (3) эквивалентны. 

Предположим, что выполнено условие теоремы 1. Тогда в C  уравнения (2) и (3) 

эквивалентны. Пусть ),,,(),,(=),,,( 11  tmstmstk  где ).( 1LCm  Так как функция 

),,,( 1stk  непрерывна по Dst ),(  как вектор-функция со значениями в ),(1 DL  то 

),(
~

),(),,,(=),,,( 1

1=

101  jj

n

j

kstkstkstk   и 1,<|),,,(|sup 110),(
 ddstk

b

a

b

a

Dst 
 где 

jk  и 

jk
~

 - непрерывные функции на ,D  причѐм функции 
jk  линейно независимы, а функции jk

~
  

ортонормированы. 

Подставляя ),(
~

),(),,,(=),,,( 1

1=

101  jj

n

j

kstkstkstk    в (3) получим, 

),,(),)((),)((=),( 0 stgstKxstxKstx   (4)  

где ),,(),(),,(=),( stfdtfstmstg

b

a

   ,),(),,,(=),)(( 11100  ddxstkstxK

b

a

b

a

  

,),(),(
~

),(=),)(( 1111=
 ddxkstkstKx j

b

a

b

a

j

n

j  1<|),,,(|sup= 110),(0  ddstkK

b

a

b

a

Dst 
 и  

,),(),,,(),(=),()( 111

1

0  ddxstrstxstxKI

b

a

b

a

   (5)  

где ),,,(=),,,(),,,,(=),,,( 101

(1)

01

)(

0

1=

1  stkstkstkstr i

i




 и =),,,( 1

)(

0 stk i  

).2,3,=(~~),,~,~()~,~,,( 11101

1)(

0 iddkstk i

b

a

b

a



  Тогда уравнение (4) можно записать в виде 

).,()(),)(()(=),( 1

0

1

0 stgKIstKxKIstx    Отсюда и (5) получим интегральное уравнение с 

вырожденным ядром: ),,(),(),(
~

),(=),( 111

1=

sthddxkstqstx jj

n

j

b

a

b

a

   где 

,),(),(),,,(),(=),( 1111  ddxkstrstkstq j

b

a

b

a

jj    

),(=),( stgsth  .),(),,,( 111  ddgstr

b

a

b

a

  Полагая ,),(),(
~

= 111  ddxkx j

b

a

b

a

j   

,),(),(
~

= 111  ddqke kj

b

a

b

a

jk   ),,1,=,(),(),(
~

= 111 nkjddhkh j

b

a

b

a

j   получим систему 

линейных алгебраических уравнений  

).,1,=(=
1=

njhxex jkjk

n

k

j   (6)  

Таким образом, справедлива 

Теорема 2.  Пусть )( 1LCm  и .Cf   Тогда справедливы утверждения: 

а) если главный определитель системы (6) не равен нулю, то уравнение (2) имеет 

единственное непрерывное на D  решение; 

б) если главный определитель системы (6) равен нулю, то в C  уравнение (2) либо не 

имеет решений, либо имеет конечное число линейно независимых решений. 
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При приближѐнном решении в C уравнения (2) с ядром из C(L
1
) и непрерывной функцией 

ƒ(t,s) достаточно эффективна замена ядра на вырожденное. Будем предполагать, что 

уравнение (2) с ядром m  C(L
1
) и функцией ƒ  C обратимо в C. В силу устойчивости 

обратимости относительно достаточно малых возмущений [5] найдѐтся такое ε  0 что 

уравнение 

),(),)(
~

(),(),(),,(~=),(~ stfstxMstfdtxstmstx

b

a

   (7)  

обратимо при .<
~

MM   

Решения уравнений (2) и (7) запишем в виде .)
~

(=~,)(= 11 fMIxfMIx    В силу равенства 

=))
~

)((()(=)
~

()( 1111   MIMIIMIMIMI )
~

()
~

()(=))()
~

(()
~

()( 1111 MMMIMIMIMIMIMI    

получим 

,
~~

)
~

()()
~

()( 1111 MMcMMMIMIMIMI    (8)  

где c  - некоторая константа. Если теперь 
),(/|<),,(~),,(| abcstmstm    (9)  

то из (8), (9) и формулы для нормы оператора Романовского [2] имеем 

.<
~

)
~

()( 11 MMcMIMI    Таким образом, операторы 1)( MI  и 1)
~

( MI  достаточно 

мало отличаются по норме, если ядра уравнений (2) и (7) достаточно близки. Учитывая (8), 

получим следующую оценку:  

,
~~ fMMcxx   (10)  

которая показывает, что число xx ~  достаточно мало, если выполнено неравенство (9). 

Оценка (10) связана с оценкой константы .c  В общем случае эффективные оценки константы 

c  неизвестны. Однако любые известные оценки сверху чисел 1)( MI  и 1)
~

(  MI  

приводят к оценке сверху константы .c  

Покажем, что замена ядра уравнения (2) на вырожденное ядро приводит к уравнению 

Романовского, решение которого строится явно. Пусть в (7)  

),()()(=),,(~

1=

 jjj

n

j

nsmtlstm   (11)  

где jjj nml ,,  — заданные на ],[ ba  непрерывные функции. Подставляя (11) в (7), получим 

уравнение ).,(),(~)()()(=),(~

1=

stfdtxnsmtlstx j

b

a

jj

n

j

   Положим 

).,1,=(),(~)(=)(~ njdtxntx j

b

a

j   )(12  

Тогда ).,()(~)()(=),(~

1=

stftxsmtlstx jjj

n

j

  Отсюда и (12) имеем систему 

),,1,=()()(~)()(=)(~

1=

njtfdxltmtx jkjk

b

a

k

n

k

j    (13)  

где .),()(=)(),()(=)(  dtfntfnll j

b

a
jjkjk   Полагая  dxlx kjk

b

a

jk )(~)(=~
  в (13), получим 

).,1,=()(~)(=)(~

1=

njtfxtmtx jjpp

n

p

j   (14)  

Подставляя (14) в формулу для  dxlx kjk

b

a

jk )(~)(=~
 , получим систему  

),,1,=,(~=~

1=

nkjfdxx jkpjkjp

n

p

jk   (15)  
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где .)()()(=,)()()(=  dfnlfdnmld jjk

b

a

jkjpk

b

a

pjk   

Таким образом, интегральное уравнение Романовского (7) с вырожденным ядром (11) 

сводится к системе (15), решение которой можно найти как объединение решений n  систем, 

получающихся из (15) при каждом фиксированном j = 1,…, n. Так как уравнение (7) имеет 

единственное решение, то каждая из этих систем имеет единственное решение. 

Следовательно, система (15) имеет единственное решение. Подставляя найденное решение 

системы (15) в (14), получим )(~ tx j
 ).,1,=( nj   Решение уравнения (7) получается теперь 

подстановкой найденных )(~ tx j
 ),1,=( nj   в ).,()(~)()(=),(~

1=

stftxsmtlstx jjj

n

j

  

Другой метод приближѐнного решения уравнения (2) связан с переходом к эквивалентной 

задаче для системы линейных интегральных уравнений Фредгольма второго рода с 

параметром и последующим приближѐнным решением этой задачи. Действительно, пусть 
)),,(),(2(/1=),( tsxstxsty  )),,(),(2(/1=),()),,(),(2(/1=),( tsxstxstztsxstxsty 

)),,(),(2(/1=),( tsfstfstg   )),,(),(2(/1=),( tsfstfsth  )),,,(),,(2(/1=),,(  tsmstmstk 

)).,,(),,(2(/1=),,(  tsmstmstl  Тогда ),,(=),(,=,=,= tsystylkmhgfzyx   

),,(=),( tszstz  ),,(=),(),,(=),( tshsthtsgstg  ),,,(=),,(),,,(=),,(  tslstltskstk  а 

уравнение (2) записывается в виде системы интегральных уравнений Фредгольма с 

параметром ,t  в которой неизвестная функция удовлетворяет дополнительному условию 

.),(=),(),,(=),( tszstztsysty   Эта система имеет единственное непрерывное на D  решение 

)),(),,(( stzsty  при )(1 M . Поэтому приближѐнное решение уравнения (2) сводится к 

приближѐнному решению этой системы и проверке равенств , 

,),(=),(),,(=),( tszstztsysty   понимаемых при этом как приближѐнные равенства. 

Ещѐ один метод приближѐнного решения уравнения (2) при )(1 M  связан с 

переходом к интегральному уравнению Фредгольма второго рода (3) и заменой в (3) ядра по 

формуле ),(
~

),(),,,(=),,,( 1

1=

101  jj

n

j

kstkstkstk  , в которой функция ),,,( 10 stk  

выбирается равной нулю, а сумма выбирается так, чтобы 

,<|),(
~

),(),,,(|sup 111=1
)),(

 ddkstkstk jj

n

j

b

a

b

aDst
 



 где 0>  - сколь угодно малое число. В 

результате получается  уравнение Фредгольма второго рода с вырожденным ядром:   

),,(),(),(
~

),(=),( 111

1=

stgddxkstkstx jj

n

j

b

a

b

a

   где функция ),( stg  определяется так же, 

как в (4). При достаточно малом 0>  это уравнение обратимо и решается стандартным 

образом. 

 

Список литературы 
1. Romanovskij V.I. Sur une classe d’equations integrales lineares// Acta Math. 59, 99–208 (1932). 

2. Калитвин А.С. Интегральные уравнения типа Романовского с частными интегралами. 

Липецк: ЛГПУ, 2007. 195 с. 

3. Забрейко П.П., Кошелев А.И., Красносельский М.А. и др. Интегральные уравнения. М.: 

Наука, 1968. 448 с. 

4. Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональный анализ. М.: Наука, 1984. 752 с. 

5. Крейн С.Г. Линейные уравнения в банаховом пространстве. М.: Наука, 1971. 104с. 
  



 
29 Научно-технический вестник Поволжья №5 2018        Физико-математические науки 

01.01.00 

Н.И. Попова, Ю.В. Швец, Н.В. Миллер, Т.В. Хомченко 

 

Сибирский государственный университет путей сообщения, 

инженерно-экономический факультет, кафедра высшей математики,  

Новосибирск, kryne_ni@mail.ru 

 

О НЕКОТОРЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ ИНТЕГРАЛА ФРЕНЕЛЯ 
 

DOI: 10.24153/2079-5920-2018-8-5-29-34 

 

Работа посвящена вычислению некоторых несобственных интегралов Френеля, которые 

часто встречаются в различных приложениях, например, они естественно возникают в 

физике в разделе оптика при расчете дифракции. Установлено, что рассматриваемые 

интегралы выражаются через некоторые суммы, где в качестве слагаемых выступают 

произведения сочетаний и тригонометрических функций. Кроме того, в работе для данных 

определенных интегралов установлены рекуррентные соотношения.  

 

Ключевые слова: интеграл, определенный интеграл, интеграл Френеля, несобственный 

интеграл, интегральное представление. 

 

Введение 

В различных областях математического анализа и приложениях широко используется 

интеграл 


0

22cos dxxa , который называется интегралом Френеля. 

Интегралы Френеля – это специальные функции, названные в честь Огюстена Жана 

Френеля. Они возникают при расчете дифракции. Их еще называют интегралами дифракции. 

Это связано с той ролью, которую они играют в оптике [1]. 

Так, изучая распределение световой энергии в пространстве, М.М. Русинов[2] отмечает, 

что интегралы

2

0

cos
2

x
dx




  и 

2

0

sin
2

x
dx




 позволяют описать общую картину 

распределения световой энергии в окрестности некоторой точки. 

Еще одним примером применения интегралов Френеля является один классический 

результат, принадлежащий В.А. Фоку [3]. Рассматривая дифракцию на шаре, В. А. Фок 

показал, что для тел с конечной кривизной главный член в выражении для поля в области за 

телом выражается через интеграл Френеля. Этот результат представляется важным, так как 

В.А. Фоку принадлежит строгая теория дифракции волн вокруг Земли. 

Обобщением интеграла
2 2

0

cosa x dx



 является несобственный интеграл 

2 2

0

cos cosa x mxdx



           

Известно, что для этого интеграла справедливо равенство: 
2

2 2

2

0

cos cos cos
2 4 4

m
a x mx dx

a a

 


 
  

 
 . 

Этот несобственный интеграл имеет чрезвычайно широкую область применения в 

математическом анализе. 
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Цель нашего исследования состоит в выведении формул для вычисления интегралов  

2 2 2

2

0

cos cos m

mI a x lxdx



  , 
2 2 2m 1

2 1

0

cos cosmI a x lxdx





   , где  m  — любое натуральное число. 

Кроме того, в работе устанавливаются рекуррентные соотношения для интегралов данного 

вида. 

Сформулируем основные результаты работы. 

1. Основные результаты 

Основные результаты работы сформулированы ниже в виде следующих утверждений: 

Теорема 1. Справедливо соотношение: 
2

2 2 1 22 2
1

2 (2 )
I ( cos( )

2 2 4 4

m
m m k

m m mm
k

kl
C C

а a

 





  
                                                                     

(1) 

Теорема2.Имеет место равенство: 
2 2

2 1 2 12 1 2
1

(2 1)
cos( )

2 4 4

m
m k

m mm
k

k l
I C

a a

 

 



                                                                               (2) 

Теорема3. Справедливо соотношение: 
2 2 2

1

2 2 2 2 2 12 2 2 2 2
1

4 2 2 (2kl) (2( 1) ) 2
( C cos( ) cos( ) )

2 ( 1) 4 4 4 4 1

m
m k m

m m m mm
k

k m m l
I I C

a m k a a m

   

 


  
     

  


   

(3) 

Теорема4. Имеет место рекуррентное соотношение:
2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 12 1 2 2
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
( cos( ) cos( ))

2 2 (2 1) 4 4 4 4

m
m k

m m mm
k

k m k l m l
I I C

a m m a a

  

  


    
     




       

(4) 

В формулах вышеприведенных теорем, а – любое положительное число, m – любое 

натуральное число. Кроме того, 
k

nС - это число сочетаний из n по k элементов. 

2. Вспомогательное утверждение 

В данном разделе устанавливаются вспомогательные утверждения, необходимые для 

доказательства основных теорем.  

Лемма 1. Справедливо соотношение: 

1 1

2 1 2 1 2 1

2
4

1

m m m

m m mC C C
m

 

    


                                                                                                       (5) 

Доказательство. Из определения числа сочетаний 
!

!( )!

k

n

n
С

k n k



 имеем: 

 

1

2 1 2 1

1

2 1

(2 1)! (2 1)! (2 1)! 4(2m 1)!m (m 1)
4 4

( 1)! ! !( 1)! ( 1)! !

(2 1)! (2 1) 2 4 ( 1) (2 1)! 2 2

( 1)!m! ( 1)! ! 1

m m

m m

m

m

m m m
C C

m m m m m m

m m m m m m m
C

m m m m



 





      
    

  

       
    

  

 

Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Имеет место равенство: 
2

1

2 2 2 22 2

4 2 2
4

(m 1)

m k m k m k

m m m

k m
С C C

k

   



 
 

 
                                                                                             (6) 

Доказательство. Из определения сочетаний имеем: 

 

1

2 2 2

(2m 2)! 4(2 )! (2m 2)! 4(2m)!(m k 1)(m k 1)
4

(m k 1)!(m k 1)! ( )!( )! ( 1)!( 1)!

(2m)! (2 2)(2 1) 4( 1)( 1)

( 1)!( 1)!

m k m k

m m

m
С C

m k m k m k m k

m m m k m k

m k m k

  



      
    

         

      


     
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Заметим, что 
2 2 2

2

(2 2)(2 1) 4( 1)( 1) 4 6 2 4 8 4 4

4 2 2

m m m k m k m m m m k

k m

              

  
 

Отсюда имеем 
2 2 2

1

2 2 2 2 22 2

(2 )!(4 2 2) 4 2 2 4 2 2
4

( 1)!( 1)! (m k 1)(m k 1) ( 1)

m k m k m k m k

m m m m

m k m k m k m
С C C C

m k m k m k

    



     
   

         
 

Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Справедливо равенство: 

kn

n

kn

n CC 





  1

12124 kn

nC
nn

kn 





 12

2

)12(2

)12()12(
.                                                                                  (7) 

Доказательство. Имеем: 

1

2 1 2 1

4(2 1)! (2 1)! 4(2n 1)!( 1)(n k) (2n 1)!
4

( 1)!( )! ( )!( 1)! (n k 1)!(n k)! ( )!(n k 1)!

n k n k

n n

n n n k
C C

n k n k n k n k n k

  

 

      
   

           
 

Так как (2n 1)! (2n 1)! 2n (2n 1)      , получаем 

1

2 1 2 1

4(2 1)!( 1)( ) (2 1)!
4

( 1)!( )!

n k n k

n n

n n k n k n
C C

n k n k

  

 

     
  

  






)!()!1(

)442()!12( 2

knkn

kknn
 

kn

nC
nn

kn 





 12

2

)12(2

)12()12(
. 

Лемма 3 доказана. 

 

3. Доказательство основных результатов 

В данном разделе устанавливается справедливость теорем 1-4. 

Доказательство теоремы1. 

Для вычисления несобственного интеграла  
2 2 2

2

0

cos cos m

mI a x lxdx



  воспользуемся 

формулой, позволяющей вычислять произвольную натуральную четную степень косинуса 

через специальные суммы косинусов первых степеней [4].  

2

2 1 22 1
1

1
cos (C cos 2 )

2

m
m m m k

m mm
k

C k 




  .                                                                                (8) 

Тогда из равенства (8) имеем: 

2 2

2 2 1 22 1
10

1
cos (C cos2 )

2

m
m m k

m m mm
k

I a x C klx dx








   . 

Представим данное выражение как сумму двух интегралов. Имеем: 

2 2 2 2

2 2 1 22 1 2 1
10 0

1 1
I cos cos cos2

2 2

m
m m k

m m mm m
k

C a x dx C a x klxdx

 



 


    
.                                        

(9) 

Заметим, что согласно [5] справедливы равенства: 

2 2

0

2
cos cos

2 4 4
a x dx

a a

  


 
;                                                                                              

(10) 

2
2 2

2

0

(2 )
cos cos2 cos( )

2 4 4

kl
a x mlxdx

a a

 


  
.                                                                           

(11) 

Из соотношений (9), (10), (11) получаем:  
2

2 2 1 22 2
1

2 (2 )
I ( cos( )

2 2 4 4

m
m m k

m m mm
k

kl
C C

a

 





   . 

Теорема 1. доказана. 
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21
1 1

2 2 2 1 2 22 2 2
1

2 (2 )
( cos( )

2 2 4 4

m
m m k

m m mm
k

kl
I C C

a a

 
  

  


  

Доказательство теоремы 2. 

Для вычисления несобственного интеграла 2 2 2m 1

2 1

0

cos cosmI a x lxdx





   воспользуемся 

формулой из работы [4]. Имеем: 

(2m 1)

2 12 2
1

1
cos cos(2 1)

2

m
m k

mm
k

C k  




  .                                                                                   (12) 

Из равенства (12) следует: 

2 2 2 2

2 1 2 1 2 12 2 2 2
1 10 0

1 1
cos cos(2 1) cos cos(2k 1)

2 2

m m
m k m k

m m mm m
k k

I a x C k lxdx C a x lxdx

 

 

   
 

      
.

 

Применяя формулу (11) получаем: 
2 2

2 1 2 12 1 2
1

(2 1)
cos( )

2 4 4

m
m k

m mm
k

k l
I C

a a

 

 



   . 

Теорема 2. доказана. 

Доказательство теоремы 3. 

Для вычисления рекуррентного соотношения 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

0 0

cos cos cos cosm m

m mI I a x lxdx a x lxdx

 



      найдем несобственный интеграл 

2 2 (2m 2)

2 2

0

cos cosmI a x lxdx





   . Применяя формулы из [4] выводим: 

1
2 2 2 2 2 2 1 1

2 2 2 1 2 22 1
10 0

1
cos cos cos ( cos2 )dx

2

m
m m k m

m m nm
k

I a x lxdx a x C C lx

  
   

  


     . 

Представим данный интеграл как сумму двух интегралов. 
1

2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

2 2 2 1 2 22 1 2 1
10 0 0

1 1
cos cos cos cos cos2

2 2

m
m m k m

m m mm m
k

I a x lxdx a x C dx C a x lxdx

  
   

   


       . 

Из соотношений (10) и (11) получаем: 

 

.                             (13) 

 

Используя (1) и (13), вычислим рекуррентное соотношение: 
2 21

1 1

2 2 2 2 1 2 2 2 1 22 2 2 2 2
1 1

2 (2 ) 2 (2 )
( cos( ) ( cos( )

2 2 4 4 2 2 4 4

m m
m m k m m k

m m m m m mm m
k k

kl kl
I I C C C C

a a a

   
   

   
 

       
 

В данном выражении приведем подобные слагаемые: 
2 21

1 1

2 2 2 2 1 1 2 2 22 2 2 2
1 1

2 2 (2 ) (2 )
( ) ( cos( ) cos( )
2 2 2 2 2 4 4 2 4 4

m m
m m k m m k

m m m m m mm m m m
k k

kl kl
I I C C C C

a a a a a a

     
   

    
 

       
    

Тогда: 
2 2

1 1

2 2 2 2 1 2 1 2 2 22 2 2
1

2 (2kl) (2( 1) )
( ( 4 ) ( 4 )cos( ) cos( ))

2 2 4 4 4 4

m
m m m k m k

m m m m m mm
k

m l
I I C C C C

a a a

     

   



        . 

В силу лемм 1, 2 имеем: 
2 2 2

1

2 2 2 2 1 22 2 2 2 2
1

2 2 4 2 2 (2kl) (2( 1) )
( ( ) C cos( ) cos( ))

2 2 1 ( 1) 4 4 4 4

m
m m k

m m m mm
k

k m m l
I I C

a m m k a a

   

 


  
       

  
  

Из данного равенства получаем: 
2 2 2

1

2 2 2 2 2 12 2 2 2 2
1

4 2 2 (2kl) (2( 1) ) 2
( C cos( ) cos( ) )

2 ( 1) 4 4 4 4 1

m
m k m

m m m mm
k

k m m l
I I C

a m k a a m

   

 


  
     

  
 . 

Теорема 3. доказана. 
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Доказательство теоремы 4. 

Найдем рекуррентное соотношение: 

2 2 2 1 2 2 2 1

2 1 2 1

0 0

cos cos cos cosm m

m mI I a x lxdx a x lxdx

 

 

      

Для этого вычислим интеграл 2 2 2 1

0

cos cos ma x lxdx





  

Воспользуемся следующей формулой [4]: 
1

(2m 1) 1

2 12
1

1
cos cos(2 1)

2

m
m k

mm
k

C k 


  





 
.                                                                                    

(14) 

Из равенства (14) следует: 
1 1

2 2 1 1 2 2

2 1 2 1 2 12 2
1 10 0

1 1
cos cos(2k 1) cos cos(2 1)

2 2

m m
m k m k

m m mm m
k k

I a x C lxdx C a x k lxdx

  
   

  

 

       
    . 

 (15) 

Применяя в формуле (15) формулу (11) получаем: 
2 21

1

2 1 2 12 1 2
1

(2 1)
cos( )

2 4 4

m
m k

m mm
k

k l
I C

a a

 
 

 



 

                                                                        

(16) 

Используя равенства (2) и (16) находим: 
2 2 2 21

1

2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 2 1 2
1 1

2 2 1
1

2 1 22 1 2
1 1

(2 1) (2 1)
cos( ) cos( )

2 4 4 2 4 4

(2 1)
cos( )( 4 )

2 4 4

m m
m k m k

m m m mm m
k k

m m
m k m k

m mm
k k

k l k l
I I C C

a a a a

k l
C C

a a

   

 


  

    
 


  


 

 
      


  

 

 
 .              

(17) 

Из равенства (7) следует, что 
2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 12 1 2 2
1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
( cos( ) cos( ))

2 2 (2 1) 4 4 4 4

m
m k

m m mm
k

k m k l m l
I I C

a m m a a

  

  


    
     


  

Теорема 4. доказана. 

 

Соотношения (1) и (2) имеют наиболее простой вид при малых значенияхm.  

Справедливы следующие утверждения. 

Следствие из теоремы 1. 

Имеет место равенство: 
2 21

1 1

2 2 1 2
1

2
( cos( )

4 2 4k

a l
I C

a a

 






   

Доказательство. 

Применяя формулу (1) и равенства 
!

!( )!

k

n

n
С

k n k



, при m=1имеем: 

21
1 1 1

2 2 1 2 1 2
1

2 (2 )
( cos( )

4 2 4 4k

kl
I C C

a a

 

 



   .  

Заметим, что 1n

nC  , тогда получим: 

2 21
1 1

2 2 1 2
1

2
( cos( )

4 2 4k

a l
I C

a a

 






  . 

Следствие 1 доказано. 

Следствие 2. Справедливо равенство: 
2 2

3 2
cos( )

2 4

a l
I

a a

  
 . 
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Доказательство. Из формулы (2) и равенства 
!

!( )!

k

n

n
С

k n k



, при m=2 следует, что: 

2 2 2 2
1 0

3 3 33 2 2 2
( cos( ) cos( )) cos( )

2 4 4 4 4 2 4

l l a l
I C C

a a a a a

     
     . 

Следствие 2 доказано. 

Следствие 3. Справедливо равенство: 
2 2 2 2

4 2 2

3 2 4
( 4cos( ) cos( ))

4 2 4 4

a l a l
I

a a a

   
   . 

Доказательство. Аналогично следствию 1 при m=2 получаем: 
2 2

2 2 1 2 2

4 4 1 2 2 2 22 2

2 (2 ) (4 )
( cos( cos( ))

4 2 4 4 4 4

l l
I C C C

a a a

   

       ,вычислив сочетания 
3

4C , 
2

3C  и 
4

4C  

получим: 
2 2

4 2 2

3 2 4
( 4cos( ) cos( ))

4 2 4 4

l l
I

a a a

  
     . 

Следствие 3 доказано. 

Следствие 4. Имеет место интегральное представление: 

2 2 5

5

0

cos cosI a x lxdx



 
2 2 2

2 2 2

9 25
10cos( ) 5cos( ) cos( )

32 4 4 4 4 4 4

l l l

a a a a

    
     

 
.     

Доказательство. Аналогично следствию 2 выводим: 
2 2 2

2 1 0

5 5 5 55 2 2 2

9 25
cos( ) cos( ) cos( )

2 4 4 4 4 4 4

l l l
I C C C

a a a a

    
       

 
2 2 2

2 2 2

9 25
10cos( ) 5cos( ) cos( )

32 4 4 4 4 4 4

l l l

a a a a

    
      

 
. 

Следствие 4 доказано. 
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА 

РОМАНОВСКОГО С ЧАСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ 
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Получены условия фредгольовости одного класса систем линейных уравнений типа 

Романовсого с частными интегралами в пространстве непрерывно дифференцируемых 

функций. 

 

Ключевые слова: системы линейных уравнений типа Романовского, частные интегралы, 

фредгольмовость системы. 

 

1. Постановка задачи  
К линейному интегральному уравнению  

 )1().,(),)((),(),(),,(=),( stfstRxstfdtxstmstx

b

a

 

      

 

приводится задача теории марковских цепей с двухсторонней связью [1]. Это уравнение с 

непрерывным по совокупности переменных ядром ),,( stm исследовано В.И. Романовским в 

[1]. В уравнении (1) содержится частный интеграл, в котором у неизвестной функции 

сначала переставляются переменные и лишь затем производится интегрирование по одной из 

переменных. Поэтому линейный оператор R  не является компактным оператором в 

пространстве непрерывных функций, оператор R  не является и интегральным оператором в 

этом же пространстве. Более общие классы линейных интегральных уравнений типа 

Романоского изучались в [2]. 

Системы линейных интегральных уравнений Романовского  

 (2).,1,=),,(),(),,(=),(
1=

nistfdtxstmstx ijij

b

a

n

j

i    

исследовались в [3]. 

В данной работе изучаются системы линейных интегральных уравнений с линейными 

операторами с частными интегралами и линейными операторами типа оператора .R  

Пусть ],,[],[= babaD   )((1) DC  - пространство непрерывно дифференцируемых на D  

функций и )((1) DCn
 - пространство вектор-функций  

 ,)),(,),,((=),( 1

T

n stxstxstx   

где )((1) DCx j   ),,1,=( nj   а T  обозначает здесь и далее операцию транспонирования. 

Норма в пространстве )((1) DCn
 определяется равенством  

 ),,,(max=
)(

(1)
)(

(1)1)(
(1)

DCnDCD
n

C
xxx   

где 
)(

(1)
DCkx  - норма функции kx  в пространстве )((1) DC  ).,1,=( nk   

Через   обозначим оператор перестановки переменных у функции ),( stx , т.е. 

),(),(: tsxstx  . 
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В пространстве )((1) DCn
 рассмотрим системы интегральных уравнений Романовского с 

частными интегралами следующего вида:  

 (3).,1,=),,(),(),,(),(),,(=),(
1=

nistfdtxstmdsxstlstx ijij

b

a

n

j

ii

b

a

i     

Система (2) есть частный случай системы (3). 

Через iji ML ,  обозначим операторы  

 ,,1,=,,),(),,(=),)((,),(),,(=),)(( njidtxstmstxMdsxstlstxL jij

b

a

jijji

b

a

ji    

где ,],[,,, bast  функции ),,(),,,(  stmstl iji
 измеримы по совокупности переменных, а 

интегралы понимаются в смысле Лебега. Матричные операторы L  и M  определим 

равенствами  

 ,)(=,)(= 1=,1=,

n

jiij

n

jiiij MMLL   

где  

 




 .=0,

,=1,
=

ijесли

ijесли
ij  

Пусть  

 .)),(,),,((=),( 1

T

n stfstfstf   

При сделанных обозначениях систему (3) можно записать в виде уравнения  
 .(4)= fxMLxx   

2. Основные результаты  

Будем называть линейное уравнение ,= fAxx   где A  - ограниченный линейный 

оператор в банаховом пространстве X  и ,Xf   обратимым (фредгольмовым) уравнением в 

банаховом пространстве ,X  если оператор AI   обратим (фредгольмов, т.е. имеет нулевой 

индекс). 

Теорема 1. Пусть )((1) DCf n  и пусть iji ml ,  ),1,=,( nji   - непрерывно 

дифференцируемые функции. Тогда в )((1) DCn
 фредгольмовость системы (3) равносильна 

фредгольмовости уравнения .= fLxx   

Доказательство. Уравнение (4) перепишем в виде  
 (5).=))(( fxLMxMILI   

В силу теоремы Фубини оператор LM  допускает представление  

 (6).,1,=,),(),,(),,(=),)((
1=

niddxsmstlstxLM jiji

b

a

b

a

n

j

  

Так как функции il  и ijm  непрерывно дифференцируемы при nji ,1,=,   то ядро 

интегрального оператора  

  ddxsmstlstxA jiji

b

a

b

a

jij ),(),,(),,(=),)((   

непрерывно дифференцируемо. Тогда оператор ijA  компактен в ).((1) DC  Следовательно, 

оператор (6) компактен в ).((1) DCn  

В силу устойчивости фредгольмовости уравнений относительно компактных возмущений 

[5] фредгольовость уравнения (5) равносильна фредгольмовости уравнения  
 .(7)=))(( fxMILI   

С применением теоремы Фубини показывается, что оператор 2)( M  допускает 

представление  
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 (8).,1,=,),(),,(),,(=),)()(( 1111

1=1=

2 niddxtmstmstxM jkjik

b

a

b

a

n

j

n

k

  

Так как функции ),,(),,( 11  tmstm kjik
 ),1,=,,( nkji   непрерывно дифференцируемы, то 

оператор (8) компактен в пространстве ).((1) DCn  Следовательно [2], оператор MI  

фредгольмов в ).((1) DCn  По теореме С.М. Никольского [6] ,= QGMI   где G  - 

обратимый, а Q  - компактный в )((1) DCn
 операторы. Тогда уравнение (7) можно записать в 

виде  
 (9).=)()( fQxLIGxLI   

Так как QLI )(   - компактный в )((1) DCn
 оператор, то отсюда следут, что 

фредгольмовость уравнения (9) равносильна фредгольмовости уравнения  
 (10).=)( fGxLI   

В силу обратимости оператора G  фредгольмовость в )((1) DCn
 уравнения (10), очевидно, 

равносильна фредгольмовости в )((1) DCn
 уравнения .=)( fxLI   

Теорема доказана. 

В условии теоремы 1 уравнение fxLI =)(   "‘распадается"’ на уравнения  

 (11).,1,=),,(),(),,(=),( nistfdsxstlstx iii

b

a

i    

Аналогично [7,8] доказывается, что в этом случае фредгольмовость уравнений (11) в 

пространстве )((1) DCn
 равносильна их обратимости в ),((1) DC  которая равносильна 

обратимости в ]),([(1) baC  уравнений  

 (12)]).,([],,[,,1,=),()(),,(=)( baCfbasnitfdxstltx iiii

b

a

i    

Таким образом, справедлива 

Теорема 2. Пусть )((1) DCf n  и пусть iji ml ,  ),1,=,( nji   - непрерывно 

дифференцируемые функции. Тогда фредгольмовость системы (3) в )((1) DCn
 равносильна 

обратимости в ]),([(1) baCn
 при каждом ],[ bas  уравнений (12). 
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Вольфраматы d-элементов в силу своих особых свойств нашли широкое практическое 

применение. Они оказались эффективными сцинтилляторами [1-3]. Электромагнитный 

калориметр состоит из 18 тысяч тяжелых сцинтилляционных кристаллов вольфрамата 

свинца для измерения энергии фотонов [4]. Вольфраматы также получил широкое 

применение в качестве люминесцентного материала и в производстве полупроводниковых 

материалов [5]. Это обусловлено тем, что монокристаллы вольфраматов имеют самую 

высокую плотность (8,28 г/см
З
), обладают большой радиационной стойкостью [6].  

Именно поэтому разработка оптимальной технологии синтеза вольфраматов и 

выращивания его монокристаллов в расплавах многокомпонентных взаимных систем 

представляют большой теоретический и практический интерес.  

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

Фазовые равновесия (ди-, моно- и нонвариантные равновесия) трехкомпонентной системы 

KCl–K2WO4–PbWO4 аппроксимировали аналитическими уравнениями второго порядка. При 

этом использовали лицензионную программу «Аппроксимация фазовых равновесных 

состояний», разработанную в среде С++  Builder 6.0.   

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Cистема KCl – K2WO4 – PbWO4 (рис. 1) состоит из двухкомпонентных систем KCl–K2WO4 

и KCl–PbWO4 с простыми эвтектиками и K2WO4–PbWO4 с конгруэнтным соединением 

K2WO4
.
PbWO4 (D).  

 
Рис. 1. Треугольник составов трехкомпонентной системы KCl–K2WO4–PbWO4 и схема 

расположения политермических разрезов (пунктирные линий). 



 
39 Научно-технический вестник Поволжья №5 2018                                       Химические науки 

ДТА впервые изучена фазовая диаграмма двухкомпонентной системы KCl–PbWO4 (рис. 1, 

табл.1). Система K2WO4–PbWO4 изучена ранее, характеризуется конгруэнтным соединением 

K2WO4
.
PbWO4 (D) с двумя эвтектиками (рис.1, табл. 1). 

ДТА в системе KCl–K2WO4–PbWO4 (рис.1) выявлено стабильное сечение D–KCl и 

изучена его фазовая диаграмма состояния (рис. 1, табл.1,2).  

Стабильное триангулирующее сечение D–KCl разбивает фазовую диаграмму 

трехкомпонентной системы KCl–K2WO4–PbWO4 (рис.1) на две подсистемы (стабильные 

симплексы): KCl–K2WO4–D и KCl–PbWO4–D. 

С целью экспериментального определения координат тройных эвтектик Е1 и Е2  в системе 

KCl–K2WO4–PbWO4 (рис. 1) изучен политермический разрез A– B, на фазовой диаграмме 

состояния которого (рис.2) отражаются первичная кристаллизация KCl, моновариантные 

линии е1 - Е1 (KCl+ PbWO4), е5 - Е1  (D + KCl), е5  - Е2  (D + KCl) и е2  - Е2  (KCl+K2WO4), а 

также две тройные эвтектики: Е1 (KCl+PbWO4+D) и Е2 (KCl+K2WO4+D).  
 

 
Рис. 2. Фазовая диаграмма состояния политермического разреза A–B. 

Координаты тройных эвтектик Е1  и Е2 определяли изучением политермических разрезов 

KCl - Ē1 -Е1  и  KCl -Ē2 -Е2 (рис.3), на фазовых диаграммах которых кривые первичной 

кристаллизации KCl пересекаются с эвтектическими линиями (плоскостьями) третичных 

кристаллизаций KCl+PbWO4+D и KCl+K2WO4+D соответственно (рис.6, табл. 1, 2).  
 

 
Рис. 3. Фазовые диаграммы состояния политермических разрезов 

KCl– Ē1 – Е1  и  KCl–Ē2 – Е2. 
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ВЫВОДЫ 

Расчетно-экспериментальным методом, методами ДТА впервые изучена 

трехкомпонентная система KCl–K2WO4–PbWO4. Проведена триангуляция фазовой 

диаграммы системы KCl–K2WO4–PbWO4, определены координаты двойных и тройных 

эвтектик, построены изотермы ликвидуса. Показано, что расчетные данные по координатам 

тройных эвтектик удовлетворительно согласуются с экспериментальными. Полученные 

данные по координатам тройных нонвариантных точек и кристаллизующимся в них фазам 

подтверждены РФА. Построенная ДТА фазовая диаграмма системы KCl–K2WO4–PbWO4 

может быть использована для выявления оптимальных условий синтеза вольфрамата свинца. 
 

Таблица 1. Координаты двойных и тройных эвтектик системы 

KCl– К2WO4–PbWO4 

Эвтектика              Состав, мол. доли          tпл,
о
С 

КCl К2WO4 PbWO4 

е1 0,80 - 0,20 650 

е 2 0,64 0,36 - 631 

е3 - 0,67 0,33 800 

е4 - 0,39 0,61 850 

е5 0,70 0,15 0,15 650 

Е1 0,75 0,05 0,20 640 

Е 2 0,59 0,34 0,07 620 
 

Таблица 2. Расчетные и экспериментальные координаты 

тройных эвтектик системы KCl–K2WO4–PbWO4. 

 

Компоненты 

системы 

Температура, 
о
С; состав, мол. %  

ДТА уравнения второго порядка линейная модель 

 ij
*
 = 0 ij

*
  0 плоскость 

            t (Е1):  

KCl  

K2WO4 

PbWO4 

650 

0,74 

0,07 

0,19 

645 

0,77 

0,06 

0,17 

630 

0,70 

0,10 

0,20 

640 

0,75 

0,05 

0,20 

             t(Е2): 

KCl  

K2WO4 

PbWO4 

620 

0,59 

0,32 

0,09 

630 

0,60 

0,32 

0,08 

620 

0,56 

0,35 

0,09 

620 

0,59 

0,34 

0,07 

ij
* 
- отклонение поверхности ликвидуса от плоскости по линии, соединяющей 

двойные эвтектики. 
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Сверхсшитые полимерные сетки обладают развитой удельной поверхностью 500-2000 м
2
/г 

[1, 2] и, как носители, в ходе синтеза каталитических систем способны эффективно 

стабилизировать в своем объеме наночастицы палладия, платины и других металлов. Для 

понимания причин такого поведения были проведены квантово-химические расчеты 

адсорбции кластеров Pd4 и Pd4H2 на бензольных кольцах, имитирующих участки полимерной 

матрицы с целью оценки эффективности стабилизации таких кластеров – предшественников 

наночастиц, и впервые изучена адсорбция кластеров Pd4H2 на ароматических кольцах. 

Методы и методики 

Расчет проведен методами теории функционала плотности в квантово-химическом пакете 

Orca 3.0.2 [3]. Расчет не был ограничен по спину, был выбран трехэкспоненциальный 

полноэлектронный базисный набор def2-TZVP с включенными диффузным набором и 

поляризационным набором для не водородных атомов [4]. Релятивистские эффекты были 

учтены использованием приближения ZORA [5]. В качестве обменно-корреляционного 

функционала был использован B3LYP. 

Энергия каждой системы рассчитывалась как сумма электронной энергии и энергии 

нулевых колебаний. В ходе расчета адсорбции всей структуре было позволено 

релаксировать. 

Энергия адсорбции была рассчитана как: 

ΔEAds = EABn – EA – nEB 

ΔEAds = EABC – EA – EB – EH2, 

где EABn – это энергия всей системы в супермолекуле, EA – энергия кластера, EB – энергия 

бензола, EH2 – энергия образования водорода в газовой фазе. 

Адсорбция водорода на кластер Pd4 

На первом этапе были рассчитаны кластеры Pd4 (структура I) и две формы Pd4H2 

(структура II и III) с диссоциированной молекулой водорода в синглетном, триплетном и 

квинтетном состояниях. Все структуры представлены на рисунке 1. 

Как следует из расчетов (таблица 1) основным состоянием кластера Pd4 является 

триплетное, а первое возбужденное – синглетное – расположено на 0.106 эВ выше по 

энергии. Среднее расстояние <Pd-Pd> составляет 2.61 Å и находится между значениями 2.55 

(LDA, BLYP) [6] и 2.67 (GGA, BLYP) [7] и 2.700 [8]. 

Рассчитанные параметры кластера Pd4H2 также находятся в хорошем согласии с 

литературными данными. На основе полученных данных (таблица 1) и в соответствии с [7] 

синглетное состояние структуры II было выбрано в качестве основного состояния кластера 

Pd4H2 для дальнейших расчетов. Изменение мультиплетности основного состояния системы 

с триплетного на синглетное при переходе от кластера Pd4 к структуре Pd4H2 объясняется 
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связыванием неспаренных электронов палладия электронами атомов водорода. Полученная 

энергия диссоциативной адсорбции Н2 с кластером палладия для основного состояния Pd4H2 

составляет -0.777 эВ, что несколько меньше полученных в работе [7]: 1.156 эВ для структуры 

II, 0.906 для структуры III и сопоставима с 0.81 эВ (GGA-PW91) полученным в работе [8]. 
 

Таблица 1 – Энергии образования кластеров относительно основного состояния 

Кластер Мультиплетность dE, eV H2 Eb, eV 

Pd4 (I S) 1 0.106 - 

Pd4 (I T) 3 0.000 - 

Pd4 (I Q) 5 1.232 - 

Pd4H2 (II S) 1 0.000 -0.777 

Pd4H2 (III S) 1 0.220 -0.557 

Pd4H2 (III T) 3 0.519 -0.258 
 

 
Рис. 1 – Оптимизированная геометрия кластера Pd4 в триплетном состоянии,  

и кластеров Pd4H2 в синглетном состоянии 
 

Адсорбция кластера Pd4 на бензольные кольца 

Вследствие наличия большого количества микро- и малых мезопор в сверхсшитых 

ароматических полимерах возникает статистически значимая вероятность контакта малых 

кластеров палладия одновременно более чем с одним бензольным кольцом полимера, 

обладающего достаточно подвижной, хоть и сшитой полимерной сеткой. В аппроксимации 

звеньев полимерной цепи в расчетах были использованы молекулы бензола и рассчитаны 

конфигурации адсорбционных комплексов и энергии адсорбции кластеров Pd4 и Pd4H2 на 

бензольные кольца полимерной цепи в допущении «мягких полимерных цепей». 

Расчет адсорбции Pd4 в основном состоянии на бензольные кольца проводился в четыре 

этапа последовательным присоединением бензольных колец с возможностью полной 

релаксации структуры в процессе оптимизации. 

Как следует из расчетов, при адсорбции на бензольное кольцо (A) (структура IV T) 

происходит искажение структуры кластера Pd4 в основном связанное с удлинением связей 

<Pd-Pd> расположенных в плоскости соприкосновения с бензольным кольцом, а среднее 

расстояние <Pd-Pd> увеличивается на 3.8%. В адсорбционном комплексе также наблюдается 

деформация бензольного кольца, хорошо известная из литературных источников (структура 

IV). По данным расчетов, связи углерод-углерод в бензольном кольце удлиняются в среднем 

на 2.9%, а среднее отклонение атомов водорода от плоскости бензольного кольца составляет 

14.4
0
. Средняя длина связи <Pd-C> в адсорбционном комплексе составила 2.26 Å. 

Рассчитанная энергия адсорбции кластера на бензольном кольце составляет 0.612 эВ  

(59 кДж/моль). Полученные межатомные расстояния и углы в Pd4-C6H6 сопоставимы с 

аналогичными расстояниями и углами структур адсорбированного бензола на плоском 

кластере Pd7 и Pd7+3 [10] и поверхности Pd{111} [11], а полученная энергия адсорбции 

бензола на Pd4 0.612 эВ сопоставима с рассчитанными на уровне B3LYP/LANL2DZ и 

B3LYP/6-31G(d) в [10]: энергиями адсорбции бензола на Pd7 и Pd7+3 0.560 и 0.862 эВ 

соответственно. 
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Адсорбция на полученной структуре второго (B) (структура V), третьего (C) и четвѐртого 

(D) бензольного кольца (рисунок 3) приводит к суммарным энергиям адсорбции кластера -

114.0, -181.2 и -216.6 кДж/моль, соответственно. Средняя энергия адсорбции в расчете на 

одно бензольное кольцо при адсорбции на кластер Pd4 составляет около -0.6 эВ и снижается 

при адсорбции четвертого бензольного кольца вследствие перекоординации кольца A. 

 
Рис. 2 – Оптимизированная структура IV. Длины связей и заряды по Маликену на кластере 

 
Рис. 3 – Структуры комплексов Pd4(C6H6)2, Pd4(C6H6)3 , Pd4(C6H6)4 

 

Адсорбция кластера Pd4H2 на бензольные кольца 

В ходе адсорбции кластера Pd4H2 на бензольное кольцо наблюдается миграция атома 

водорода от плоскости бензольного кольца и переход структуры кластера из II в III  

(рисунок 4). 

 VIS  VIIS 

Рис. 4 – Рассчитанные структуры комплексов Pd4H2C6H6 и Pd4H2(C6H6)2 
 

Энергия адсорбции Pd4H2 на бензольное кольцо составила -1.046 эВ, что сопоставимо по 

энергетическому эффекту с адсорбцией кластера Pd4 на двух бензольных кольцах. 

Суммарная энергия адсорбции двух бензольных колец на кластер в Pd4H2 составляет -

2.222 эВ (214.4 кДж/моль), что сопоставимо с адсорбцией кластера Pd4 на четырех 

бензольных кольцах. 
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Заключение 

Сопоставление энергий адсорбции кластеров Pd4 и образующихся в ходе восстановления 

молекулярным водородом кластеров Pd4H2 на бензольные кольца позволяет утверждать, что 

подвижность кластеров гидрида палладия в ароматической полимерной матрице в 

отсутствии растворителя затруднена значительно больше, чем подвижность кластеров Pd4, 

что затрудняет нуклеацию и рост крупных частиц палладия в случае использования 

рассеянного по полимерной матрице прекурсора металла. Очевидно, восстановление 

молекулярным водородом в среде ароматического растворителя, такого как толуол, или в 

присутствии непредельных углеводородов приводит к последовательной переадсорбции 

кластера с бензольных колец на молекулы растворителя и их миграции в составе такого 

комплекса, что облегчает рост частиц и получение более крупных частиц палладия. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований (контракт 18-08-00435). 
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Методом ионного обмена в галогенидно-оксидном расплаве синтезированы молибдат и 

вольфрамат самария. Изучены структура, фазовый и элементный состав продуктов 

синтеза. 
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Введение 

Молибдаты и вольфраматы  редкоземельных элементов (РЗМ = Sm, Ce, Pr, Eu, Tb, Tm), 

кристаллизующимися по типу шеелита CaWO4 и пальмиерита K2Pb(SO4)2, широко 

используемые в качестве люминофоров для светодиодов белого свечения (White Light-

Emitting Diodes, WLED), широко востребованных на мировом рынке [3-5]. Эти светодиоды 

обладают существенными преимуществами по сравнению с обычными лампами накаливания 

и компактными люминесцентными лампами: они более долговечны, нехрупкие, потребляют 

меньше мощности, намного более экономичны и экологичны (не содержат токсических 

веществ и реже требуют утилизации) [1-2].  

Цель исследования состояла в разработке способа синтеза молибдата и вольфрамата 

самария в галогенидно – оксидных расплавах.  

Экспериментальная часть 

Для исследования расплавов, содержащих ионы самария, необходимо осуществить 

условия, гарантирующие отсутствие кислорода и влаги в используемых солях и атмосфере 

экспериментальной кварцевой ячейки. 

Ионы самария вводились в расплав в виде безводного трихлорида самария (99.9%, ультра 

сухой). Использованные соли были осушены и хранились в перчаточном боксе mBraun 

Labstar 50. 

Методика приготовления солей заключалась в следующем. Хлориды натрия и калия 

квалификации «ХЧ» подвергали перекристаллизации, прокаливали в муфельной печи, 

смешивали в необходимом соотношении (эквимолярная смесь) и помещали в алундовый 

стакан. Ячейку со стаканом вакуумировали до остаточного давления 0.7 Па сначала при 

комнатной температуре, а затем при постепенном ступенчатом нагревании до 473, 673, 873 

К. После этого ее заполняли инертным газом (аргоном) и расплавляли электролит.  

Процесс отмывки продукта синтеза играет важную роль, так как остатки фонового 

электролита растворяются только при многократном кипячении в дистиллированной воде с 

последующей декантацией. После декантации осадок центрифугировали и высушивали. Для 

расчета массовой доли молибдата и вольфрамата самария в полученном образце взвешивали 

массу продукта синтеза до и после отмывки.  

Рентгенофазовый анализ образцов синтезированных соединений проводили на 

рентгеновском дифрактометре D2 Phaser («Bruker», Германия). С помощью растрового 

электронного микроскопа SEM VEGA 3LMH («Tescan», Чехия), снабжѐнного системой для 

рентгеноспектрального микроанализа («X-Max», Oxford Instruments), изучалась 

микроструктура поверхности образцов продукта синтеза, а также проводился качественный 

и количественный элементный анализ продукта. 
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Результаты исследования  

При проведении синтеза вольфрамата (молибдата) самария из хлоридных расплавов в ка-

честве растворителей использовали эквимолярную смесь NaCl–KCl. Вольфрамат (молибдат)- 

анионы добавлялись в расплав в виде безводного вольфрамата (молибдата) натрия.  

Навеску солевого электролита, содержащего хлорид РЗМ (~ 1,0 ∙ 10
-4

 моль/см
3
), помещали 

в алундовый тигель, в который прибавляли рассчитанное количество соли-растворителя и 

необходимое количество молибдата (вольфрамата) щелочного металла. Тигель помещали в 

герметично закрывающуюся кварцевую ячейку, которую вакуумировали, заполняли аргоном 

и опускали в предварительно разогретую до требуемой температуры печь. После выдержки в 

печи в течение требуемого времени ячейку извлекали, вскрывали и тигель быстро 

переносили в эксикатор для охлаждения. 

Соотношение компонентов синтеза (молибдата  и вольфрамата натрия и хлорида самария) 

подбиралось в соответствии с уравнением реакции: 

2SmCl3 + 3Na2MoO4  Sm2(MoO4)3 + 6NaCl 

2SmCl3 + 3Na2WO4  Sm2(WO4)3 + 6NaCl 

На рис. 1-3 представлены микрофотография, цветовая элементная карта, спектрограмма и 

индивидуальные цветовые элементные карты поверхности синтезированного порошка. На 

микрофотографическом снимке (рис. 1) поверхности образца продукта синтеза отмечается 

слоисто-пластинчатая структура. Рис. 3, показывающий локализацию элементов на поверх-

ности исследуемого образца, подтверждает образование вольфраматной фазы самария. 
 

 
Рис. 1. Микрофотография поверхности образца вольфрамата самария, полученная на СЭМ 

Vega 3LMH TESCAN с системой для рентгеноспектрального микроанализа. 
 

 
(а)      (б) 

Рис. 2. Цветовая элементная карта  (а) и спектрограмма (б) поверхности образца 

вольфрамата самария, полученная на СЭМ Vega 3LMH TESCAN с системой для 

рентгеноспектрального микроанализа 

 
Рис. 3 Индивидуальные цветовые  элементные карты поверхности образца вольфрамата 

самария, полученные на СЭМ Vega 3LMH TESCAN с системой для рентгеноспектрального 

микроанализа. 
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Результаты фазового состава продуктов синтеза приведен в виде дифрактограммы на 

рис.4 

 
Рис. 4. Дифрактограмма продуктов синтеза в системе NaCl-KCl-SmCl3- Na2MoO4 

при соотношениях концентраций С(SmCl3): С(Na2MoO4)-2:1. 
 

Нами изучена зависимость состава продукта от таких параметров синтеза, как 

соотношение молярных концентраций компонентов и продолжительность синтеза. 
 

Табл.1. Зависимость состава продукта синтеза в системе NaCl-KCl-Na2MoO4-SmCl3 от 

молярного соотношения компонентов расплава (время синтеза– 30 мин) 

С(SmCl3), масс.% С(Na2MoO4), 

масс.% 

Концентрация 

С(SmCl3): С(Na2MoO4) 

Состав 

продукта синтеза 

0.51 0.41 1:1 SmMo5O8 

SmMo8O14 

1.02 0.41 2:1 Sm3MoO7 

SmMo8O14 
 

Выводы 

Проведѐн синтез молибдатов и вольфраматов самария методом реакции ионного обмена в 

галогенидно – оксидных расплавах. Изучена зависимость состава продукта синтеза от 

молярного соотношения компонентов расплава, продолжительности синтеза. Установлен 

химический (фазовый и элементный) состав, а также изучена микроструктура поверхности 

образца продуктов синтеза Sm2(MoO4)3 и Sm2(WO4)3. 
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В настоящей работе приведены данные по варьированию условий получения 

целлюлозолитических и метанообразующих микроорганизмов способных трансформировать 

лигноцеллюлозное сырье в биотопливо. В качестве лигноцеллюлозного сырья был 

эффективно применен торф верхового типа. Изучено влияние таких важных факторов, как 

окислительно-восстановительный потенциал и pH питательной среды для совместного 

культивирования целлюлозолитических ферментов. 

 

Ключевые слова: целлюлозолитические и метанообразующие микроорганизмы, торф, 

биотрансформация, D-глюкоза, биотопливо. 

 

На современном этапе развития химической технологии получения биотоплива все 

большая роль отводится биотехнологическим способам, отличающиеся эффективностью и 

экологичностью. 

При разработке режимов культивирования продуцентов ферментативных комплексов, 

гидролизующих лигноцеллюлозное сырье до исходного продукта биотоплива D-глюкозы, 

особое внимание уделяется изучению окислительно-восстановительного потенциала и рН 

питательной среды микроорганизмов. 

В работе [1] авторы изучали применение анаэробных микроорганизмов, способных 

развиваться в широком диапазоне rН2 (0-22), но эффективно размножаются только при 

низких (до 3-5) значениях его. Значения rН2 можно регулировать, вводя в среду тиогликолят 

натрия, аскорбиновую кислоту и цистеин. 

Наиболее сильно окислительно-восстановительный потенцмал (Еh) среды снижается при 

внесении тиогликолята натрия; более мягким эффектом обладает аскорбиновая кислота. 

Наиболее благоприятна для развития целлюлозотрофных микроорганизмов зона rН2 3-10, 

создаваемая тиогликолятом натрия. В этом случае уже через 12 ч после посева наблюдается 

большое количество вегетативных клеток, развитие проходит интенсивно, синхронно [1]. 

Органические среды со свекловичным жомом содержат большое количество 

редуцирующих веществ, в связи с чем rН2 их довольно низкий. 

В оптимальных для развития и размножения условиях (rН2=3) уже к 24-36 ч роста 

наблюдается максимум накопления ферментов. 

Таким образом, для нормального развития и жизнедеятельности этого анаэробного 

штамма индекс аэробности среды перед засевом не должен превышать 3-5. В противном 

случае рост микроорганизма и биосинтез ферментов тормозятся, либо протекают крайне 

медленно [2]. 

От концентрации ионов водорода зависит поступление веществ в клетку, она воздействует 

на образование и активность ферментов, которые обусловливают рост и размножение клеток 

продуцентов [3]. Накопление ферментов в культуральной жидкости также в значительной 



 
49 Научно-технический вестник Поволжья №5 2018                                       Химические науки 

степени зависит от величины pH исходной питательной среды. Так, исходные величины pH 

среды 7.5-9.0 приводят к угнетению роста Pen.virrucol. и замедлению биосинтеза 

целлюлозолитических ферментов. Снижение pH исходной питательной среды до 6.0 и менее 

также неблагоприятно влияет на биосинтез целлюлозолитических ферментов. Для 

нормального роста культуры и биосинтеза амилазы и протеазы необходимо исходное 

значение pH питательной среды доводить до 6.9. 

В процессе культивирования микроорганизмов pH изменяется от 6.9 до 5.5-6.6. Поэтому 

величина pH может служить одним из параметров, по которому следует судить о ходе 

процесса. Достижение значения pH в процессе культивирования 5.5-5.6 свидетельствует об 

окончании ферментации [3,4]. 

В исследовательской работе [4] показано, что для культуры Тrichoderma reesei исходные 

величины pH среды 8-9 весьма неблагоприятны - сильно угнетается рост микроорганизма и 

резко снижается биосинтез ферментов. Такая же картина наблюдается и при pH среды 6.0-

5.5. На средах с низким значением pH особенно снижается биосинтез ксиланазы. 

Максимальное накопление ферментов наблюдается при культивировании Тrichoderma reesei 

на средах с исходным pH 6.2-6.5. 

Диапазон pH, при котором могут развиваться термофильные бактерии рода Clostridium, 

довольно широк. Эти микроорганизмы жизнедеятельны в пределах pH 4.7-8.5.  

Авторы работы [5] исследовали интервал оптимальной pH среды для Clostridium spp. 

Показано, что микроорганизмы активно развиваются в зоне pH 6.8 – 7.2; при значениях pH 

4.5 и 8.5 рост практически прекращается. 

Оптимальной зоной pH для биосинтеза экзоцеллюлазы является 4.5.-5.5, для биосинтеза 

эндоцеллюлазы 4.0-5.0, а для биосинтеза ксиланазы оптимальны более низкие значения pH 

среды – до 3.5–4.0. Наиболее интенсивно процесс протекает на средах, содержащих мел, но 

выявленные зависимости между величиной pH и биосинтезом ферментов не нарушаются. 

Таким образом, биосинтез ферментов наиболее продуктивен в зоне pH 4.0-6.0 [2,5].  
 

 
Рис 1. Влияние величины pH питательной среды на биосинтез ферментов Trich.viride 

(длительность процесса 60 ч): 1 – экзоцеллюлазы; 2 - эндоцеллюлазы; 3 -ксиланазы. 

 

Как видно из рис. 1, можно получать культуральные жидкости с различным 

соотношением ферментов путем изменения величины pH среды. 

Величина pH питательной среды, в пределах которой в процессе глубинного 

культивирования гриба Trich.viride накапливается достаточное количество фермента 1, 

находится в пределах 3.25-4.5. Оптимальная величина pH, при которой продуцируется 

максимальное количество фермента 1. равняется 3.5. Значения pH питательной среды, при 

которых образуется достаточное количество фермента 3, находятся в пределах 3.5-5.5 с 

оптимумом 4.5. 
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При начальном pH питательной среды 2.0-2.5 или 7.0-8.0 в ферментативном комплексе 

культуральной жикости фермент 3 отсутствует. Фермент 2 синтезируется при выращивании 

Trich.viride на питательной среде с исходным значением pH в интервале 2.0-8.0, достигая 

максимума при pH 3.75. 

Кислотоустойчивая целлобиаза и β-глюконаза продуцируются грибом Trich.viride на среде 

с тем же значением pH, достигая максимума при pH 4.5. 

 

Выводы 

Обзор зарубежных и отечественных исследовательских работ указывает на актуальность 

варьирования окислительно-восстановительного потенциала и рН питательной среды для 

получения микроорганизмов, биотрансформирующих лигноцеллюлозное сырье в 

биотопливо. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ №16-08-00158. 
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Разработан метод получения 3,4- и 2,3-бифенилдикарбоновых кислот. Изучено влияние 

различных факторов на отдельных стадиях синтеза, найдены условия, обеспечивающие 

эффективное протекание процесса, идентифицированы промежуточные и конечные 

продукты реакций. 
 

Ключевые слова: о-ксилол, циклогексанол, алкилирование, дегидрирование, жидкофазное 

каталитическое окисление. 
 

Дикарбоновые кислоты бифенила являются перспективными мономерами для получения 

композиционных материалов, жидкокристаллических термостойких полимеров [1], фталоци-

анинов, которые в настоящее время используются не только как зеленые и синие красители 

[2], но и в качестве катализаторов [3], фотопроводящих материалы [4], компонент химиче-

ских сенсоров [5]. Однако дикарбоновые кислоты бифенила ни у нас в стране, ни за рубежом 

не производятся, а известные методы их синтеза [1] характеризуются недоступностью сырья, 

многостадийностью, низкими выходами целевых продуктов. В связи с этим, поиск и 

разработка эффективных способов их получения является актуальной задачей. 

Нами предложен метод получения о-дикарбоновых кислот бифенила, представляющие 

практический интерес для синтеза арилированных фталоцианинов, основанный на 

использовании о-ксилола и циклогексанола [6]: 

Он включает следующие стадии: 1) алкилирование о-ксилола циклогексанолом в 

присутствии серной кислоты; 2) синтез диметилбифенилов дегидрированием смеси  

3 (4)-циклогексил-о-ксилолов; 3) жидкофазное окисление 3,4- и 2,3-диметилбифенилов в о-

бифенил- дикарбоновые кислоты. 
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Экспериментальная часть 

При проведении реакции алкилирования к смеси о-ксилола и серной кислоты при 

температуре 5-8 °С в течение 1 ч прибавляли циклогексанол. Реакционная смесь 

выдерживали при этой температуре в течение 2 ч. Затем углеводородный слой отделяли, 

промывали водой до pH 7, сушили хлористым кальцием. Ректификацией в вакууме удаляли 

избыточный о-ксилол, затем выделяли смесь изомеров 3 (4)-циклогексил-о-ксилола с Ткип 

131-140 °С (9-10 мм рт. ст.). 

Реакцию дегидрирования осуществляли при температуре 240-320 °С в присутствии 

гетерогенных катализаторов в течение 5-6 ч. По окончании процесса реакционную смесь 

отфильтровали от катализатора, перегнали в вакууме и получили 3,4-диметилбифенил (3,4-

ДМБФ) в виде бесцветного кристаллического вещества с Тпл 25,5-26 °С, Ткип 152 °С (10 мм 

рт. ст.) и 2,3-диметилбифенил (2,3-ДМБФ) в виде бесцветного кристаллического вещества с 

Тпл 39-40 °С, Ткип 144 °С (18 мм рт. ст.). 

Реакцию окисления 3,4-ДМБФ проводили при атмосферном давлении в замкнутой 

системе [6]. За ходом реакции следили по количеству поглощенного кислорода. Продолжи-

тельность реакции 1-3 ч. По окончании реакции смесь охлаждали, образовавшийся осадок 

3,4-бифенилдикарбоновой кислоты (3,4-БФДКК) отфильтровывали, промывали водой, 

сушили. 3,4-БФДКК − бесцветное кристаллическое вещество с Тпл 199-200 °С. Кислотное 

число 469, выч. 463. Найдено: С 69,33; Н 4,19. С14Н10О4. Вычислено: С 69,42, Н 4,13. 

Реакцию окисления 2,3-ДМБФ проводили в среде пиридина перманганатом калия при 

температуре кипения в течение 2 ч. Затем реакционную смесь охлаждали, отфильтровывали. 

Фильтрат подкисляли концентрированной соляной кислотой до рН 2. Образовавшийся оса-

док 2,3-бифенилдикарбоновой кислоты (2,3-БФДКК) отфильтровывали, промывали водой, 

сушили. 2,3-БФДКК − бесцветное кристаллическое вещество с Тпл 145-147 °С. Кислотное 

число 466, выч. 463. Найдено: С 69,21; Н 4,16. С14Н10О4. Вычислено: С 69,42, Н 4,13. 

ГЖХ анализ проводили на хроматографе ЛXM-8 МД с пламенноионизационным детекто-

ром, колонка стальная 10003 мм, заполнена 4,8 % лукопрена Г-1000 (метилвинилсиликон) 

на носителе Chromosorb G, AW. Газ-носитель − азот, расход 30 мл/мин. 

Результаты и обсуждение 
Как видно из схемы, предлагаемый нами метод позволяет получать одновременно две о-

бифенилдикарбоновых кислоты. При изучении I стадии синтеза было установлено, что в 

присутствии пиро- или орто-фосфорной кислот реакция протекает на 5-10 %. В присутствии 

серной кислоты выход циклогексил-о-ксилолов составляет 75-90 % на взятый 

циклогексанол. Изменение молярного соотношения реагентов в сторону увеличения доли 

циклогексанола ведет к образованию дициклогексильных производных. Уменьшение доли 

серной кислоты резко снижает выход продуктов, в то же время увеличение доли серной 

кислоты, повышение температуры и времени проведения процесса способствует протеканию 

процессов сульфирования. 

Таким образом, выбраны следующие условия проведения процесса: температура 5-8°С, 

молярное соотношение о-ксилол: циклогексанол: серная кислота 3:1:3, время реакции 3 часа. 

При алкилировании о-ксилола образуется смесь изомеров: 3- и 4-циклогексил-о-ксилолов 

в соотношении 1 : 3,5-5. Суммарный выход их составляет 85-88 % на загруженный 

циклогексанол. Поскольку разделить ректификацией изомерные циклогексил-о-ксилолы не 

представляется возможным на стадию жидкофазного каталитического дегидрирования 

направлялась смесь 3- и 4-циклогексил-о-ксилолов (3- и 4-ЦГ-о-К). Основными продуктами 

реакции являются соответствующие производные бифенила: 3,4- и 2,3-диметил бифенилы. 

Среди побочных продуктов установлены циклогексилтолуол и циклогексилбензол (легкие 

углеводороды). 

Были исследованы два типа промышленных катализаторов: палладиевые (КПГ, МА-15) и 

платиновые (АП-56, АП-64) катализаторы на носителях (таблица 1). Установлено, что 

катализаторы платиновые и палладиевый − КПГ − обеспечивают 98-99% конверсию 

исходных углеводородов при высокой селективности по целевым продуктам. 
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При изучении влияния массовой доли катализатора КПГ было показано, что уменьшение 

ее ниже 50 % приводит к значительному ухудшению количественных показателей процесса. 

При изучении влияния температуры было установлено, что 98 % конверсия углеводородов за 

6 часов достигается лишь при температуре кипения реакционной смеси. 

Соотношение изомеров 2,3- и 3,4-ДМБФ в продуктах реакции соответствует 

соотношению 3- и 4-ЦГ-о-К в продуктах алкилирования. 

 

Таблица 1 − Влияние природы катализатора и температуры на процесс дегидрирования 

циклогексил-о-ксилолов 

Время реакции 6 ч, массовая доля катализатора 50 %. 

Катализатор 
Темпера-

тура, °С 

Конверсия 

циклогек- 

сил-о-кси- 

лолов, % 

Селективность реакции, моль % 

3,4-ДМБФ 2,3-ДМБФ 
легкие угле- 

водороды 

КПГ 

АП-56 

АП-64 

МА-15 

КПГ 

КПГ 

КПГ 

КПГ 

АП-56 

АП-56 

АП-56 

280 

280 

280 

280 

240 

260 

280 

300 

240 

280 

300 

97,5 

98,1 

99,6 

23,2 

82,5 

82,7 

94,8 

98,0 

13,9 

91,3 

97,6 

76,4 

69,3 

73,9 

71,4 

62,4 

77,3 

74,2 

73,9 

44,1 

56,6 

76,5 

21,8 

29,9 

25,8 

21,3 

22,4 

18,7 

22, I 

24,7 

15,6 

27,6 

20,9 

1,8 

1,8 

1,3 

7,3 

15,2 

4,0 

3,7 

1,5 

40,4 

15,8 

2,7 

 

Окислению подвергались индивидуальные 2,3- и 3,4-ДМБФ степень чистоты которых 

составила 99,5%. 

Окисление 3,4-диметилбифенила проводилось при атмосферном давлении в присутствии 

смешанных металлбромидных катализаторов в среде уксусной кислоты. Было доказано, что 

окисление 3,4-ДМБФ протекает ступенчато, через промежуточное образование 

монокарбоновой (3-метилбифенил-4-карбоновой) до 3,4-бифенилдикарбоновой кислоты (3,4-

БФДКК). Были проведены серии опытов по изучению влияния температуры, начальных 

молярных концентраций углеводорода, компонентов катализатора (таблица 2). 

Показано, что 3,4-диметилбифенил легко окисляется в 3,4-БФДКК с выходом, близким к 

100%, при молярном соотношении углеводород: катализатор 3-6 : 1 и ацетат кобальта : 

бромид натрия 1-7:1. При малом содержании бромистого натрия в системе конечный 

продукт содержит больше монокарбоновой кислоты и примесей. Наилучшей температурой 

реакции является температура 95-100 °С. 
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Таблица 2 − Влияние состава катализатора и его количества на выход 3,4-

бифенилдикарбоновой кислоты. Температура реакции 95 °С 

Молярное соотношение Выход, % 

углеводород: 

катализатор 

ацетат кобальта: 

бромид натрия 

дикарбоновая 

кислота 

монокарбоновая 

кислота 

0,81 

1,39 

2,50 

3,33 

3,64 

3,70 

3,83 

3,92 

3,94 

3,96 

5,28 

12,19 

16,67 

11,00 

6,00 

1,67 

5,00 

10,00 

7,07 

22,50 

50,00 

64,29 

90,00 

6,62 

6,53 

5,00 

82,00 

74,79 

91,07 

99,90 

72,57 

100,00 

57,60 

31,02 

18,47 

14,03 

97,33 

76,26 

30,05 

− 

− 

− 

− 

14,52 

− 

42,40 

61,26 

75,96 

72,19 

0,17 

5,66 

67,94 

 

На основе 3,4-БФДКК получен зеленый пигмент близкий по цветовому тону лаку 

основному зеленому и превосходящий его по устойчивости к различным воздействиям 

(химическим реагентам, растворителям, свету). 

Окислить 2,3-ДМБФ в указанной каталитической системе до 2,3-БФДКК не 

представляется возможным, поэтому для ее получения в качестве окислителя использовали 

перманганат калия. По оценкам специалистов 2,3-БФДКК представляет практический 

интерес в синтезе арилированных фталоцианинов. 
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В данной работе приводятся результаты тестирования Pd-содержащих катализаторов 

на основе сверхсшитого полистирола в реакции кросс-сочетания 4-броманизола и 

фенилбороновой кислоты в присутствии NaOH в качестве основания. Показано, что Pd в 

составе катализаторов присутствует в форме Pd(II), а также наночастиц и кластеров 

Pd(0). При этом активность невосстановленных и предварительно восстановленных в токе 

водорода катализаторов коррелирует с содержанием Pd(II) на поверхности. 
 

Ключевые слова: кросс-сочетание Сузуки, палладий, сверхсшитый полистирол, 

наночастицы палладия, кластеры палладия. 
 

Введение 

Реакция кросс-сочетания Сузуки является одним из часто используемых методов 

формирования биарилов, в котором в качестве субстратов используются арил-галиды и 

арилбороновые кислоты [1]. В настоящее время безлигандные катализаторы реакции Сузуки 

рассматриваются как альтернатива традиционным гомогенным катализаторам [2]. Однако 

ввиду особенностей каталитического цикла (обратимого изменения степени окисления 

палладия с Pd(II) до Pd(0), а также процесса Оствальдовского созревания) при использовании 

безлигандных катализаторов сложно провести кинетический анализ реакции Сузуки. Таким 

образом, для описания поведения большинства безлигандных катализаторов был предложен 

термин «каталитические системы коктейльного типа» [3]. 

Данная статья посвящена исследованию зависимости поведения Pd-содержащих 

катализаторов реакции Сузуки на основе сверхсшитого полистирола (СПС) от состава и 

морфологии активной фазы. 
 

Экспериментальная часть 

Методика синтеза катализаторов 

Серия катализаторов Pd/MN270 была синтезирована методом импрегнации СПС марки 

MN270 [4] растворами следующих прекурсоров: PdCl2, PdCl2(CH3CN)2, PdCl2(C6H5CN)2 

(катализаторы обозначены как Pd/MN270-1, Pd/MN270-2 и Pd/MN270-3, соответственно). 

Кроме того, все катализаторы были восстановлены в токе водорода при 300 
о
С в течение трех 

часов (обозначены буквой «В»). Все образцы были охарактеризованы методами 

просвечивающей электронной микроскопии (ПЭМ) и рентгенофотоэлектронной 

спектроскопии (РФЭС). 

Методика проведения реакции Сузуки 

Реакция проводилась в изотермическом стеклянном реакторе при следующих условиях: 

количество 4-броманизола (4-БрАн) 1 ммоль, количество фенилбороновой кислоты 1.5 

ммоль, в качестве основания использовали NaOH (1.5 ммоль). Растворитель – смесь этанола 

и воды в соотношении 5:1. Реакцию проводили в инертной атмосфере (азот) при температуре 
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60 
о
С. Пробы анализировались методом GS-MS (Shimadzu GCMS-QP2010S). Для построения 

калибровочных зависимостей использовались химически чистые вещества, внутренним 

стандартом служил дифениламин. 
 

Результаты и обсуждение 

Результаты тестирования невосстановленных и восстановленных в токе водорода 

катализаторов представлены в таблице 1 и на рисунке 1. 
 

Таблица 1 – Результаты тестирования катализаторов Pd/MN270 

Катализатор 

Содержа-

ние Pd, 

мас.% 

Средний диаметр НЧ Pd 

(данные ПЭМ) 

Конверсия 

4-БрАн (%) за 

время реакции 1 ч 

Pd/MN270-1 1.65 4.8 ± 1.7 нм 89.9 

Pd/MN270-2 1.48 
6.7 ± 1.6 нм и агрегаты 

диаметром до 25 нм 
90.5 

Pd/MN270-3 1.97 
5.2 ± 1.6 нм и агрегаты 

диаметром до 30 нм 
88.6 

Pd/MN270-1-В 1.65 4.4 ± 1.3 нм 94.8 

Pd/MN270-2-В 1.48 

мультимодальное распределение 

с наиболее сильной модой при 

8.5 ± 2.1 нм и агрегаты 

диаметром до 22 нм 

98.2 

Pd/MN270-3-В 1.97 
3.8 ± 1.1 нм и агрегаты 

диаметром до 21 нм 
81.2 

 

Очевидно, что природа прекурсора Pd оказывает слабое влияние на каталитическую 

активность невосстановленных образцов (Рис. 1а). Однако наиболее высокая начальная 

скорость конверсии 4-БрАн достигалась с использованием MN270, импрегнированного 

PdCl2(CH3CN)2. В случае предварительно восстановленных образцов наиболее высокая 

конверсия 4-БрАн также наблюдалась для Pd/MN270-2-В (Рис. 1б, таблица 1). 
 

 
Рисунок 1 – Зависимость конверсии 4-БрАн от времени для невосстановленных 

катализаторов (а) и для катализаторов, предварительно восстановленных в токе H2 (б) 
 

Важно отметить, что для всех катализаторов на основе СПС характерен логарифмический 

тип кинетической кривой (Рис. 1). При этом высота «полочки» зависит от типа катализатора 

(восстановленный или невосстановленный), а также от природы прекурсора палладия. 

На рисунке 2 представлены ПЭМ микрофотографии невосстановленных катализаторов 

Pd/MN270, взятых после однократного использования в реакции Сузуки (Рис. 2а-в). В случае 

катализаторов, содержащих PdCl2(CH3CN)2 и PdCl2(C6H5СN)2, после реакции Сузуки 

сформировались большие агрегаты НЧ неправильной формы (Рис. 2б и 2в), тогда как в 

образце, импрегнированном PdCl2, наблюдалось более узкое распределение НЧ по размерам 
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(Рис. 2а). В случае образцов Pd/MN270-1-B и Pd/MN270-3-B, предварительное 

восстановление в токе водорода позволило сформировать НЧ Pd диаметром приблизительно 

4-5 нм (Рис. 2г и 2е). При этом в образце Pd/MN270-3-B также присутствовала фракция 

крупных НЧ Pd диаметром более 10 нм. В отличие от Pd/MN100-2, импрегнированного 

PdCl2(CH3CN)2 (Рис. 2б), в образце Pd/MN270-2-В (Рис. 2д) после обработки H2 образовались 

крупные НЧ со средним диаметром 8.5 ± 2.1 нм и мультимодальным распределением по 

размерам. 
 

 
Рисунок 2 – ПЭМ микрофотографии катализаторов серии Pd/MN270 

 

Таким образом, принимая во внимание размер НЧ, невозможно объяснить наблюдаемые 

различия в активности катализаторов Pd/MN270. 

Результаты РФЭС показали, что в ходе синтеза катализаторов прекурсоры Pd 

претерпевают ряд изменений. В частности, происходит отщепление лигандов (в случае 

PdCl2(CH3CN)2 и PdCl2(C6H5CN)2), а также частичное осаждение и стабилизация палладия в 

виде малых кластеров и НЧ. Однако, независимо от природы прекурсора, было обнаружено, 

что в случае невосстановленных и восстановленных катализаторов серии Pd/MN270 

активность коррелирует с содержанием Pd(II) на поверхности (Рис. 3). При этом с 

увеличением доли Pd(II) возрастает конверсия 4-БрАн. 
 

 
Рисунок 3 – Зависимость начальной скорости реакции от отношения Pd(II) к сумме 

кластеров и НЧ Pd(0) на поверхности катализаторов Pd/MN270 
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В данной работе проведено исследование процесса деоксигенирования стеариновой 

кислоты, выбранной в качестве модельного соединения, в среде сверхкритического гексана в 

присутствии нового никельсодержащего катализатора, синтезированного 

гидротермальным методом. Было показано, что использование синтезированного 

катализатора сдвигает селективность получаемых продуктов к C16-C17 углеводородам по 

сравнению с некаталитическим процессом. 
 

Ключевые слова: никель, сверхсшитый полистирол, деоксигенирование, сверхкритический 

гексан. 
 

Введение 

Триглицериды являются одним из компонентов биомассы, который, благодаря своему 

составу, может быть использован в качестве источника для получения углеводородов. 

Конверсия растительных масел и жиров является одним из способов получения 

экологически чистых автомобильных топлив с низким содержанием серы, кислорода и 

ароматических веществ [1]. Процесс деоксигенирования является одним из наиболее 

изученных методов производства топлива из триглицеридов [2].  

Интерес ученых в основном сосредоточен на разработке активных и эффективных серо-

не-содержащих катализаторов, позволяющих получать разветвленные углеводороды с 

высокой селективностью. Например, катализаторы на основе Pt [3], Pd [1, 4], Ni [5], Co [6] 

показали высокий выход углеводородов в деоксигенировании жирных кислот. Несмотря на 

многочисленные исследования, посвященные разработке катализаторов, практическая 

осуществимость процесса остается важной проблемой. Будучи газо-твердо-жидкофазной 

реакцией, скорость деоксигенирования сильно зависит от растворимости водорода в жидкой 

фазе [7]. Поэтому процесс проводят в жестких условиях с использованием высоких 

температур (300-500 °С) и давлений (до 6.0 МПа). По этим причинам в последние годы 

интерес исследователей сосредоточен на снижении условий проведения процесса, а также 

возможности проведения реакции в безводородной среде. Использование сверхкритических 

флюидов может помочь решению проблемы. Сверхкритические жидкости могут служить 

донорами атомов водорода, исключая, таким образом, необходимость использования 

молекулярного водорода. В литературе высокую эффективность в деоксигенировании 

триглицеридов и жирных кислот показали следующие сверхкритические жидкости: диоксид 

углерода [9], вода [8], пропан [9] и н-гексан [9].  

В данной работе проведено исследование процесса деоксигенирования стеариновой 

кислоты, выбранной в качестве модельного соединения, в среде сверхкритического гексана в 

присутствии нового никельсодержащего катализатора, синтезированного гидротермальным 

методом. 



 
60 Научно-технический вестник Поволжья №5 2018                                       Химические науки 

Экспериментальная часть 

Синтез катализатора 

Синтез никелевого катализатора проводился в реакторе Parr-4307 (Parr Instrument, США). 

В реактор вносились 15 мл дистиллированной воды, 1 г сверхсшитого полистирола (MN-270, 

PuroliteInc., Великобритания), 0.1 г гидрокарбоната натрия (х.ч., Реахим, Россия) для 

подщелачивания и шестиводный нитрат никеля (х.ч., Аурат, Россия) в количестве 10 масс. % 

от массы носителя. Реактор герметизировался, продувался азотом и нагревался до 200 °С под 

давлением 6.0 МПа. Синтез катализатора проводился в течение 15 минут, после чего 

реакционная смесь охлаждалась до комнатной температуры, фильтровалась и промывалась 

растворителем до отсутствия реакции на нитрат-ионы. Катализатор предварительно 

восстанавливался в токе водорода при 300 ºС в течение 6 часов. 

Деоксигенирование стеариновой кислоты 

Стеариновая кислота (99.9%, ХимМедСервис, Россия) использовалась в качестве 

модельного соединения. Гексан (х.ч, Купавнареактив, Россия) использовался в качестве 

растворителя. Процесс проводился в реакторе Parr Series 5000 Multiple Reactor System (Parr 

Instrument, США) при следующих условиях: температура – 250 °С, давление азота – 3.0 МПа, 

общее давление в системе – 6.8 МПа, концентрация стеариновой кислоты – 0.2 моль/л, масса 

катализатора – 0.1 г. Образцы жидкой фазы отбирались каждые 5 минут. Анализ жидкой 

фазы проводился с использованием газового хроматографа GC-2010 и масс-

спектрометраGCMS-QP2010S (SHIMADZU, Япония). 
 

Результаты и обсуждение 

Чтобы оценить влияние синтезированного катализатора на деоксигенирование 

стеариновой кислоты в среде сверхкритического н-гексана, эксперименты проводились без 

катализатора и в присутствии восстановленного Ni-MN-270. Кривые расходования 

стеариновой кислоты представлены на рисунке 1. Хорошо видно, что использование Ni- MN-

270 уменьшает время полной конверсии субстрата в 1.5 раза. Установлено, что 

относительная скорость деоксигенирования при 50% конверсии субстрата составляет 0,024 и 

0,042 мин
-1

 для некаталитического и каталитического процесса соответственно. Следует 

отметить, что при проведении некаталитического процесса в среде классического 

растворителя (додекана), только 3% конверсии стеариновой кислоты наблюдалось после 60 

минут эксперимента [10].  
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Рисунок 1 – Кривые расходования стеариновой кислоты 

 

Анализ жидкой фазы показал, что в случае некаталитического процесса C10-C12 

углеводороды являются основными продуктами реакции. При использовании Ni-MN-270 

наблюдается сдвиг селективности к C16-C17 углеводородам (Таблица 1, строки 1-2). Следует 

отметить, что анализ состава жидких продуктов показал отсутствие ненасыщенных 

углеводородов. Это можно объяснить Н-донорным характером сверхкритического н-гексана. 
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Для оценки стабильности катализатора были проведены эксперименты по многократному 

использованию катализатора (Таблица 1, строки 3-4). Можно видеть, что Ni-MN-270 

сохраняет свою активность минимум в течение 5 повторных циклов. Небольшое увеличение 

селективности C13-C15 можно объяснить деструкцией C16-C17 продуктов адсорбированных на 

поверхности катализатора. Однако снижение селективности целевого продукта является 

незначительным и может быть связано с погрешностью измерения. Таким образом, новый 

Ni-содержащий катализатор оказался эффективным в деоксигенировании стеариновой 

кислоты в среде сверхкритического н-гексана. 
 

Таблица 1 - Результаты деоксигенирования стеариновой кислоты в среде 

сверхкритического гексана  

 Относительная 

скорость, мин
-1

 

Конверсия 

после 40 

минут, % 

Состав продуктов при 100% 

конверсии, % 

C10-C12 C13-C15 C16-C17 

Некаталитический 0.024 45.0 80.1 18.6 1.3 

Ni-MN-270 0.042 100.0 3.7 5.4 90.9 

2 цикл 0.042 100.0 3.7 5.4 90.9 

3 цикл 0.042 100.0 3.6 5.6 90.8 

4 цикл 0.041 100.0 3.2 6.1 90.7 

5 цикл 0.041 100.0 3.2 6.1 90.7 
 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда Фундаментальных 

Исследований (проект 16-08-00041А) и Российского Научного Фонда (проект 17-79-10089). 
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В статье проведена экспериментальная оптимизация мультиферментной системы 

(пероксидаза, глюкозооксидаза, каталаза) для обеспечения ее эффективного 

функционирования в процессах окисления органических соединений. Проведено варьирование 

компонентного состава системы и условий процесса, выявлены оптимальные значения этих 

параметров.  

 

Ключевые слова: оксидоредуктазы, пероксидаза хрена, глюкозооксидаза, каталаза, 

мультиферментная система, оптимизация. 

 

Мультиферментные системы на основе ферментов класса оксидоредуктаз широко 

используются в различных процессах аналитической химии, биотехнологии и химической 

технологии [1]. Наиболее широко применяют совместно применяют пероксидазу и 

глюкозооксидазу (например, для определения содержания глюкозы в биологических 

жидкостях) [2]. Одной из важных проблем, которые необходимо решить при использовании 

такой системы, является присутствие в большинстве препаратов глюкозооксидазы в 

некотором количестве каталазы, которая снижает эффективность процесса, расходуя часть 

образующейся перекиси водорода [3]. В связи с этим, целью данного исследования было 

определение оптимального состава и условий функционирования мультиферментной 

системы на основе пероксидазы, глюкозооксидазы и каталазы.  
 

Методы и методики 

Реактивы 

В работе использовали следующие реактивы и материалы (в скобках – условное 

обозначение). Пероксидаза хрена (HRP) получена из сердцевины корня хрена обыкновенного 

(Armoracia rusticana) по стандартной методике [4]. Источником глюкозооксидазы (GOx) и 

каталазы был препарат Multifect® GO 1500L (Genencor, A Danisco Division). Субстраты для 

исследования действия ферментов: о-дианизидин (Sigma Aldrich); глюкоза (Fluka); перекись 

водорода (ООО «Росбио», 3%-ный водный раствор). Также использовались буферные 

растворы с рН = 1,65; 4,01; 6,0; 7,0; 9,18; 12,43 (ЗАО «Уралхиминвест»). 
 

Методика проведения исследований 

Исследуемый процесс включал 2 стадии: 

O2 + β-D-глюкоза → δ-глюконо-1,5-лактон + H2O2 (1) 

о-дианизидин  + H2O2 → о-дианизидин  (окисленный) + H2O (2) 

В результате формируются окрашенные продукты, регистрируемые 

спектрофотометрически при длине волны 460 нм на спектрофотометре СФ-2000  

(ОКБ «Спектр»).  

Так как препарат глюкозооксидазы в качестве примеси содержит некоторое количество 

каталазы, разлагающей образующуюся в реакции (1) перекись водорода, было проведено 

исследование влияния соотношения GOx/HRP на ход процесса. Количество растворов HRP и 

GOx оставалось неизменным, при этом было проведено последовательное разбавление 
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исходного раствора GOx фосфатным буферным раствором с pH=7,0 в 10, 50 и 100 раз для 

минимизации влияния каталазы на протекание исследуемых реакций. Для определения доли 

каталазной активности в общей системе также был изучен ход реакции при отсутствии HRP 

в реакционной смеси.  

Для наиболее полного изучения совместной работы ферментов были проведены 

сравнительные эксперименты для 4 различных систем: «HRP - о-дианизидин - H2O2» 

(стандартная реакция (2), где H2O2 добавляется в реакционную смесь без реакции (1)); «HRP 

- GOx - о-дианизидин - глюкоза» (реакции (1) и (2)); «HRP - GOx - о-дианизидин - глюкоза» 

(реакция (2) с добавлением GOx); «GOx - о-дианизидин - глюкоза» (реакция (1) с 

добавлением о-дианизидина). 

Для изучения зависимости скорости реакции от pH реакция проводилась в буферных 

растворах с соответствующими значениями pH (1,68; 4,01; 6,0; 7,0; 9,18; 12,43). Для 

исследования температурной зависимости реакция проводилась в термостатируемом 

реакторе при различных температурах. 
 

Результаты и обсуждение 

На рисунке 1 представлен ход реакции при различных соотношениях растворов HRP и 

GOx. Как видно из рисунка 1, наименьшая активность каталазы регистрируется при 

разбавлении исходного раствора фермента в 100 раз, при этом разница между кривыми, 

соответствующими ходу реакции с HRP и без нее, наибольшая, поэтому далее 

использовалось именно это соотношение HRP и GOx. 

На рисунке 2 представлено сравнение действия 4 различных систем. Из рисунка 2 видно, 

что наибольшая активность достигается в стандартной системе «HRP - о-дианизидин - 

H2O2». Разница между значениями оптической плотности, наблюдаемая в системах GOx - 

HRP - о-дианизидин» и «GOx - HRP - о-дианизидин - глюкоза», невелика, это связано с тем, 

что окисление о-дианизидина в системе без глюкозы происходит за счет кислорода воздуха. 

Наименьшую активность демонстрирует система без пероксидазы «GOx - о-дианизидин - 

глюкоза», что абсолютно логично, так как в этом случае о-дианизидин практически не 

окисляется (слабый рост оптической плотности связан с активностью каталазы в препарате 

глюкозооксидазы).  
 

 
Рисунок 1 – Ход реакции окисления о-дианизидина при различных соотношениях HRP и 

GOx (C0 = 2,1 мМ, t = 25°C) 
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Рисунок 2 – Сравнение хода реакции в различных сочетаниях компонентов реакционной 

смеси (C0 = 2,1 мМ, t = 25°C) 
 

Результаты изучения зависимости скорости реакции от pH представлены на рисунке 3.  

 
Рисунок 3 – Ход реакций окисления о-дианизидина при различных значениях pH 

 

Как видно из рисунка 3, наибольшую активность каталитическая система проявила при 

значении pH = 6,0.  

На рисунке 4 представлены результаты изучения температурной зависимости хода 

реакции.  

 
Рисунок 4 – Ход реакции окисления о-дианизидина при различных температурах 
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Как видно из представленных графиков, оптимальной для проведения реакции является 

температура 25 ºС, при дальнейшем увеличении температуры происходит постепенная 

инактивация GOx и HRP.  
Выводы 

В ходе работы выявлено оптимальное соотношение компонентов мультиферментной 

системы, изучено влияние каталазной активности на совместную деятельность пероксидазы 

и глюкозооксидазы, определены оптимальные условия проведения процесса  

(pH = 6,0; t = 25ºC). 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований (проект 18-08-00424) и Российского научного фонда (проект 17-19-01408) 
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Разработан перспективный способ получения молибдата цинка с количественным 

выходом. Обнаружено, что молибдат цинка эффективно снижает количество 

выделяющегося дыма при горении ПВХ-пластиката. Показано, что механизм подавления 

дыма синтезированным молибдатом цинка заключается  в образовании карбонильных 

соединений при окислении сажевых компонентов горения. 

 

Ключевые слова: молибдат цинка, получение, ПВХ-пластикат, антидымные присадки. 

 

Неорганические молибдаты стандартно используются в полимерной промышленности для 

уменьшения количества дыма, выделяющегося при горении из пластмасс. При этом 

используется присущее молибдатам свойство способствовать процессу обугливания. 

Наибольшим признанием пользуется полимолибдаты[1,2,4], в том числе и октамолибдат 

аммония.  Однако высокая стоимость молибдена и большое процентное содержание Mo в 

ОМА ( 61% в пересчете на оксид молибдена) являются причиной того, что производители 

ПВХ стремятся найти новые оптимизированные и более эффективные методы синтеза 

противодымных добавок к поливинилхлориду. А он (ПВХ) является одним из базовых 

промышленных полимеров на основе которого получают огромное количество 

пластифицированных материалов, используемых практически во всех отраслях химической 

промышленности в том числе в кабельной промышленности, где он находит применение в 

качестве эффективного изоляционного материала [3].  

Требования к огнестойкости кабельной продукции повышается изо дня в день,  а потому 

проблема получения полимерных кабельных материалов с высокими эксплуатационными 

свойствами является актуальной и востребованной различными отраслями химической 

промышленности. 

В связи с этим  поиск новых более  рациональных  путей синтеза  новых неорганических 

молибдатов с более низким содержанием Mo  на основе молибдата цинка является актуально 

и приоритетной задачей полимерной химии. 

В качестве дымогасителя в работе использовали полученный нами  по оптимизированной 

методике молибдат цинка с количественным выходом. В частности, приготовленный и 

очищенный от примесей соответствующим образом и рассчитанное эквимолярное 

количество молибдата аммония  растворяли в дистиллированной воде и нагревали раствор до 

температуры 50-60 °С. В подготовленный таким образом раствор вливали эквимолярный 

раствор сульфата цинка также подогретую до температуры 40-50 °С. Реакционную смесь 

перемешивали в течение 30-40 пока полностью реакция не завершилась. Схему реакции 

можно представить следующим образом: 

(NH4)2MoO4 + ZnSO4  .7 H2 O → (NH4)2 SO4 + ZnMoO4 + 7H2O. 

Образовавшийся раствор с осадком молибдата цинка нагревали, затем упаривали до 

минимального объема с ротационного испарителя. Далее раствор оставляли при комнатной 

температуре несколько дней, после этого выпавшие белые с кремовым оттенком кристаллы 
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молибдата цинка отфильтровывали, промывали большим количеством воды   и 

подобранного электролита и просушив  на воздухе  помещали в эксикатор. Проведенные 

рентгенофазовый и рентгеноэлементный анализы подтвердили подлинность 

синтезированный кристаллов молибдата цинка. Дифрактограмма  синтезированных 

кристаллов приводится на рис.1 
 

 
Рис.1 Дифрактограмма полученного ZnMoO4 

Полимерной матрицей  для дальнейших исследований служил пластикат марки И56-

19АХ. Синтезированный ZnMoO4 в ПВХ-пластикат вводили диспергированием ее на стадии 

горячего смешения (смеситель DIOSNAD-49074 Германия) основных компонентов при 

получении пластиката. Затем смесь экструдировали с помощью двушнекового экструдера с 

диаметром шнека 20 мм при температуре 140 - 165 С. Количество соли составляло 5 масс.%. 

Затем экструдаты гранулировали и использовали для изготовления соответствующих 

образцов для испытаний. Для определения количества выделяющейся теплоты и 

образующегося при горении пластикатов удельного объема дыма проводились исследования 

на кон-калориметре (производство Италия) по ISO 5660-1:2002. Образцы компаундов 

(пластины размером 150×150×2,0 мм) на основе исходного ПВХ-пластиката марки И56-

19АХ и модифицированного 5 масс.% присадки подвергались воздействию теплового потока 

мощностью 35 кВт/м
2
.  

Пламя находилось на расстоянии 6,4 мм от образца.  

Для определения влияния молибдата цинка на устойчивость к горению пластиката был 

проведен расчет скорости тепловыделения, с использованием кон-калориметрического 

анализа. Результаты исследований приведены на рис. 2 и 3. Из них видно, что в начальный 

момент процесса горения образцов скорость тепловыделения практически одинакова. 

Однако, затем скорость тепловыделения для пластиката, содержащего искомый  

ZnMoO4,значительно снижается, что можно объяснить тем, образованием в начальной 

стадии горения материала эффективного коксового слоя, что и предопределяет характер 

горения. 

Важно отметить, что при горении образцов общее количество выделяющегося тепла  для 

пластиката, содержащего  ZnMoO4 значительно ниже, чем для стандартного.  Видимо, такое 

эффективное понижение тепловыделения связано с тем, что ZnMoO4 катализирует процессы, 

образующие структурные фрагменты транс-полимера, коксование и обугливание. 

Единственный пик на кривой скорости тепловыделения для пластиката с ОМА (рис. 2) 

свидетельствует о достаточной устойчивости образующейся кокосовой корки к 

растрескиванию. 
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Рис. 2. Зависимость скорости тепловыделения от времени сгорания образцов:  

1 –Пластикат марки И56-19АХ;  2 – Пластикат + 5% ZnMoO4. 

Такая устойчивая корка будет эффективно препятствовать процессу тепловыделения, а 

также сделает  невозможным образование ароматических элементов, характерных для дыма. 

В результате при равных условиях горения двух пластикатов, исходный образец, в отличие 

от пластиката c дымоподавителем, будет способствовать дальнейшему распространению 

зоны горения. 
 

 
Рис. 3. Зависимость скорости дымовыделения от времени сгорания образцов: 1 – 

Пластикат марки И56-19АХ; 2 – Пластикат + 5% ZnMoO4 

Доказательством снижения дыма говорят и результаты оценки количества образующегося 

дыма при горении стандартного пластиката и пластиката с добавками ZnMoO4. Количество 

образующегося дыма при горении пластиката содержащего ZnMoO4 значительно ниже, чем 

при горении стандартного пластиката, что отчетливо демонстрируется графиком на рис. 3 

Такое снижение количества выделяющегося дыма при горении пластиката, содержащего 

ZnMoO4 подтверждает эффективность использования последнего. Водосодержащий напол-

нитель ZnMoO4 понижает дымообразование, промотируя окисление горячих частиц сажи, 

которые образуются при разложении материала в зоне его горения, чем и можно объяснить 

значительное снижение дыма. Таким образом молибдат цинка эффективно проявляет свои 

возможности в устранении углеродных частиц дыма по реакции:  С + Н2О → СО + Н2 
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При этом окислительные процессы, очевидно, идут через металлкарбонильные 

промежуточные соединения и катализируются соединениями металлов, образующих 

карбонилы и именно для этого используют молибден в форме молибдата цинка, который 

реагирует при нужных температурах. Отмечено также, что введение молибдата цинка в 

пластикат также позволяет снизить температуру дымовыделения на 20-30
o 
C.  

Таким образом, предложена простая и рациональная технология получения молибдата 

цинка с использованием в качестве исходных веществ дешевых и доступных материалов. 

Показано и доказано эффективность использования ZnMoO4 в качестве добавки к ПВХ 

кампаундам для снижения количества выделяющегося тепла и дыма при их  горении.   
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КАТАЛИТИЧЕСКАЯ ГИДРОПЕРЕРАБОТКА ЛИГНИНА В ПРИСУТСТВИИ 3%RU, 
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DOI: 10.24153/2079-5920-2018-8-5-70-72 

 

В данной работе представлены результаты исследования процесса каталитического 

гидрогенолиза лигнина, извлеченного из растительного сырья, в присутствии  

Ru-содержащего гетерогенного катализатора. Подобраны оптимальные параметры 

процесса. 

 

Ключевые слова: лигнин, гидрогенолиз, катализатор, сверхсшитый полистирол, 

биотопливо. 

 

Лигнин является вторым наиболее распространенным возобновляемым источником 

углерода на земле, уступая лишь целлюлозе. По структуре лигнин представляет собой смесь 

высокомолекулярных полифункциональных соединений [1]. Лигнин содержит свободные 

фенольные и алифатические гидроксогруппы, карбонильные группы, а концевые группы 

полимера представлены арилпропановыми, метоксильными, эфирными, бензиловыми, 

арилпропановыми и т.д. структурами. Все это делает лигнин подходящим сырьем для 

получения альтернативных видов топлив и других важных химических соединений [2, 3]. В 

настоящей работе представлены результаты изучения процесса гидрогенолиза лигнина с 

получением компонентов биотоплив с применением каталитической системы 3%Ru/MN270. 

Рутений показывает высокую активность в процессах гидрирования [4, 5] и ранее изучался в 

процессе гидрогенолиза лигнина [6].  

 

Экспериментальная часть 
Извлечение лигнина из растительного сырья 

Для извлечения лигнина использовались опилки хвойных пород, полученные из  

лесоперерабатывающего завода, Тверская область, Сандовский район. Извлечение 

проводили следующим образом: предварительно измельченные опилки массой 1 г помещали  

в бюкс объемом 50 мл. Затем добавляли 15 мл 72% серной кислоты и нагревали в термостате 

до 24-25 °C в течение 2.5 ч при периодическом перемешивании. Далее реакционную смесь 

переносили в коническую колбу на 500 мл и промывали 200 мл 2н NaOH. После чего смесь 

слабо кипятили в течение часа. Фильтровали на следующий день на бумажном фильтре, 

высушенном до постоянной массы с использованием воронки Бюхнера. Отстоявшуюся 

жидкость сливали на фильтр, а затем переносили осадок с помощью горячей воды, 

добавляемой малыми порциями. Фильтрат сушили  при температуре 103±2 °C до постоянной 

массы. 

Определение состава выделенного лигнина 

Для определения состава выделенного лигнина и его сравнения с промышленным 

образцом было проведено ИК-спектрометрическое исследование. Исследование  

проводилось с использованием ИК-Фурье-спектрометр IRPrestige-21 (Shimadzu, Япония) с 

делителем потока, выполненным из иодида цезия, и программным пакетом IRSolution. 

Идентификация проводилась по данным литературы [7]. 
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Приготовление катализатора  

Катализатор синтезировали методом пропитки СПС марки MN270 (Purolite Inc., 

Великобритания) по влагоемкости водным раствором гидроксотрихлорида рутения 

(Ru(OH)Cl3) в комплексном растворителе: тетрагидрофуран + метанол + вода в соотношении 

4:1:1 при комнатной температуре [8, 9]. Катализатор высушивается при температуре 70 °С и 

обрабатывается смесью едкого натра и пероксида водорода при 80 °С. Затем катализатор 

промывается водой до исчезновения реакции на хлорид-анионы в промывных водах и 

высушивается при 85 °С. Таким образом был синтезирован катализатор с содержанием 

рутения 3%. Физико-химические характеристики катализатора 3%Ru/MN270 представлены в 

работах [10, 11]. 

Гидрогенолиз лигнина 

Реакцию гидрогенолиза проводили в реакторе Parr Series 5000 Multiple Reactor System в 

среде пропанола-2 [12]. Варьировали такие параметры как парциальное давление водорода 

(от 2 до 4 МПа), температура (от 200 до 300 
о
С) и соотношение субстрат/катализатор. В 

реактор вносили точные навески лигнина и катализатора 3%Ru/MN270, затем добавляли  50 

мл растворителя, смесь три раза продували азотом, затем проводили нагрев до рабочей 

температуры в атмосфере азота. После чего реактор продували водородом и далее проводили 

реакцию при рабочих значениях давления водорода. Реакция проводилась при интенсивном 

перемешивании (1500 об/мин) для исключения внутридиффузионных торможений в течение 

3 часов. Во время реакции каждые 30 минут производился отбор проб. По окончании 

реакции смесь переносили на предварительно взвешенный фильтр, сушили, и взвешивали 

сухой остаток для определения степени конверсии лигнина. 

Анализ продуктов реакции 

Анализ продуктов реакции проводится на газовом хроматографе GC-2010 снабженном 

масс-спектрометром. Были выбраны следующие условия: температура колонки 50 °С, 

температура впрыска 260 °С, давление газа 192.9 кПа, скорость потока 20 мл/мин, линейная 

скорость 20.6 см/сек, выдерживание 8 минут при 50 °С, далее нагрев до 280 °С, общее время 

45 минут. Колонка HP-1, длина 100.0 м [13]. 
 

Результаты и обсуждения 

Выход лигнина при выделении в лабораторных условиях составил 46±1%. Следует 

отметить, что особых различий в качестве и количестве продуктов не наблюдалось. 

ИК-спектрометрическое исследование образцов лигнина  

Для определения структуры выделенного лигнина и его сравнения с промышленным 

образцом было проведено ИК-спектрометрическое исследование. По результатам данного 

исследования было показано наличие основных пиков, характерных для лигнина (большин-

ство пиков промышленного лигнина совпадают с пиками выделенного в лаборатории). 

Идентифицированы следующие полосы, характерные для лигнина: 1738-1709 см
-1 

(валент-

ные колебания С=О карбоксильных групп), 1605-1593 см
-1 

  (С-С-валентные колебания 

ароматического кольца и валентные колебания С=О), 1515-1505 см
-1 

 (С-С валентные арома-

тические скелетные колебания), 1470-1460 см
-1 

 (С-Н деформационные асимметричные 

колебания), 1430-1422 см
-1 

 (С-Н асимметричные деформационные колебания метоксильных 

групп), 1370-1365 (С-Н деформационные симметричные колебания), 1330-1325 см
-1 

 (скелет-

ные колебания сирингильного кольца), 1270-1275 см
-1 

 (скелетные колебания гваяцильного 

кольца), 1128-1125 см
-1 

 (С-Н ароматические плоскостные деформационные колебания, С-О 

валентные колебания вторичных спиртов, С-О-С асимметричные валентные колебания), 

1085-1030 см
-1 

(С-О и С-Н деформационные колебания) [5].  

Исследование каталитической системы 3%Ru/MN270 в процессе гидрогенолиза лигнина 

Варьирование температуры реакции 

Температура реакции варьировалась от 200 до 300 
о
С с интервалом в 50 

о
С. Было 

показано, что с увеличением температуры растет степень конверсии лигнина, а также 

увеличивается количество ароматических продуктов. Следует отметить, что cверхсшитый 

полистирол при 300
о
С остается стабильным. 
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Варьирование соотношения субстрат/катализатор 

Варьирование соотношения субстрат/катализатор проводилось при разных температурах. 

Были изучены следующие соотношения: 1:1, 10:1, 20:1, 30:1. Оптимальным соотношением, с 

точки зрения выхода ароматических соединений, является 20:1.  

 

Варьирование парциального давления водорода 

Эксперименты по варьированию парциального давления водорода показали, что 

оптимальным давлением для образования производных фенола является давление 4МПа. 

При давлении в 2МПа доминируют производные нафталина. 

 

Заключение 

На основании проведенных исследований было показано, что каталитическая система 

3%Ru/MN270 является активной в процессе гидрогенолиза, при этом образуются в большом 

количестве производные фенола, которые могут быть использованы в качестве 

альтернативного топлива. Оптимальными условиями процесса являются: температура 300
о
С, 

парциальное давление водорода 4 МПа, соотношение субстрат/катализатор 20:1.  
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