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Описание фильтрации суспензии в пористой среде необходимо при укреплении 

фундамента и создании водонепроницаемого слоя. в нефтедобывающей промышленности, 

при очистке промышленных и сточных вод. Параметры, задающие математическую 

модель фильтрации и ее решение, определяются экспериментально. В работе решается 

обратная задача фильтрации – нахождение коэффициентов асимптотики по значениям 

концентраций взвешенных и осажденных частиц на входе и выходе фильтра. Приводится 

оценка погрешности метода. 
 

Ключевые слова: задача фильтрации, суспензия, пористая среда, взвешенные и 

осажденные частицы, асимптотика, обратная задача. 
 

Введение. Фильтрация суспензии в пористой среде является важной задачей подземной 

гидромеханики [1-5]. Суспензией называется жидкость, содержащая взвесь мельчайших 

твердых частиц. Пористая среда – это твердое тело с пустотами различных форм и размеров. 

Пустоты образуют поры – каналы, по которым жидкость, впрыскиваемая в твердое тело с 

одной стороны, просачивается через него и вытекает с противоположной стороны. При этом 

взвешенные частицы частично проходят через твердое тело вместе с жидкостью, а частично 

задерживаются в твердом теле – фильтре и образуют осадок. Математическая модель 

фильтрации суспензии строится в предположении, что беспрепятственное прохождение и 

захват частиц фильтром определяется исключительно геометрическими соотношениями 

размеров частиц и пор [6-10]: если размер поры больше размера частицы, частица проходит 

через пору; если размер поры меньше размера частицы, частица застревает на входе поры. 

Будем рассматривать взвесь частиц одинаковых размеров, проходящую через однородный 

фильтр длины 1 постоянного поперечного сечения. На вход фильтра впрыскивается 

суспензия с постоянной концентрацией K взвешенных частиц. В [11-15] построены 

асимптотические решения задачи фильтрации суспензии, позволяющие определить 

концентрации взвешенных и осажденных частиц на входе и выходе фильтра. Сравнение 

асимптотики с заданными концентрациями частиц при различных значениях K позволяет 

решить обратную задачу фильтрации – нахождение параметров математической модели. 

Система уравнений фильтрации. Концентрации взвешенных частиц ),( txC  и 

осажденных частиц ),( txS  удовлетворяют квазилинейной системе дифференциальных 

уравнений первого порядка [15, 16] 

   ( ) ( ) 0s S C S f S C
t x

 
  

 
;      (1) 

CS
t

S
)(




.         (2) 

Здесь 0)0(,0)0( 00  ffgs , 0)(  S  при 0S . 

Задача (1), (2) рассматривается в области  

}0,10{  tx . 
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Краевые условия ставятся на входе фильтра 

0,),(
0




KKtxC
x

,        (3) 

и в начальный момент времени 

0),(
0


t
txC ;         (4) 

0),(
0


t
txS .         (5) 

Задача (1), (2) имеет характеристику 

0

0,0
f

g
aaxt  .         (6) 

Фронт концентраций взвешенных и осажденных частиц движется в фильтре со скоростью 

a/1 . При axt   концентрации взвешенных и осажденных частиц равны нулю; при axt   

обе концентрации положительны [15, 17]. На характеристике (6) концентрация взвешенных 

частиц ),( txC  разрывна; концентрация осажденных частиц ),( txS  непрерывна и теряет 

гладкость. 

В области 

},10{
~

axtx   

начальные условия (4), (5) можно заменить одним условием на характеристике [15]: 

0),( 
 xt

txS


.         (7) 

Решение задачи (1) - (5) совпадает с решением задачи (1) - (3), (7) в 
~

. 

Асимптотическое решение. Пусть функции )(),(),( SSfSs   регулярны в окрестности 

точки 0S . Тогда их можно разложить в ряды по степеням S: 

0,...)( 0
2

210  gSgSggSs ;      (8) 

0...,)( 0
2

210  fSfSffSf ;      (9) 

0...,)( 010   SS .       (10) 

Решение ),(),,( txCtxS  системы (1) - (3), (7) в области 
~

 строится в виде ряда по 

степеням )( axt   c коэффициентами, зависящими только от пространственной переменной x: 

...)()()(),(
)(

1
)(

0
)(  xcaxtxctxC

KKK
,      (11) 

( ) ( ) 2 ( )

0 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...K K KS x t t ax v x t ax v x          (12) 

Обозначим 

.
2

),(

,,

0

01
132202

1110
0

0

f

f
pafgp

gafpep
f









        (13) 

Согласно [15] первые члены асимптотического разложения равны 

x

K

pp
K

p

c

))(
1

(

1

011

)(
0



 ,        (14) 

     
3

( ) 2 2 ( )

1 2 0 1 3 0 0 0

1
1 ( ) ( ) ( ) ( )K x x x Kc p p p p p p c

K


     
 

      (15) 

)(
00

)(
0

KK
cv  ;         (16) 

 
22

)(
102)(

0
10)(

1

K
KK c

cv


        (17) 
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Определение параметров. Покажем, как вычислить параметры асимптотики (11), (12). 

Прежде всего найдем значение параметра a, замерив момент времени 0t  появления 

взвешенных частиц на выходе из фильтра. Поскольку фронт концентраций движется по 

фильтру со скоростью 
a

1
, а приведенная длина фильтра 1l , то 0ta  . 

Обозначим через )()(
exp tC K  заданную концентрацию взвешенных частиц на выходе фильтра 

1x  в момент времени 0tt  . Пусть 

),1(),,0( 0
)1(

1
)1(

0 tSSSS          (18) 

– концентрации осадка при 1K  на входе фильтра в момент времени   и на выходе 

фильтра в момент 0t . Данные значения должны удовлетворять следующим условиям. 

1. Часть частиц суспензии застревает в фильтре, а другая часть проходит через 

фильтр: 

KtC K  )(0 )(
exp

.         (19) 

2. Рассмотрим удельную площадь ),()( txs K  поперечного сечения фильтра, приходящуюся 

на одну взвешенную частицу – величину, обратную концентрации. Будем предполагать, что 

в момент времени 0t  разность удельных площадей на входе и выходе фильтра 

KtC
tsts

K

KK 1

)(

1
),0(),1(

0
)(

exp

0
)(

0
)(           (20) 

монотонно убывает при увеличении параметра K. 

3. Концентрация взвешенных частиц суспензии на выходе фильтра возрастает со 

временем, поскольку количество свободных мелких пор фильтра, в которых застревают 

частицы, уменьшается: 

)()( )(
exp

)(
exp tCttC KK    при  0t .        (21) 

4. Концентрации взвешенных и осажденных частиц удовлетворяют соотношению 

 20
)1(

exp
0

1 )(tC
S

S
          (22) 

Зафиксируем 1k  и малое 0t . Определим параметры (13) по значениям 

концентрации взвешенных частиц на выходе фильтра. 

Теорема 1. В предположениях (19), (20) параметры (13) однозначно определяются по 

значениям 

)( 0
)1(

exp1 tCA  , )( 0
)(

exp tCA k
k  , 

)( 0
)1(

exp1 ttCB  , )( 0
)(

exp ttCB k
k  .        (23) 

Доказательство. 1. Выразим параметры 10, pp  через kAA ,1  из (14) при 1x . Имеем из 

(11) при 0tt  : 

1
011

)1(
00

)1(

)1(

1
)1(),1( A

ppp
ctC 


 ,       (24) 

k
kk A

pp
k

p

ctC 





011

)(
00

)(

)
1

(

1
)1(),1(       (25) 

Находим 10, pp  из системы (24), (25) 

k

AA
p k

1
1

11

1
0





 ,         (26) 
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)
11

()1
1

(

11

1

1
1

kAA

AkA
p

k

k





 .       (27) 

Из предположения (20) следует, что при 10  k знаменатель (27) отличен от нуля и 

параметр 

11
1

1

)
11

()1
1

(

1
1

11

11
0 













k

kAA

k

AA
p kk .     (28) 

Покажем, что знаменатель (14)  

 xpp
k

pxZ 011 )
1

()(   

отличен от нуля при всех 0x . Из (19), (20) имеем 

0

)
11

()1
1

(

111
1

1

1

1 
























kAA

kAk
p

k

k

k . 

Поскольку 
k

Z
1

)0(   и 

  0ln)
1

()( 001  ppp
k

xZ
x , 

то 

k
xZ

1
)(   при 0x .       (29) 

Следовательно, выражение (14) определено и однозначно задается параметрами (26), (27) 

при 0x . 

2. Найдем параметры 32 , pp  из (11) при ttt  0 . Имеем 

tccttC  )1()1(),1(
)1(

1
)1(

00
)1(

,     (30) 

tccttC kkk  )1()1(),1(
)(

1
)(

00
)(

.     (31) 

Подставляя (15) и используя (24), (25), получаем систему линейных алгебраических 

уравнений для определения констант 32 , pp : 

     
3 2

1 1 1 2 1 3 0 2 1 3 0(1 ) (1 ) ,B A A t p p p p p p p p           (32) 

 
3 2

2 1 3 0 2 1 3 0

1
(1 ) ( ) .k k kB A A t p p p p p p p p

k

  
          

  
 

Преобразуем систему (32) 

  tAp

AB
ppppp






3
10

11
01302

)1(
)1()1( ,    (33) 

  tAp

AB
pp

k
ppp

k

kk






3
0

01302
)1(

)
1

()1( . 

Определитель матрицы системы (33) 

0)1
1

()1(
)

1
()1(

)1()1(

00
010

010






k
pp

pp
k

p

ppp
, 

следовательно, параметры 32 , pp  определяются единственным образом. Теорема 1 

доказана. 
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Для нахождения параметров 0 , 1  необходимо сравнить асимптотику (12) с заданной 

концентрацией осадка S на передней и задней стенках фильтра. Выберем малое 0 . 

Теорема 2. В предположениях (19) - (22) параметры 0 , 1  однозначно определяются по 

значениям (18), (23). 

Доказательство. Подставим (16), (17) в (12) при t , 0x  и при 0tt   , 1x : 

2
),0(

2
10

0


 S ,        (34) 

  2
(1) (1) (1) 20

0 0 0 1 0 1(1, ) (1) (1) (1)
2

S t c c c


           (35) 

Из (18) получаем систему уравнений 

0
1

0 )
2

1( S


 ;         (36) 

  1

)1(
1

2)1(
0

1)1(
00

2

)1(
)1(

2
)1( S

c
cc 




























 


       (37) 

Из (23), (24), (30) 

1
)1(

0 )1( Ac  ,   
t

AB
c




 11)1(

1 )1( .       (38) 

Подставляем (38) в уравнение (37): 

1
112

1
1

10
22

S
t

AB
AA 




















 


         (39) 

Находим решение системы (36), (39): 

 


)( 11
2

11

2
101

0
ABAA

ASS




 ,       (40) 

 

)(

)(2
2

101

111010
1

ASS

SABSAS









 ,      (41) 

где 
t


2


 .  

Из предположений (19), (21) имеем 

10 11
2

1  BAA ,        (42) 

и знаменатель (40) положителен. Согласно (22) числитель (40) и знаменатель (41) 

положительны. Следовательно, выражения (40), (41) определены, причем 00  . Теорема 2 

доказана. 

Найденные параметры 0 , 1  и комбинации параметров 

1110
0

0 ,, 0

0

gafpep
f

g
a

f




, 

0

01
132202

2
),(

f

f
pafgp


   

позволяют определить следующие коэффициенты разложений (8) - (10): 

0

0
0

ln p
f


 ;  00 afg  :  

0

031
1

2

)(



 fp
f


 ; 

111 pafg  ;  
0

2
22



p
afg  .       (43) 
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Параметры g2, f2 входят в первые члены асимптотики (14) - (17) только в виде комбинации 

g2 - af2. Эти параметры можно найти из следующих членов асимптотики (11). Если 

ограничиться двумя членами асимптотики, то можно положить 

0, 2
0

2
2  f

p
g


.         (44) 

Оценка точности найденных параметров. Простая система 

0














x

C

t

S

t

C
;         (45) 

CS
t

S
)1( 




         (46) 

с краевыми условиями (3) - (5) при kK   имеет точное решение [18, 19] 



















xt
ee

ke

xt

txC

xxtk

xtkk

,
1

,0

),(

)(

)()( ;      (47) 






















xt
ee

e

xt

txS

xxtk

xtkk

,
1

1

,0

),(

)(

)()( .      (48) 

Коэффициенты разложений (8) - (10) равны 

100  fg ,  02121  ffgg , 

10  ,  11  , 10  at .       (49) 

Коэффициентам (49) соответствуют следующие значения параметров (13): 

1,0,0, 3210  pppep .       (50) 

Решение (47), (48) позволяет вычислить точные значения концентраций взвешенных и 

осажденных частиц на входе и выходе фильтра: 

e

k
AtCtC k

kk  )(),1( 0
)(

exp0
)( ;       (51) 

( ) ( )

0 exp 0(1, ) ( ) ;
1

k t
k k

k k t

ke
C t t C t t B

e e




      

 
     (52) 






e

e
SS

1
),0( 0

)1( 
 ;        (53) 

1

1
),1( 10

)1(






ee

e
StS





 .       (54) 

Нетрудно проверить, что найденные значения удовлетворяют условиям (19) - (22). 

Вычислим параметры разложений (14) - (17) по значениям (51) - (54). Из (26), (27) 

следует, что 0p  и 1p  совпадают со значениями (50). Из (32), (33) 

)1)(1(

)()1(
2






ke

kkff
p , 

 
)1(

)1()(
3






ke

fkfk
p ,       (55) 

где 
)1(

)1(
)(

2

2










eetk

ee
kf

tk

tk

. Имеем 
k

e
kf

t



)(lim

0
 и 02 p , 13 p  при 0t . 

Из (40), (41) находим: 10  , 11   при 0t , 0 . Итак, предельные значения 

найденных параметров совпадают с точными значениями (50) 22 , fg . 

Выводы. В работе определяются коэффициенты задачи фильтрации суспензии в пористой 

среде на основе сравнения асимптотического решения с заданными значениями 

концентраций взвешенных и осажденных частиц на входе и выходе фильтра. Пример 

простой системы позволяет оценить неустранимую погрешность метода, связанную с 

несовпадением точного решения и его асимптотики. Отметим, что погрешности измерений 

лабораторных экспериментов также влияют на точность нахождения коэффициентов. 
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Решение обратной задачи фильтрации позволяет рассчитать процесс фильтрации 

суспензии в пористой среде и сократить объем и стоимость лабораторных и полевых 

исследований [20]. 
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Числа Фибоначчи (ЧФ) получаются друг из друга сложением,  
      (   )   (   )   ( )    

 *                                              +      ( ) 
где   - целое число. ЧФ имеют такую нумерацию:  ( )      ( )      ( )      ( )  

    ( )      ( )       (  )  (  )    ( )  Они играют большую роль в математике, 

физике, природе (размножение животных, филлотаксис – расположение листьев на ветвях и 

семян подсолнуха, строение раковин, галактик) и даже в искусстве (золотое сечение, 

индийская поэзия). В фугах Баха также используют частоты, состоящие из ЧФ. Имеется 

огромная математическая литература по свойствам и приложениям ЧФ, но есть и некоторые 

нерешенные задачи в этой области ,   -. Например, какие из ЧФ есть простые числа (ПЧ), а 

также конечно или бесконечно их количество? В литературе доказана теорема: если ЧФ есть 

ПЧ, т.е.  ( )     , то номер ЧФ   также ПЧ, кроме    . Далее будем обозначать ПЧ 

буквой    В символике эта теорема записывается так:  ( )       , т.е. она имеет 

необходимый характер. Задача состоит в том, чтобы сделать эту теорему необходимой и 

достаточной, т.е. записать ее в виде  ( )        и определить те ПЧ  , которые 

будучи номером ЧФ, дают ПЧ  ( ).  
Вначале рассмотрим соотношение ЧФ и ПЧ. Оказывается  между номерами ЧФ и 

каноническим разложением ЧФ на ПЧ есть прямые связи, позволяющие создавать простые 

числа, т.е. фактически возникает формула простого числа, похожая на теорему Вильсона, но 

значительно более простая в употреблении. ЧФ связаны с золотым сечением  , 

иррациональным числом 

   ((  √ )  ⁄ )             … .,                         ( ) 
формулой Бине 

 ( )  
   (  √ )

 

√ 
 ⌊
  

√ 
⌉                                    ( ) 

В ( ) использована специальная скобка ⌊ ⌉, дающая целое число наиболее близкое к  . 
Например, ⌊   ⌉  ⌊   ⌉     Разделим все ПЧ, кроме   *   +  на два класса:  ̅        и 

 ̃              . Известна такая теорема: если  ( ) кратно   (  | ( )   ( )  

 (     )), то все  (  )  также  делятся на    В символике эта теорема записывается так 

 | ( )    | (  )                                    ( ) 
Нами доказаны новые свойства ЧФ, которые мы не нашли в учебниках и монографиях. В 

табл.1 приведены первые «34» ЧФ. 

В частности нами сформулирована теорема I:  

 ̅|( ( ̅)   )         ̃|( ( ̃)   ),                                (5) 

т.е. ( ( ̅)   ) кратно  ̅ и ( ( ̃)   ) кратно  ̃. 
 

mailto:vvdr@newmail.ru
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Табл. 1 Номера и канонические разложения ЧФ 

   ( )     ( ) 
1 1  18               
2 1  19 37          
3 2  20                
4 3  21 2              
5 5  22              
6       23       
7 13  24                  
8         25               
9          26                
10          27                    
11     28                    
12            29        
13      30                      
14            31                  
15             32                     
16             33                   
17       34                   

 

Доказательство. По формуле Бине, если         то 

 ( )    ∑ .
 
    

/   
   

  

   
 
      

   
 .                      (6) 

Первое слагаемое в правой части кратно   из-за биномиальных коэффициентов.     
 (     ) по малой теореме Ферма,     (     ̅),      (     ̃) по фактору Лежандра. 

Отсюда второе слагаемое в правой части (6) также кратно    Например,  (  )      (  )  
           ( )      ( )         

Точно также, используя (6), доказываются теорема II: 

 ̅| (  ̅   ) ;    ̃| (  ̃   ).                                             (7) 

Например,  (    )        (    )        (   )       
Следствия из теорем I  и II, полученные c использованием  рекуррентной формулы (1) для 

любого целого   следующие: 
* ( ̅   )  (  )    (   )+   (     ̅)                         (8) 
* ( ̅   )   (   )+   (     ̅)                                       (9) 
* ( ̃   )  (  )  (   )+   (     ̃)                           (10) 
* ( ̃   )   (   )+   (     ̃)                                     (11) 

Примеры:   (    )    ( )            (    )    ( )                (   

 )    ( )              (    )    ( )             . 
Из (6) и (7)  вытекают также такие свойства. 1. Если  ̃     ̅   ̃   , то( ̃   ̅)| ( ). 

Например,  (  )           .  2. У ЧФ  (  ) последняя цифра ЧФ и последняя цифра ПЧ 

совпадают. Например,  (   )           Это свойство можно использовать для 

канонического разложения больших ЧФ. 3. Более того,  (  )   ( )   , где   ⌊  ⌉. 
Например,  (    )   (  )               ⌊   ⌉  ⌊(        )  ⌉  ⌊         ⌉. 4. 

Возникают новые формулы генерации ЧФ 
 (   )   (   )     (   )   (    )   (   )      (   )  

 (    )  (  )    (   )        (    )   
 (    )  (  )    (   )         (    )                        (12) 

Например, при       имеем  (   )   (  )     ( )       

Из (8) и (10) следует необходимое и достаточное условие связи ЧФ и ПЧ. Теорема IV: 

если        , то 

 (  )   (     ̅)          (    )   (     ̃)                   (13) 

Докажем первое сравнение. Если  ̅      , то взяв         и подставив это значение в 

(8), получим  (  )   (  )   (     ̅). Например,  ̅               (  )         
    ̃             ( )         
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Если        и   нечетное, то возникают такие сравнения 
* (   )   (   )+   (     ̅)   

* (   )   ( )+   (     ̃)                           (14) 

Например,  ̅             ( )   ( )           ̃              (  )   (  )  
              

Зная таблицу кратности ЧФ, можно составить решето Эратосфена для определения ПЧ в 

таблице ЧФ. Среди первых 200 ЧФ насчитывается всего двенадцать ПЧ: 
 ( )      ( )       ( )      ( )       (  )       (  )       

 (  )          (  )            (  )           

 (  )                   (  )                 
 (   )                                          

Полученные выше соотношения позволяют генерировать ПЧ по каноническому 

разложению ЧФ. Например, найдем состав  (  ). Так как  ̃         , то по (7)  (   
    )    . По свойству кратности  (  )    . Так как  ̃           , то  (       
 )     . Отсюда находим состав  (  )                Далее найдем состав  (  ). 
Найдем все нетривиальные делители числа «20». Это *        +. ЧФ с этими номерами 

содержат ПЧ *      + и все эти ПЧ в ненулевой степени обязательно входят в состав  (  )  
В разложении  (  ) есть число «      ». Далее найдем  присоединенное ПЧ. Так как  

       , а  (  )   (      ), то по (7)   | (    ). Следовательно, возможно 

  | (  ), что реализуется. Величину  (  )можно оценить по формуле (3) или по 

полученной нами формуле                     . Окончательно,  (  )             
Нахождение ПЧ через ЧФ по формулам теоремы IV 

⌊
   

√ 
⌉   (    ( ̅      ))                         (15) 

⌊
     

√ 
⌉   (    ( ̃      ))                      (16) 

внешне напоминает знаменитую терему Вильсона: если  |*(   )   +, то   есть ПЧ. 

Однако, формулы (15-16) оперирует со значительно более малыми числами, чем теорема 

Вильсона. Например, проверим на простоту число          . По (15) берем  (  )  
                 Отсюда следует, что «61» есть ПЧ. По теореме Вильсона нам 

необходимо работать с  числом               , которое не каждый компьютер обработает. 

Таким образом, найденные формулы связи золотого сечения и простых чисел, с одной 

стороны, позволяют находить канонические разложения ЧФ, а, с другой стороны, дают 

сравнительно экономный алгоритм генерации ПЧ. 

Далее обсудим вопрос о количестве ПЧ среди ЧФ. Частично этот вопрос обсуждался в , -. 
Нам представляется, что таких чисел бесконечное количество. Так как  таблица номеров есть  

натуральный ряд, то начнем удалять числа, дающие составные ЧФ. Это арифметические 

прогрессии (АП) c    : *    + удаляются четные ЧФ; *    +, удаляются    кратные «3»; 
*    + ( |  )  *    + (  |  )      *      + (  |  ) и так далее. Знаменитая функция 

Эйлера  ( )   ∏ (    )
 
  дает количество не удаленных чисел на отрезке ,    -  АП 

*      +             В нашем случае это будут номера  простых  и составных ЧФ. 

Рассмотрим пример. Пусть есть три АП:               ,        ( )            

Вероятность обнаружить не удаленное число  ( )   ( )   ⁄     . Возьмем отрезок ,    - 
длиной     . По теории вероятностей среднее число не удаленных чисел  ̅     ( )     . 

Реально на этом отрезке есть семь номеров простых ЧФ с  ̂  *                +. Из этого 

примера следует, что среднее число простых ЧФ на произвольном отрезке (при     ) 

 ̅( )    ( )     ⁄  ( ). Поскольку  ( ) убывающая, но ограниченная 

последовательность, то число  ̅( ) неограниченно и количество простых ЧФ бесконечно. 
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Пусть 1( ,..., )mX X X    – семейство кусочно-гладких векторных полей, заданных на 

многообразии с углами 2M R  с разбиением 
1 2{ , ,..., }mD M M M  на многообразия с углами 

[1, 2], зависящее от параметра   , принадлежащего некоторой окрестности  нуля в 2
R . 

Будем считать, что отображения ( , ) ( )i

iM z X z     принадлежат классу rC  и   могут быть 

продолжены до rC -отображений на M  ( 1r  ).  

В работе [3] изучались бифуркации в окрестности периодической траектории, 

проходящей через точку O , являющейся 2-угловой точкой для всех элементов разбиения D , 

ее содержащей. В настоящей работе будем предполагать, что точка O  является 1-угловой 

для 1M .  

Пусть точка 
1int \ intm

i iO M M  является 1-угловой для 1M  и  2-угловой для iM , 

{2,..., }i n , n m . Можно считать, что нумерация 
1 2, ,..., nM M M  выбрана так, что в 1rC  

координатах ( , )x y  в некоторой  окрестности V

 точки O   точка O  имеет координаты (0,0) , 

1M V   задается неравенствами 2 2 1x y  , 0y  ,  
1:i i iL M M V 

     при 1,2,..., 1i n   и 

1:i nL M M V      при i n  является образом при 
1rC  вложении :[0,1)i M , (0)i O , 

1( ) ( ,0)s s , ( ) ( ,0)n s s  . Тогда 
1 1 nM V L L    , для {2,..., }i n  

1i i iM V L L

    , а реперы 

1( (0), (0))i i 
  , {2,..., }i n ,  положительно ориентированы.  

В координатах ( , )x y  1( , ) ( , , ) / ( , , ) /X x y P x y x Q x y y        , где P  и Q  – rC -функции на 
2 2{( , ) : 1, 0}x y x y y    .  

Предположим, что для поля 1

0 0 0( ,..., )mX X X  выполняются условия:  

(У1)  (0,0,0) 0P  , (0,0,0) 0Q  , (0,0,0) 0xQ  .  

(У2) Существуют такие числа 2 n    , что реперы 
0( (0), ( ))i

i X O  и 1

0( (0), ( ))i

i X O  для 

{1,..., 1}i   и { ,..., }i n   положительно ориентированы, а для { ,...., 1}i    отрицательно 

ориентированы. (Здесь 1 1

0 0

nX X  .) 

В силу (У1) и (У2) из точки O  выходит положительная (отрицательная) полутраектория 

0

 ( 0

 ) поля 0X , начинающаяся как полутраектория поля 0X 
 ( 0X 

). Потребуем выполнения 

условия  

(У3) Полутраектории 0

 и 0

  не содержат особых точек, отличных от O , и 

совпадают, образуя  периодическую траекторию 0  поля 0X . 


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Пусть : ( 1,1) int M    – rC -вложение, трансверсальное полю 0X  ,  такое, что 
0(0)  , а 

дуга (0,1)  находится с  положительной стороны 0 . Ввиду  (У1) – (У3) из [5, С. 175 ] и 

теоремы о трубке траекторий  следует, что 0u   можно выбрать так, что определены rC -

отображения 
0( ) ( ( ))u f u  , ( ,0]u u  , и 

0( ) ( ( ))u f u  , [0, )u u , по траекториям поля 0X , 

причем  
0 (0) 0f   , 

0( ) ( ) 0f u   . Пусть 
0: ( ) (0)f 


 . Потребуем, чтобы  

(У4)  1   и 1  .  

При 1  , 1   ( 1  , 1  ) 0  является устойчивым (полуустойчивым) предельным 

циклом (рис. 1 и рис. 2). При 1  , 1   ( 1  , 1  ) направление на траекториях меняется 

на противоположное. 

 
Рис. 1 – Траектории 0X  в окрестности  

цикла 0   при 1  , 1   

 
Рис. 2 – Траектории 0X  в окрестности 

цикла 0  при 1  , 1   

Из (У1) по теореме о неявной функции следует, что существуют такие число 0v   и 

окрестность 1  точки 0 , что для 
1  уравнение ( ,0, ) 0Q x   имеет в интервале ( , )v v  

решение 
0 ( )x x  , при этом 

0 ( ) rx C  , 
0 (0) 0x  , 

0( ( ),0, ) 0xQ x   . Обозначим O  точку с 

координатами 
0 ( ), 0x x y  . Из (У1) – (У3) и выбора трансверсали   следует, что 

окрестность 1  можно выбрать столь малой, что при 1  из точки O  выходит 

положительная (отрицательная) полутраектория 
  (

 ) поля X  , начинающаяся как 

полутраектория поля X 

  ( X 

 ) и пересекающая дугу ( 1,1)  в точке ( ( ))u   ( ( ( ))u  ), где 

( ) ru C 
, ( ) ru C 

, . Обозначим 
0 ( ) : ( ) ( )u u u     . Теперь мы можем 

сформулировать условие 

(У5) Векторы 
0 (0) /x   и 

0 (0) /u   линейно независимы. 

Если это условие выполняется, то в некоторой окрестности 
2 1    точки 0  можно 

выбрать 
rC -координаты 

1 2( , )   так, что 
0 1( )x   , 

0 2( )u    (рис. 3). Отождествим точку 
2  

с ее координатной строкой: 
1 2( , )     и будем считать 2

2 ( , )      при некотором 0  . 

Под бифуркационной диаграммой семейства векторных полей X  , 
0 2    , в области 

U M  будем понимать разбиение 0  на классы эквивалентности по следующему 

отношению эквивалентности:     тогда и только тогда, когда X   и X
 

 топологически 

эквивалентны в U . 

(0) (0) 0u u  
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Рис. 3 – Выбор параметров 1  и 2  

 
Рис. 4 – Бифуркационная диаграмма 

Теорема. 1. Пусть выполняются условия (У1) – (У5). Тогда найдутся окрестность U  

кривой 0 , граница которой состоит из двух замкнутых кривых   и  , лежащих, 

соответственно, с положительной и отрицательной стороны 0 , и числа 0, (0, )    

такие, что бифуркационная диаграмма семейства X
, 

0 0( , ) ( , )        , в  U  

представляет собой разбиение  0 0( , ) ( , )       на множества iE , {1,2,...,8}i , и jB , 

{0,1, ,...,8}j  (рис. 4), где 
0 {0,0}B  , 

1 0(0, ) {0}B   , 
4 {0} (0, )B   , 

5 0( ,0) {0}B    , 

8 {0} ( ,0)B    , при 2,3j   
2 1{ : ( )}j jB      , 

0: (0, ) (0, )j   , r

j C  , ( 0) 0j   , 

2 1 3 1( ) ( )    , при 6,7k   
2 1{ : ( )}k kB      , 

0: ( ,0) ( ,0)k     , r

k C  , ( 0) 0k   , 

7 1 6 1( ) ( )    , 
1 0(0, ) ( ,0)E     , 

2 2 2 1{ : 0 ( )}E       , 
3 2 1 2 3 1{ : ( ) ( )}E         , 

4 3 1 2{ : ( ) }E        , 
5 0( ,0) (0, )E     , 

6 6 1 2{ : ( ) 0}E       , 
6 7 1 2 6 1{ : ( ) ( )}E         , 

6 2 7 1{ : ( )}E         . 

2. В случае 1  , 1   структура  фазовых портретов векторных полей X
, 

0 0( , ) ( , )        , в окрестности U  следующая: 

При 
2 2 3E B E     X

 имеет две устойчивые гиперболические периодические 

траектории 
s

i  ( 1,2)i   и одну неустойчивую периодическую траекторию, содержащую дугу 

ON  неустойчивой линейной особенности OO  ( N O   при 
2B  ). Остальные траектории 

 -предельны 1

s  или  2

s . 

При 1B   ( 3B  ) X  имеет одну устойчивую гиперболическую периодическую 

траекторию  1

s  и периодическую траекторию 2 , проходящую через особую точку O ; 

траектории, начинающиеся в точках области между кривыми 
  и  2 ,  -предельны к 1

s  

( 2 ), а начинающиеся в точках области между кривыми 
  и  2 ,  -предельны  2  ( 1

s ). 

При 
4 4 5 8 8 1E B E E B E        X

 имеет устойчивую гиперболическую периодическую 

траекторию 
s ; остальные траектории, начинающиеся в U ,  -предельны к ней. При 

5 6 6 7 7B E B E B       X  имеет периодическую траекторию 
s , содержащую дугу ON  

устойчивой линейной особенности OO  (ON O  , если 5B  , ON OO  , если 7B  ); 

остальные траектории за конечное время входят в 
s . 
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3. В случае 1  , 1   структура  фазовых портретов векторных полей X
, 

0 0( , ) ( , )        , в окрестности U  следующая: 

При iE   ( 2,...,7)i   и jB  ( 2,..., 6)j   X
 имеет устойчивую (неустойчивую) 

периодическую траекторию 
s ( 

u ). Если iE  , 2,...,5i  , или jB  , 2,3,4j   ( iE  , 

4,...,7i   или jB  , 4,5,6j   ), то 
s (

u )- гиперболическая траектория. Если 

6 7 5 6E E B B     , то s  содержит дугу ON  устойчивой линейной особенности OO  (

ON O   при 5B  , ON OO   при 6B  ). Если 
2 3 2 3E E B B     , то 

u  содержит дугу 

ON  неустойчивой линейной особенности OO  (ON O   при 3B  , ON OO   при 2B  ). 

Положительные полутраектории, начинающиеся в точках между 
  и 

u , либо  -

предельны к s , либо входят в s за конечное время, а начинающиеся между   и u , 

выходят из U . 

При 1B   (
7B  ) X

 имеет периодическую траекторию  , проходящую через точку O ; 

положительные траектории, начинающиеся в точках между 
  и    -предельны к   

(входят в   за конечное время), а начинающиеся в точках между 
  и   выходят из U .  

При 1B   ( 7B  ) все  траектории X
 выходят из U . 
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ПОВЫШЕНИЕ ДОЛГОВЕЧНОСТИ БАНДАЖЕЙ 

КОЛЕСНЫХ ПАР ТЕПЛОВОЗОВ В ДЕПО СУРГУТ 
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В статье на основе выполненного сравнительного анализа износа колесных пар 

тепловозов в локомотивном депо Сургут предложено повысить ресурс бандажей за счет 

применения бандажей марки IV. 
 

Ключевые слова: тепловоз, колесная пара, бандаж, долговечность, повышение. 
 

Из анализа причин выхода из строя бандажей колесных пар тепловозов, приписанных к 

локомотивному депо Сургут (см. рис. 1) видно, что основными из них являются: износ 

гребня (80,4 %), прокат (11,8 %), разность диаметров (0,3 %), ослабление посадки (0,6 %), 

ползуны (4,3 %), остроконечный накат (2,6 %). 

 
Рис. 1. Процентное соотношение причин выхода из строя бандажей колесных пар тепловозов 

 

Снижение интенсивности износов гребней и рельсов удалось достигнуть в первую 

очередь благодаря массовому внедрению лубрикации. Причем наибольший эффект 

обеспечивается при смазке боковой грани головки рельса в кривых передвижными 

рельсосмазывателями (PC), установленными на локомотивах или пассажирских вагонах. 

Свой вклад также вносят гребнесмазыватели на локомотивах и стационарные путевые 

лубрикаторы. 

В настоящее время средний ресурс бандажей колесных пар тепловозов в депо Сургут 

составляет 450 тыс. км [1], что примерно в полтора раза меньше, чем нормативный пробег до 

среднего ремонта локомотивов. Это приводит к необходимости преждевременных выкаток 

колесных пар из-под локомотива для смены бандажей и к дополнительным затратам на 

техническое обслуживание и ремонт локомотивного парка. В связи с этим задача доведения 

ресурса бандажей до 600–800 тыс. км [2] и более является весьма актуальной. 

Одним из основных причин преждевременного исчерпания ресурса бандажей является 

несоответствие твердости бандажа и рельса. В эксплуатации до введения новых типов 

рельсов (Р65) были примерно одинаковые твердости как рельсов, так и бандажей, поэтому 

[3], наблюдалось примерное равенство износа рельсов и бандажей по объему металла на 

единицу выполненной работы (см. рис. 2). 
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В настоящее время твердость рельсов составляет 400–450 НВ, а твердость бандажей 

колесных пар электровозов – 269–302 НВ, а это значит, что при переходе на новый тип 

рельсов, с повышенной твердостью (объемно-закаленные), должен увеличиться как износ 

бандажей, так и рельсов. 

Для увеличения ресурса бандажей специалисты ВНИИЖТ в сотрудничестве с 

работниками Нижнетагильского металлургического комбината (ОАО «НТМК») разработали 

бандажную сталь марки «IV» с повышенным содержанием углерода и хрома, уровнем 

твердости 320–360 НВ (ГОСТ 398–2010). Она существенно превосходит серийную 

бандажную сталь марки «II» по комплексу механических и служебных свойств. 

  
Рис. 2. Кривая зависимости износа 

бандажа от отношения его твердости к 

твердости рельсов 

Рис. 3. Зависимость от пробега 

среднего значения износа гребней 

бандажей марки IV тепловоза ЧМЭЗ 
 

В 2006 г. в научно-испытательном центре ВНИИЖТа были проведены полигонные 

испытания опытной партии бандажей повышенной твердости с содержанием углерода 0,73 

%, изготовленных по техническим условиям ТУ 0941-096оп-01124323–2004. По результатам 

полигонных испытаний опытные бандажи показали высокие эксплуатационные свойства [4]. 

Сравнительные эксплуатационные испытания и мониторинг бандажей повышенной 

твердости и серийных проводили под руководством автора в 2016–2017 гг. В соответствии с 

методикой испытаний на общих основаниях эксплуатировались пять тепловозов с 

бандажами марки «IV». На каждом локомотиве одна секция (тележка) была оснащена 

опытными бандажами, другая – стандартными. Механические свойства опытных и серийных 

бандажей, проходящих испытание, представлены в табл. 1. Для оценки склонности бандажей 

с повышенным содержанием углерода к повреждаемости термическими трещинами и 

выщербинами тормозного характера одна тележка каждой секции локомотива была 

оснащена стандартными гребневыми тормозными колодками, другая – колодками УрГУПС 

[5]. Для создания максимально жестких условий эксплуатации опытных бандажей на 

локомотивах бортовые гребнесмазыватели были отключены. 
 

Таблица 1 – Механические свойства опытных и серийных бандажей 

Марка стали № плавки 
Твердость, НВ 

на глубине 20 мм на гребне 

II 

30590 302 302 

30085 285 293 

10683 269 269 

IV 13111 325 341 
 

Осмотр и замеры профилей опытных и стандартных бандажей проводили в течение года с 

периодичностью 3–6 раз в месяц, что позволило накопить большой статистический 

материал. Для замеров параметров профиля бандажей (толщина гребня, крутизна гребня и 

прокат) использовался КИП-03 [6], толщина бандажей измерялась с помощью толщиномера. 

Замеры проводили на каждом бандаже в двух сечениях (результат замера – среднее 
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арифметическое двух полученных значений). Результаты всех замеров заносили в 

соответствующие протоколы. После этого проводились статистическая обработка 

полученных данных и расчет средних значений и среднеквадратических отклонений 

контролируемых колесных пар отдельно для опытных и стандартных бандажей по каждому 

локомотиву по методике [7, 8]. 

Все бандажи периодически осматривали на наличие эксплуатационных дефектов 

(термические трещины на гребне и поверхности катания, выщербины, ползуны, 

остроконечный накат и подрез гребня). 

В табл. 2 представлены рассчитанные средние значения интенсивностей изнашивания 

гребней бандажей колесных пар всех тепловозов депо Сургут и отдельно для тепловоза 

ЧМЭЗ, а на рис. 3 – зависимость от пробега среднего значения износа гребней бандажей 

марки IV тепловоза ЧМЭЗ № 3742 (после обточки). Как следует из табл. 2, по итогам 

годичной эксплуатации средняя интенсивность изнашивания гребней опытных бандажей 

тепловозов примерно в 1,5 раза ниже, чем стандартных. Разница в износостойкости 

бандажей, обточенных до минимальной толщины, еще существеннее – интенсивность 

изнашивания опытных бандажей стала в 1,7 раза меньше. Увеличение разницы в 

интенсивностях изнашивания объясняется тем, что после обточки увеличилась разница в 

твердости рабочих слоев бандажей марок «IV» и «II» (легированная хромом сталь марки 

«IV» имеет более высокую прокаливаемость). 
 

Таблица 2 – Средние значения интенсивности износа гребней бандажей 

в мм/10
4
 км 

Марка 

бандажа 

Тепловозы 

по всем локомотивам ЧМЭЗ № 3742 (после обточки)  
II 1,47 0,62 

IV 1,01 0,36 
 

Прокат тепловозных бандажей за все время испытаний был незначительный (не более 0,8 

мм), выщербины на поверхности катания не появлялись. В процессе эксплуатации 

тепловозов на гребнях как стандартных, так и опытных бандажей в результате 

взаимодействия со стандартными тормозными колодками появлялись небольшие 

термические трещины длиной до 4 мм и глубиной до 0,2 мм. На гребнях бандажей, 

работающих в паре с тормозными колодками с глубоким зацепом, появлялись очень мелкие 

термические трещины длиной 1–2 мм (только при предельном износе или перекосе этих 

колодок). Последующего развития термических трещин в усталостные ни на опытных, ни на 

стандартных бандажах не происходило, и они затирались в процессе эксплуатации. 

За время испытаний толщина бандажей тепловозов снизилась незначительно (опытных в 

среднем на 2 мм, стандартных – на 2,5 мм). 

Выполненный в УрГУПС анализ интенсивности износа и частоты обточек бандажей 

марки «IV» показал, что их фактический ресурс составит не менее 600 тыс. км, что 

обеспечит межремонтный пробег локомотивов без смены бандажей. Склонность бандажей 

марки «IV» к появлению эксплуатационных дефектов в виде термических трещин на гребне 

не выше, чем у стандартных бандажей. В дальнейшем рекомендуется в паре как со 

стандартными, так и с перспективными бандажами эксплуатировать тормозные колодки с 

глубоким зацепом ввиду их минимального воздействия на гребень или колодки 

предложенные УрГУПС. 
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В работе обосновывается использование в качестве структурного параметра прецессии 

оси вторичного вала при изнашивании опорных подшипников коробки перемены передач при 

бортовом диагностировании. 
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Как показывает практика эксплуатации автомобилей КамАЗ, средний ресурс коробки 

передач существенно ниже заявленного. Это обусловлено в основном отказами вторичного 

вала, картера, подшипников, первичного вала, синхронизаторов [1]. Наиболее 

изнашиваемыми сопряжениями коробки передач (КП) являются сопряжения наружных 

обойм подшипников первичного и вторичного валов с картером коробки. В исходном  

состоянии эти сопряжения неподвижны. При определенной степени разрушения  

поверхности посадочных отверстий картера теряется неподвижность сопряжения и 

наблюдается уже трение скольжения со смазкой.  После потери неподвижности сопряжения 

интенсивно возрастают радиальные зазоры валов, что существенно нарушает условия 

зацепления зубьев шестерен, переключения передач. Возрастает интенсивность повышения 

угловых зазоров за счет изнашивания элементов шлицевых сопряжений. Повышение 

угловых зазоров в свою очередь интенсифицирует рост осевых зазоров. В этом проявляется 

взаимное влияние технического состояния элементов коробки передач в процессе 

эксплуатации. Сопряжения трансмиссии являются динамически нагруженными, и 

возрастание зазоров в них происходит по экспоненциальной зависимости [2, 3]. 

Были проведены исследования на снятых после  эксплуатации коробок передач 

автомобиля КАМАЗ (КП) [4,5], включающие полную разборку КП, микрометраж деталей 

(картер, вторичный вал, первичный вал, синхронизатор 4-5 передач), анализ состояния 

рабочих поверхностей деталей, а также предремонтное диагностирование по выбранным 

параметрам.  

 
Рис. 1. - Схемы измерения радиального (а) и осевого (б) зазоров фланца вторичного вала КП 

автомобиля КамАЗ: 

1 – индикатор часового типа; 2 – кронштейн; 3 – винтовое крепление индикатора; 4 – магнит; 

5 – крышка роликового подшипника КП; 6 – фланец вторичного вала КП. 
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В качестве диагностических параметров коробки передач приняты: угловой зазор (люфт) 

фланца вторичного вала на каждой передаче, осевой зазор фланца и радиальный зазор [6]. 

Измерения осевых и радиальных зазоров фланца вторичного вала КП производили 

индикаторами часового типа (точность 0,1мм), устанавливаемых в кронштейны с магнитным 

креплением (рис. 1). Собранные статистические данные по износу деталей и 

диагностическим параметрам коробок передач позволили определить параметры 

зависимости диагностических параметров от структурных [7], которые приведены в табл. 1.  
 

Таблица 1. - Параметры зависимости диагностических параметров S от структурных x 

Диагностические и структурные параметры а b r
2 

Зависимость углового зазора фланца вторичного вала (мин) от 

суммарного износа (мм) шлицев вторичного вала и 

синхронизатора  4-5 передач 

46,5 12,6 0,99 

Зависимость осевого зазора фланца вторичного вала (мкм) от 

торцевого биения вала (мкм) 
28,69 1,309 0,98 

Зависимость радиального зазора фланца вторичного вала 

(мкм) от износа отверстий картера (мкм) 
38,59 0,506 0,982 

Примечание к табл. 1: а, b - параметры линейной зависимости диагностического 

параметра S от структурного x; S = а+bх; r
2
– коэффициент корреляции. 

 

Полученные зависимости свидетельствуют об однозначности, и даже линейности связи 

диагностических и структурных параметров, Диагностические параметры отвечают 

основным требованиям. 

Анализ приведенных данных  по изнашиванию и взаимному влиянию элементов коробки 

перемены передач и способа предремонтного диагностирования привел к выводу о том, что 

основными признаками неисправности являются радиальные зазоры и динамические 

нагрузки [8]. Одним из важнейших параметров, определяющих виброактивность 

подшипников качения, является величина радиального зазора. Повышение нагрузки на 

первичный вал коробки передач вследствие образования дисбаланса сцепления [9], 

возникающего вследствие нарушения центрирования среднего ведущего диска, также 

способствует скорому выходу из строя опорного подшипника первичного вала, 

установленного в заднем торце коленчатого вала. 

  
Рис. 2. - Кинематическая схема валов и опор КП: 

1 – коленчатый вал; 2 – блок цилиндров; 3 – маховик; 4 – узел сцепления; 

5, 7, 11, 16 – подшипник; 6 – картер коробки передач; 8 – синхронизатор IV-V передач;  

9 – шестерня IV передачи; 10 – вторичный вал коробки передач;  

12 – индуктивный датчик положения; 13 – крышка заднего подшипника вторичного вала;  

14 – червяк привода спидометра; 15 – первичный вал коробки передач. 
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Установлено, что разрушение опорного подшипника первичного вала коробки передач, 

установленного в заднем торце коленчатого вала, приводит к тому, что первичный вал 

коробки передач теряет переднюю опору в пределах  диаметра шариков. Этот консольный 

конец воспринимает динамические нагрузки от дисбаланса сцепления, за счѐт чего 

появляется отклонение оси вращения первичного вала коробки передач в пределах этого 

зазора, что является причиной прецессии вала и вызывает повышение амплитуды 

динамических нагрузок, которые передается посредством кинематических связей на 

вторичный вал. Наряду с этим происходит прецессия вторичного вала. Вращение – это 

угловое движение вала вокруг своего геометрического центра с или оси вала  без 

перемещения и вибрации этого центра. Прецессия – это перемещение, или вибрация, 

геометрического центра вала в плоскости, которая перпендикулярна оси вала.  

Разработано устройство непрерывного диагностирования технического состояния 

опорных подшипников первичного и вторичного валов коробки передач КАМАЗ в 

эксплуатации, представляющего собой смонтированный в крышку заднего подшипника 

индуктивный датчик положения, сигнал которого от начального радиального биения 

возрастает вследствие образования прецессии оси вторичного вала, вызванной переломом 

общей оси валов при изнашивании подшипников. Отклонение сигнала от номинального 

значения свидетельствует о повышенной амплитуде биения вторичного вала коробки 

передач вследствие образования прецессии оси вала из-за неисправности хотя бы одного 

опорного подшипника первичного и вторичного валов коробки передач. 

Прецессия конца вторичного вала представляется, таким образом, структурным 

параметром, который очень информативен и может контролироваться непрерывно при 

работе силового агрегата. Это дает возможность применить его в бортовой диагностике 

износа деталей коробки передач, в частности износа опорных подшипников, 

поддерживающих во вращении первичный и вторичный валы коробки передач КАМАЗ. 
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Построена математическая модель эволюции напряженно деформированного состояния 

в анизотропном оптическом волокне типа «Panda» в условиях контактного термосилового 

нагружения. Установлено, что поля напряжений сформированные при силовой намотке в 

большей части релаксируют при нагреве и выдержке на первом цикле изменения 

температуры. Уровень напряжений на втором цикле отличается от первого 

незначительно, менее чем на 1,5%.  
 

Ключевые слова: анизотропное волокно, полимерное покрытие, контактное воздействие, 

релаксация. 
 

В качестве чувствительных элементов многих современных высокотехнологичных 

датчиков используются специальные типы оптических волокон, изготовленных из 

легированных кварцевых стекол [1]. Для защиты световода, от внешней среды и 

механических воздействий, как правило, используют УФ-отверждаемые полимерные 

покрытия. Один из вариантов исполнения такого защитно-упрочняющего покрытия (ЗУП) 

представляет из себя два слоя полимера. Внутренний слой при комнатной температуре 

находится в высокоэластическом релаксационном состоянии, его задача уменьшить влияние 

силовых воздействий (изгиб, поперечная сила и др.) на оптоволокно. В свою очередь для 

защиты относительно мягкого, эластичного первичного покрытия от механического 

воздействия и влияния внешней среды используют второй слой покрытия, который при 

комнатной температуре находится в застеклованном состоянии.  

Использование специальных оптических волокон в составе различных 

высокоответственных комплексов, таких, например, как система навигации на основе 

оптоволоконных гироскопов, системы мониторинга состояния строительных конструкций и 

др., накладывает жесткие требования к корректной работе изделий в заданном условиями 

эксплуатации диапазоне температур. Изменение температуры из-за неоднородности 

конструкции самого анизотропного волокна, существенного отличия КЛТР материалов ЗУП 

и кварцевого стекла влечет за собой формирование полей деформаций, которые в силу 

известных фотоупругих эффектов оказывают влияние на оптические характеристики 

волокна. Кроме того нагрев или охлаждение существенно влияют и на реологические 

свойства защитных покрытий, и при достаточно широком эксплуатационном диапазоне 

температур в полимерах могут происходить релаксационные переходы, которые 

сопровождаются изменением податливости материала на несколько порядков, что в 

конечном счете тоже влияет на точность показаний приборов. 

При изготовление анизотропных волокон и приборов на их основе на разных этапах 

производства проводят промежуточные испытания изделий, подтверждающие соответствие 

контрольных параметров проектным величинам. Один из видов таких испытаний называется 

технологическая проба и заключается в измерении оптических характеристик волокна 

намотанного с натягом на катушку с нанесенным на ее поверхность поперечным дефектом 

(Рис.1).  

 



 
29 Научно-технический вестник Поволжья №2 2018                                       Технические науки 

 
Рис.1 – Схема технологической пробы с микроизгибом через волокно приклеенное вдоль 

образующей катушки 
 

В работах [2,3] рассмотрено влияние силовой намотки на характеристики оптического 

волокна без учета ЗУП, а контактное взаимодействие световода с катушкой в целях 

упрощения не рассматривается. В работе [4] выполнен анализ с учетом контакта и ЗУП при 

комнатной температуре. Целью данной работы является построение математических 

моделей, позволяющих установить закономерности эволюции технологических напряжений 

и оптических характеристик в анизотропных волокнах с учетом всех перечисленных выше 

факторов, в том числе, релаксационных процессов протекающих в полимерных покрытиях 

при циклическом изменении температуры по заданному закону в диапазоне от -60 до 60 °C. 

Экспериментальные исследования вязкоупругих свойств материалов защитных покрытий 

показали, что исследуемый интервал изменения температуры частично пересекается с 

диапазонами релаксационных переходов в материалах ЗУП. При охлаждении до -60°C 

внутренний слой покрытия находится в состоянии релаксационного перехода из 

высокоэластичного в застеклованное, а при высоких температурах во внешнем полимерном 

покрытии существенно увеличивается податливость, что связано с началом процессов 

размягчения.  

В связи с тем, что изменение температуры в термоцикле происходит  с небольшой 

скоростью, были приняты следующие гипотезы: изменение температуры происходит 

равномерно по всему объему волокна и катушки, градиенты температур малы и ими можно 

пренебречь, тогда постановка задачи включает в себя: 

уравнения равновесия 

  ˆ , 0,div t V  x x ,  (1) 

физические соотношения 
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где 3kk  –шаровая часть тензора напряжений ̂ , а Es ˆˆˆ   его девиатор, kk  

– сумма объемной и температурной деформаций, 3ˆˆˆ Ee   - девиатор тензора 

деформаций, Ê  – единичный тензор второго ранга,  GR t  – функция сдвиговой релаксации 

материала. Предполагаем, что объемная релаксация в рассматриваемых материалах 

пренебрежимо мала. 

Полимеры ЗУП являются термореологически простыми материалами, тогда в 

соответствии с принципом температурно временной аналогии можно записать 

аппроксимацию функции сдвиговой релаксации суммой экспонент вида: 
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   0,A T T  - функция сдвига Вильямса-Ланделла-Ферри [5] 
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определенная соотношением 
    
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1 0
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 мгновенный и длительный модули 

сдвига  
0

m
G ,  m

G
, а также материальные константы 

1 ,mC  
2 ,mC  

0

mT  были установлены 

экспериментально для первичного (m=1) и вторичного (m=2) покрытий. Для кварцевого 

волокна  3m   и алюминиевой катушки  4m 
     

2 ,
m m

G mR t G V x . 

Известно, что при изгибе тонких балок с прогибами до 30% их длинны, с приемлемой 

точностью можно использовать гипотезу о малых деформациях [6]. В рассматриваемой 

задаче перемещения существенно ниже, поэтому были использованы геометрическиt 

соотношения Коши: 

        1
ˆ , , ,

2

T

t t t    x u x u x , Vx ,  (4) 

В начальный момент времени полимерные покрытия и алюминиевая катушка находятся в 

естественном недеформированном состоянии, 

    1 2 3
ˆˆ ,0 ,0 0, , ,V V V    x x x  (5) 

а в анизотропном оптическом волокне сформированны поля остаточных напряжений, 

обусловленные их конструкцией и технологией производства 

   0 4
ˆ ˆ,0 ( ,0), V   x x x . (6) 

Методика вычисления остаточных напряжений 
0 ( ,0) x  дана в работе [7]. 

Статические граничные условия 

        ,     ,  ˆ, , , , , ,u pt t S t t S     u x U x x x n p x x   (7) 

Ввиду симметри рассматриваемой конструкции с целью экономии вычислительных 

ресурсов рассматривалась ее четверть. Заменив отбрасываемые части соответствующими 

граничными условиями: 

 
1 20, , 0, ,z xu u   x x   (8) 

На общей поверхности контакта 
KS  с условными номерами 1 и 2 должны быть 

выполнены силовые условия сопряжения: 

    1 2
ˆ ˆ, , , Kt t S     x n x n x , (9) 

и условия взаимного непроникновения тел 

     (1) (2)
0, KS     x u x u n x   (10) 

Численная реализация описанной математическая модели была выполнена с 

использованием возможностей конечно-элементного пакета ANSYS, в котором для описания 

вязкоупругого поведения материала была использована обобщенная модель Максвелла с 

аппроксимацией функции  сдвиговой релаксации суммой экспонент вида (3). Для решения 

задачи использовался метод пошагового интегрирования [8], для чего в рассмотрение 

вводилась неравномерная сетка по времени, на каждом шаге которой выполнялась 

линеаризация системы алгебраических уравнений методом Ньютона-Рафсона и решалась 

краевая задача линейной теории упругости с некоторым начальным полем остаточных 

напряжений, определяемым на предыдущем временном слое. На рис.2. приведены 

характерные результаты численного эксперимента. 
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Рис.2 – Эволюция компонент тензора напряжений в середине светопроводящей жилы над 

дефектом при циклическом изменении температуры 
 

Таким образом, построена математическая модель и выполнена ее численная реализация, 

влияния термосилового нагружения анизотропного оптического волокна типа Panda, с 

учетом контактного взаимодействия с катушкой, микроизгиба и реологических свойств 

защитно-упрочняющих покрытий. В результате численных экспериментов установлено, что 

напряжения вызванные силовой намоткой в большей степени релаксируют при нагреве и 

выдержке уже на первом цикле изменения температуры, и далее практически не отличаются 

от соотвествующих значений на последующих циклах. Так (1)

z  на первом цикле в центре 

светопроводящей жилы непосредственно над дефектом при температуре 60°C отличается 

только на 1,5% от соответствующего (2)

z  при той же температуре на втором цикле. 
 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 16-48-590660 р_а). 
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В работе представлена динамическая модель привода стана холодной прокатки труб 

(ХПТ) с оригинальной конструкцией механизма вращения прокатных валков, а также 

система дифференциальных уравнений, описывающая поведение исследуемой модели. Дано 

обоснование результатов выполненного динамического анализа, оценка эффективности и 

перспектив внедрения новой конструкции.  
 

Ключевые слова: прокатный стан, динамическая модель, дифференциальные уравнения. 
 

Производительность и эффективность использования станов ХПТ традиционной 

конструкции ограничена высокими динамическими нагрузками, возникающими при 

скоростном возвратно-поступательном движении массивной прокатной клети, а также 

технологическим усилием прокатки встречного продольного направления, создающим 

значительное дополнительное сопротивление движению клети [1]. 

В Уральском федеральном университете разработана прокатная клеть с оригинальным 

приводом прокатных валков [2], формирующим рациональный режим обжатия металла в 

очаге деформации и, как следствие, в 2-3 раза снижающим продольное усилие прокатки [3] и 

пропорционально уменьшающим рабочие нагрузки в шатунной линии. Полученный эффект 

открывает возможность создания более рациональных, облегченных конструкций всех узлов 

линии привода стана, а также значительного снижения технологических, динамических 

нагрузок и энергозатрат технологического процесса [4]. Необходимым условием 

перспективного проектирования новой конструкции линии привода прокатных станов 

является предварительное теоретическое исследование динамики таких механизмов. 

Механизм главного привода станов ХПТ относится к разряду цикловых механизмов, 

отличительной особенностью которых является переменность первой передаточной функции 

ведомого звена (функции положения). При этом функция положения нелинейна. При 

динамическом исследовании специфика цикловых механизмов проявляется в более сложном 

характере динамических связей из-за переменности параметров системы и кинематических 

нелинейностей. Соответственно возникают и качественно более сложные динамические 

эффекты. 

Во многих задачах динамики цикловых механизмов выражение кинематической и 

потенциальной энергий через независимые обобщенные координаты приводит к сложным 

функциональным связям. Этот недостаток присущ как методу Даламбера, так и методу, 

использующему уравнение Лагранжа в его обычной форме. По этой причине 

целесообразным является применение особой формы уравнений Лагранжа с «лишними» 

координатами [5]. 

Рассматриваемый механизм и соответствующая ему динамическая модель (рис. 1) – 

система голономная. Для голономных систем уравнение Лагранжа в особой форме лишними 

координатами имеет вид: 

1

n

j i ij

ij j
j
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Q h

dt g gg 

 
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где Т – кинетическая энергия системы, выраженная через обобщенные координаты; П – 

потенциальная энергия системы;   – обобщенные силы;   – множитель Лагранжа;     – 

коэффициенты при множителях Лагранжа; Н – число обобщенных координат системы; n – 

число «лишних» координат; gj – обобщенные координаты: g1 – координата положения ротора 

двигателя, g2 – упругая деформация кинематической цепи ротор – кривошип, g3 – упругая 

деформация шатунной линии, g4 – функция положения механизма (принята в качестве 

«лишней» координаты).  

 
Рис. 1 – Динамическая модель механизма: 

а) – линия главного привода, б) – линия привода прокатных валков 

Таким образом, число степеней свободы системы Н=3, число «лишних» координат n=1. 

Лишние неизвестные не являются независимыми, поэтому в дополнение к (1) вводим n 

уравнений связи вида  
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
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Вводя в уравнение (1) выражение потенциальной и кинетической энергии в развернутом 

виде, дифференцируя и исключая множители Лагранжа получаем систему H+n 

дифференциальных уравнений в общем виде. Определяя для исследуемого механизма 

коэффициенты при обобщенных координатах и их производных и выражения для 

обобщенных сил, получаем следующую систему: 
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m g g g m g g g m gкл кл кл       
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где I1 – момент инерции двигателя; I2 – момент инерции кривошипа; mкл – масса 

прокатной клети; Mдв – момент двигателя; Pc – сила технологического сопротивления; С – 

коэффициент жесткости упругой связи; k – коэффициент диссипации. 

С учетом момента на валке, создаваемого упругой связью, момента сил технологического 

сопротивления [2], момента диссипативных сил дифференциальное уравнение 

вращательного движения прокатного валка имеет вид:  
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где F – площадь сечения упругого элемента; lo – начальная свободная длина упругой 

связи; k – катающий радиус калибров; β1, β2 – углы с вертикалью радиуса шкива, 

проведенного в точку сбега упругого элемента; Y – перемещение шкива вместе с клетью; l1, l2 

– длина упругой связи, отсекаемая вертикальной осью шкива; k – коэффициент эффективной 

длины упругой связи; g5 – угловое ускорение валка; Q – осевое усилие прокатки; ∆t – сжатие 

стенки заготовки; 3– коэффициент. Объединяя уравнения, получаем полную систему 

уравнений, описывающую поведение исследуемого механизма, предоставляющую собой 

алгоритм решения задачи. 

На основании выполненного теоретического исследования динамических процессов в 

цикловом механизме линии главного привода и привода прокатных валков в их взаимосвязи, 

а также анализа влияния осевых усилий прокатки на технологические и динамические 

нагрузки установлено трехкратное снижение динамических нагрузок в линии привода про-

катных валков, а также полутора-двукратное снижение общего уровня динамичности в ли-

нии главного привода. Достигнутое снижение динамических и технологических нагрузок 

обусловило уменьшение на величину до 28% пиковых усилий в линии главного привода и 

понижение на величину до 20% эквивалентной мощности, потребляемой приводным двига-

телем. Достигаемый при использовании новой конструкции прокатной клети невысокий 

уровень динамичности механической системы позволяет существенно увеличить ее быстро-

действие, что может быть положено в основу создания быстроходных отечественных станов, 

не уступающих по производительности лучшим зарубежным аналогам.  
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В статье приводятся основные уравнения для расчета ускорения перемещения 

неподрессоренной массы электровоза, приходящейся на одно колесо колесной пары 

электровоза при наезде на прямоугольную неровность пути. 
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Взаимодействие электровоза и пути во многом определяет безопасность движения, 

надежность работы и прочность узлов механической части и электровоза в целом. От уровня 

этого взаимодействия зависят конструкционная скорость, плавность хода 

электроподвижного состава и комфорт пассажиров. Силы взаимодействия электровоза и 

пути разделяются на статические, к которым относятся сила тяжести электровоза, сила тяги 

и торможения, динамические силы, обусловленные массой и ускорениями при колебаниях 

электровоза [1]. 

Основной причиной колебаний неподрессоренных и подрессоренных частей локомотива 

являются неровности пути: местные выпучивания и просадки, носящий случайный характер 

[2], знакопеременные, вызванные рельсовыми стыками и волнообразным износом рельсов. 

Случайные неровности пути вызывают собственные колебания, частоты которых 

определяются массой надрессорного строения и жесткостью рессор. Закономерно 

меняющиеся неровности пути, как и перечисленные дефекты колес, приводят к образованию 

возмущающих сил, поддерживающих вынужденные колебания и носят устойчивый характер 

[3]. 

Неподрессоренные части электровозов испытывают наибольшее воздействие со стороны 

пути. Возникающие при наезде на неровности динамические нагрузки, обусловленные 

вертикальными ускорениями, могут быть опасными для узлов механической части 

электровоза и пути [4] 

Рассмотрим простейший случай наезда колеса и связанной с ним необрессоренной массы 

на прямоугольную неровность (см. рисунок). Можно предположить, что в реальных 

условиях это соответствует перекатыванию колеса с одной рельсовой плети на другую в зоне 

стыка. Аналогичные явления происходят также при наличии ползуна на рабочей 

поверхности бандажа. 
 

  
Рис. Наезд колеса на прямоугольную неровность пути 

mailto:byinosov@mail.ru
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Если колесо с диаметром dк, относящее на расстоянии l от начала неровности с высотой h, 

движется со скоростью движения V, время его подъема будет равно 

V

l
t        (1) 

Из подобия треугольников АВD и DВС следует 

DC

BD

BD

AD
 ,      (2) 

то есть 

h

l

l

hd
к 


      (3) 

Отсюда 

  hhdl
к

2
.     (4) 

Принимая во внимание, что dк h, с достаточной точностью можно написать 

hdl
k
2

.      (5) 

Следовательно, время подъѐма колеса на неровность 

.=
k

V

hd
t      (6) 

При наезде колеса на неровность происходит упругая посадка пути, вследствие чего ко-

лесо поднимается на высоту h, меньшую чем h. Исследования показывают, что в процессе 

наезда на неровности характер изменения вертикальных ускорений и максимальные их зна-

чения зависят от множества факторов, основными из которых являются скорость движения, 

масса необрессоренных частей и жесткость рессорного подвешивания электровоза, 

жесткость верхнего строения пути. С целью упрощения предположим, что подъем колеса на 

прямоугольную неровность происходит с постоянным ускорением, т.е. Сonst.=
к
z  

Тогда 

2

tz
h

2

k
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.     (7) 

Подставив значение t, получим 

hd

Vh

t

h
z

k

k




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

2

2

22
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Таким образом, динамическая нагрузка Р1 неподрессоренной массы m, приходящейся на 

одно колесо, будет равно 

hd

hV
mzmP

k

kk





2

1

2
      (9) 

В реальных условиях эксплуатации электровозов время наезда на неровность весьма мало, 

поэтому при наличии рессор надрессорное строение, сохраняя свое горизонтальное 

положение, не успевает переместиться в вертикальном направлении. Поэтому уместно 

предположить, что при подъеме колеса рессора подвергается дополнительному прогибу на 

величину h, и это вызовет дополнительную динамическую нагрузку Р2 

Р2 = ж  h,     (10) 

где ж – жесткость рессоры или комплекта рессор одного колеса. 

Тогда суммарная динамическая нагрузка от колеса на рельс составит 

Рд = Р1 + Р2.     (11) 

Анализ полученных уравнений показывает, что динамическая нагрузка Р1, 

обусловленная вертикальным ускорением колеса, резко возрастает с увеличением скорости 

движения V электровоза. При большой скорости движения интенсивность роста Р1 

несколько снижается из-за увеличения просадки пути, т. е. уменьшения h. Динамическая 

нагрузка Р2 с увеличением скорости движения V уменьшается пропорционально h. 
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При жестком пути, когда его прогиб равен или близок к нулю и отсутствии упругости в 

элементах колесной пары, траектория движения неподрессоренной массы электровоза будет 

совпадать с очертаниями неровности пути. Если для описания неровности выбрать 

уравнение [5], взяв первую производную этого уравнения по времени, можно найти скорость

k
z вертикального перемещения неподрессоренной массы одного колеса, т. е. 

coswtwbzz
kp

  .    (11) 

Для определения ускорения k
z вертикального перемещения колеса достаточно взять 

вторую производную 

sinwtwbzz 2

kp
  .    (12) 

Аналогично можно поступить при использовании уравнения [5]. Первая его производная 

дает 

sinwtwbzz
kp

  .    (13) 

Ускорение вертикального перемещения 

coswtwbzz 2

kp
  .    (14) 

При наезде на неровность упругого пути, что, несомненно, соответствует реальным 

условиям, происходит, как уже было отмечено, просадка пути и траектория движения 

неподрессоренной массы будет иная по сравнению с неровностями, описываемыми 

уравнениями (7) – (12) для ненагруженного пути. Следовательно, будут другими скорость и 

ускорение вертикального перемещения колеса. Величина просадки пути, амплитуда 

неровности, вертикальная скорость и ускорение теперь будет зависеть от упругости пути под 

неровностью и массы пути, совершающей вместе с колесом вертикальное перемещение. 

Дифференциальное уравнение движения колеса с учетом упругости пути и инерции его 

верхнего строения 

 
nkpk

zmжzzzm   ,    (15) 

где m  – масса верхнего строения пути, участвующая в вертикальном перемещении, 

отнесѐнная к одному рельсу; ж – жѐсткость верхнего строения пути, отнесенная к одному 

рельсу; zn – просадка пути, zn = zр – zк; k
zm  – сила инерции массы одного колеса; n

zm   – сила 

инерции массы верхнего строения пути, отнесѐнная к одному рельсу; (zр – zк) ж – реакция 

верхнего строения пути, обусловленная его прогибом на величину zn. 

Скорость вертикального перемещения колеса при движении по упругому пути, 

неровность которого описывается уравнением (5), будет равна 

 
 

sinwtw
wmmж

жbwbm
sinktAcosktBkz

2

2

k





   (16) 

Следовательно, ускорение вертикального перемещения неподрессоренной массы, 

приходящейся на одно колесо, равно 

coswtwBcosktkAz
k

 22    (17) 

Составив дифференциальное уравнение движения колеса по неровности упругого пути, 

описываемой более точными уравнениями вида (6) и (7), и решив его можно также получить 

формулы для определения вертикального перемещения и ускорения колеса. 
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Выполнен анализ силовой схемы трехуровневого трехфазного инвертора. Проведено 

исследование робастности схемы при изменении: перегрузки, индуктивности входного синус 

фильтра, выходной нагрузки.  
 

Ключевые слова: робастность, инвертор, асинхронный двигатель, корректор 

коэффициента мощности. 
 

Важным критерием любой системы управления электроприводом является ее 

робастность. В статье приведено исследование трехуровневого трехфазного инвертора при 

перегрузке электродвигателя в 1,5 раза, при изменении  индуктивности входного синус 

фильтра, при изменении выходной нагрузки. Исследование особенностей работы силовой 

схемы трехуровневого трехфазного инвертора проводилось на его модели (рисунок 1) в 

среде моделирования PSIM [1]. 

На входе схемы находится источник питания 750 В, которое подается на трехфазный 

трехуровневый инвертор,  выполненный на IGBT транзисторах. 

Преобразованное напряжение поступает на синус фильтр и затем на нагрузку [2]. 

Номинальное значение стабилизируемого линейного напряжения равно 380 В с частотой 

50 Гц.  

 
Рис. 1 – Модель трѐхуровневого инвертора напряжения с обратной связью по датчику 

скорости на валу двигателя 

Одной из основных нагрузок инвертора является трехфазный асинхронный двигатель – 

механическая нагрузка. Параметры модели асинхронного электродвигателя соответствуют 

характеристикам двигателя типа 4А200M6У3 [3]. 
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При исследование функционирования схемы в номинальных режимах работы 

используются следующие величины: входное напряжение – 380 В; частота питающей сети – 

50 Гц; выходное напряжение – 750 В; выходная нагрузка – 15 кВт; частота ШИМ – 10 кГц. 

Из результатов моделирования выявлено, что активный выпрямитель функционирует 

верно, стабилизируя выходное напряжение 750 В, при этом уровень пульсаций составляет 

3 В, что соответствует 0,4 %. 

Амплитуда тока через транзистор составила 35 А, амплитуда тока обратного диода 

составила 41 А. 

Активный выпрямитель работает в режиме корректора коэффициента мощности, 

поддерживая коэффициент мощности равный 0,9927, при этом коэффициент нелинейных 

искажений для тока составляет 0,12. 

Далее было проведено исследование функционирования схемы при появлении 1,5-

кратной перегрузки. На рисунке 2 представлены диаграммы работы активного выпрямителя 

при возникновении 1,5-кратной перегрузки. 

 
Рис. 2 – Диаграммы токов и напряжений при возникновении 1,5-кратной перегрузки 

При 1,5-кратной перегрузке происходит небольшое снижение выходного напряжения до 

728 В длительностью 0,1 с. Резких скачков входного тока не наблюдается. 

Далее было проведено исследование функционирования схемы при изменении 

индуктивности синус фильтра.  

На рисунке 3 представлены диаграммы работы выпрямителя с различными 

индуктивностями синус фильтра (L = 400 мкГн, L = 600 мкГн, L = 900 мкГн). 

 
Рис. 3 – Зависимость cosφ при разных индуктивностях синус фильтра 
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Результаты моделирования показывают, что индуктивность входного дросселя является 

оптимальной [4].  

Далее проведено исследование функционирования схемы при изменении выходной 

нагрузки. 

На рисунке 4 представлены диаграммы работы выпрямителя с изменением выходной 

нагрузки. 

 
Рис. 4 – Диаграммы токов и напряжений выпрямителя при изменении выходной нагрузки 

Моделирование показывает, что при изменении нагрузки от 0,1 Рном до 1,5 Рном 

выходное напряжение изменяется не более 1 В – это свидетельствует о том, что активный 

выпрямитель стабилизирует напряжение в режиме холостого хода и изменяющейся 

нагрузки. 

В заключении можно сделать следующие выводы. Предложенная схема трехуровневого 

трехфазного инвертора обладает достаточной робастной устойчивостью и ее можно 

использовать для управления асинхронным двигателем мощностью 15 кВт. Использование 

алгоритмов оценки угловой скорости вращения электродвигателя [5] позволит разработать 

робастную бездатчиковую систему управления электроприводом. 

Статья подготовлена как часть прикладных исследований в соответствии с Соглашением о 

предоставлении субсидии №14.574.21.0135 при финансовой поддержке Министерства 

образования и науки Российской Федерации. Уникальный идентификатор прикладных 

исследований является  

RFMEFI57417X0135. 
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Представлены результаты исследования электрофизических и люминесцентных свойств 

монокристаллов GaAs, легированных Te с концентрацией носителей заряда n=10
17

-7∙10
18

см
-

3
. Получены немонотонные концентрационные зависимости степени компенсации, 

интенсивностей примесных и «краевой» полос рекомбинационного излучения, рассеяния 

свободных носителей заряда. Полученные данные интерпретируются как результат 

влияния легирующей примеси на перераспределение вакансий по подрешеткам кристалла, 

приводящее при n≈2∙10
18

 см
-3

 к смене ансамбля структурных примесных дефектов. 
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1. Введение 

Люминесцентные характеристики арсенида галлия определяются не только абсолютными 

значениями концентрации легирующей примеси, но и степенью ее компенсации. Поэтому 

изучение электрофизических свойств позволит установить роль собственных точечных 

структурных дефектов (СТСД) в механизме компенсации и еѐ взаимосвязь с 

эффективностью люминесценции. 

2. Методика эксперимента 

Исследовались монокристаллы GaAs:Te, выращенные методом Чохральского из расплава 

стехиометрического состава, с концентрацией n=1,7∙10
17

-7∙10
18

см
-3

. Образцы вырезались из 

разных слитков, выращенных по единой технологии. На свежеполированную поверхность 

монокристаллов с помощью индия припаивались контактные медные проводники, соблюдая 

условие симметричности. Омичность контактов проверялись на приборе-испытателе p-n-

переходов по обычной методике при температуре 77 К.  

Исследования электропроводности, постоянной Холла, подвижности носителей заряда 

указанных образцов проводились в температурном интервале 77-400 К. Измерения эффекта 

Холла (RH) и электропроводности (σ) осуществлялось методом Ван-дер-Пау [1] на образцах 

размерами 7×7 мм и толщиной d = 150÷200 мкм. Индукция магнитного поля в зазоре магнита 

измерялась с помощью прибора Ш1-8 и составила В = 0,415 Тл. 

Исследования фотолюминесценции (ФЛ) проводились по стандартной методике. Для 

возбуждения использовался He-Ne- лазер с длиной волны 632,8 нм. Образец помещался в 

криостат и с помощью жидкого азота охлаждался до необходимой температуры. ФЛ 

излучение регистрировалось при помощи спектрофотометра СФ-26 , с приемником ФЭУ-62, 

усилителем постоянного тока и самописцем. 

3. Экспериментальные результаты и обсуждение 

Раздельное определение концентрации донорных и акцепторных центров (степени 

компенсации) проводили по диаграммам, построенным на основе формул Брукса-Херринга 

[2]. Для выполнения такого анализа были использованы результаты определения холловской 

концентрации носителей заряда (ХКНЗ) и подвижность при температуре 77 К. 

На этом этапе исследования СТСД в монокристаллах GaAs: Te измеряли холловскую 

концентрацию носителей заряда (ХКНЗ) и их подвижность в температурном интервале 77 – 
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400 К. Пользуясь теоретическими зависимостями μ(n) по концентрации и соответствующей 

подвижности электронов при 77 К было найдено, что степень компенсации K=NA/NД в этих 

кристаллах изменяется от 0,65 до 0,25 при увеличении уровня легирования ( рис. 1 ). 

 
Рис.1. Зависимость коэффициента компенсации K = NA/ND кристаллов GaAs: Te при 85 K от 

концентрации свободных носителей заряда. 

В спектрах ФЛ образцов при 85 К с n<2∙10
18

 см
-3 

наблюдались полоса собственного 

излучения («краевая») с энергией максимума 1,51 эВ и широкая примесная полоса излучения 

с энергией 1,2 эВ (Е1). При концентрациях n>2∙10
18

 см
-3

 наряду с резким возрастанием 

«краевой» полосы возникает новая примесная полоса с энергией 1,35 эВ (Е2). 

Зависимость отношения интенсивностей акцепторных (Е1 и Е2) к донорной («краевой») 

линии фотолюминесценции при 85 К от концентрации свободных носителей заряда (рис.2) 

также характеризует степень компенсации материала. Имеется возможность сопоставить 

данные гальваномагнитных и фотолюминесцентных измерений изменения степени 

компенсации арсенида галлия от уровня легирования. 

 
Рис.2. Зависимость отношения интенсивностей акцепторных (E1 и E2) к донорной 

(«краевой») фотолюминесценции IA/ID кристаллов GaAs: Te при 85 К от концентрации 

свободных носителей заряда. 

Действительно, рекомбинационные свойства GaAs: Te в диапазоне концентраций 

носителей 10
17

-10
18

 см
-3

 определяются наличием в кристалле вакансий галлия и комплексов с 

их участием (VGa TeAS)
2-

, ответственных за полосу Е1 (рис.3), при этом наблюдается сильная 

компенсация материала (K = 0,6). При n≈2∙10
18

 см
-3

 происходит смещение состава СТСД в 

сторону увеличения концентрации вакансий мышьяка, которые n
+
- GaAs, в силу своего 

донорного характера, полностью ассоциированы с атомами легирующей примеси, образуя 

новый акцепторный комплекс (VGa TeAS VAS)
-
, ответственный за полосу E2 (рис.3). При этом 

увеличивается электрическая активность донорной примеси и степень компенсации имеет 

практически постоянное значение K ≈ 0,25. 



 
44 Научно-технический вестник Поволжья №2 2018                                    Технические науки 

Физические характеристики кристаллов, имеющие особенности экстремального 

характера, могут быть объяснены существенным ослаблением роли СТСД, определяемым 

влиянием уровня легирования. Состав кристалла в экстремуме близок к 

«стехиометрическому». 

 
Рис.3. Изменение интенсивности в максимуме излучения примесных полос 

фотолюминесценции E1≈1,2 эВ (◦) и E2≈1,35 эВ (+) кристаллов GaAs: Te при T=85 K от 

концентрации электронов. 

В исследованном диапазоне температур для любых концентраций не наблюдалось 

зависимости концентрации электронов от Т, что означает полную ионизацию мелких 

доноров, т.е. выполнение равенства n=NД-NA. На рис.4 представлены типичные 

температурные зависимости холловской подвижности μн монокристаллов арсенида галлия с 

умеренным уровнем легирования (n=10
17

÷10
18

 см
-3

, кривые 1 и 2) на которых видны два 

различных участка еѐ поведения. При температурах ниже 200 К подвижность увеличивается 

с ростом Т. Затем μн достигает максимума при 150÷200 К, величина и положение которого 

зависит от концентрации электронов (n): с ростом n максимум уменьшается по величине и 

для n≥2∙10
18

 см
-3

 вообще не наблюдается (рис.4 кривые 3 и 4). При высоких температурах 

(Т›300 К) для любого уровня легирования подвижность уменьшается по закону μн ~ 
)5,04,0( Т . 

 
Рис.4.Температурная зависимость холловской подвижности в арсениде галлия с 

различным уровнем легирования: I–5,2·10
17

см
-3

,  2–1,5·10
18

 см
-3

,
 
3–3·10

18
см

-3
, 4-3,8·10

18
см

-3
. 
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Для концентраций n=10
17

÷10
18

см
-3

, из анализа температурных зависимостей подвижности 

электронов в области низких температур 77-200 K, следует о том, что основным механизмом 

рассеяния носителей заряда является рассеяние на двукратно ионизированных акцепторных 

центрах (VGa TeAS)
2- 

и на донорах TeAs
+
. При концентрациях n≥2∙18

18
см

-3 
преобладает 

рассеяние электронов на полярных и оптических фононах. Так как предполагается, что 

кулоновское взаимодействие между примесными дефектами TeAs
+
 и (VGa TeAS VAS)

-
 приводит 

к эффектам спаривания и образованием крупномасштабных пар, которые ведут себя как 

дипольные рассеивающие центры с малой эффективностью рассеяния. 

4. Заключение 

Установлена взаимосвязь между электрической активностью СТСД в арсениде галлия n – 

типа и уровнем легирования. Легирование GaAs теллуром в диапазоне концентрацией 

электронов 10
17

÷10
18

см
-3

 сопровождается генерацией вакансий галлия и примесных 

комплексов с их участием (VGa TeAS )
2-

, определяющих основной механизм рассеяния 

электронов, поэтому образцы имеют высокую степень компенсации K≈0,6. 

При n≈2∙10
18

 см
-3

 происходит перестройка примесных полос люминесценции с 

максимумом энергии ≈1,2эВ (Е1) на полосу излучения ≈1,35 эВ (Е2). Происходит смещение 

ансамбля СТСД в сторону увеличения концентрации вакансий мышьяка и примесных 

комплексов с их участием (VGa TeAS VAS)
-
, ответственных за полосу излучения ≈1,35 эВ. 

Наблюдается резкое возрастание интенсивности «краевой» полосы излучения, на порядок 

превышающей излучение примесных полос излучения, при этом степень компенсации имеет 

минимальное значение K ≈ 0,25. Состав кристалла в экстремуме близок к 

«стехиометрическому». 

Достигнутый уровень понимания влияния легирования на ансамбль СТСД в арсениде 

галлия позволяет решать практические задачи: например, авторам при выращивание более 

совершенных монокристаллов, и для контроля качества полупроводниковых материалов  

[3-5]. 
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