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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ — МАТЕМАТИКА (01.01.00) 
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ПОДХОДЫ К ПОСТРОЕНИЮ ОСНОВНОЙ ЕДИНИЦЫ ЧИСТО КУБИЧЕСКОГО 

ПОЛЯ  
 

DOI: 10.24153/2079-5920-2017-7-6-18-20 
 

Построение основной системы единиц обычно осуществляется либо непосредственно, на 

основе некоторых теорем, способов и конструкций, либо путем преобразований 

независимой системы. 

Известные приемы и методы решения задач построения независимых и основных систем 

основаны на самых разнообразных идеях. В настоящей статье анализируются: а) метод 

построения основной единицы чисто кубического поля, опирающийся на понятие 

эллиптической единицы; б) полиномиальное обобщение алгоритма непрерывных дробей.  
 

Ключевые слова: основная единица, кубические поля, эллиптическая единица, дзета-

функции Дедекинда, полиномиальное обобщение. 
 

Появление основополагающей работы К.Якоби [1], приведшей к созданию мощного АЯП 

(алгоритм Якоби-Перрона) [2], и метода Е.И.Золотарева [3] по разложению целых чисел 

кубического поля на идеальные множители привлекли и привлекают по настоящее время 

внимание многих математиков, изучающих различные вопросы алгебраической теории 

кубических полей. 

 Интересная идея построения основной единицы чисто кубического поля  3 тК  

осуществлена в [4] и опирается на понятие эллиптической единицы. 

 Описанный там эффективный метод позволяет вычислить одновременно число классов 

идеалов h и минимальный многочлен основной единицы  ( >1) кубического поля 

   DприК <0. 

При этом оказывается, что число классов идеалов h является индексом подгруппы так 

называемых «эллиптических единиц»  в группе положительных единиц поля K, где 

. 

 Алгоритм не геометрического характера, он выполняет арифметические вычисления в 

мнимом квадратичном поле и использует приближенное значение э , которое явно 

определяется через значения дзета-функции Дедекинда [5]. 

Исходя из известного неравенства : если h  , то   
    

   
4

24D
 

cледует, что   
    э

   
4

24D
 . 

Пусть  -достаточно хорошее приближение э .Следующие предложения используются 

для вычисления минимального многочлена 

    123   tS  единицы  из К по ее приближенному значению: 

 
э

uuhестьтоn

э  :, 
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1. Если  (>1) - единица поля К, то S    и t   , будут целыми рациональными числами в 

том случае, когда 

   S <


2
(<2) и     


  St

1
 

2. Пусть 
,33,2, 3

3

2

21  StSrtSrSr  4321    rtrSrr . 

Вещественное число    (>1) принадлежит полю К тогда и только тогда, когда 

существуют целые рациональные числа ,u  так 

u <


2
(<2),          turSur  ,,, , 

 -ближайшее целое рациональное число к  


 u
1

. 

Если       tuSтоK ,, . 

ПРИМЕР.  

Для уравнения f(x,y)=            , где а- целый параметр,     (  
    ) и 

свободно от квадратов, непосредственно находим: 

H(x,y)=    —9xy-3a  , и после упрощений          (      ), 
откуда 

   √ (      )
 

   {     √    
    √   

  
};             

μ-определяется: 

1) основной единицей чисто кубического поля K(√ (      )
 

), 

2) числом h классов идеалов этого поля, 

3) элементами с нормой, равной делителям числа 12(4     ). 
Накамула [4], введя и исследовав так называемые эллиптические единицы для 

совместного вычисления числа h классов идеалов и основной единицы   чисто кубического 

поля )(3 mK , предложил таблицу, содержащую 358 комбинаций пар (а,b), где m=а
2
b, (a,b)=1, 

а и b свободны от квадратов, число h классов идеалов и коэффициенты минимального 

многочлена основной единицы  . 

Своеобразный подход к определению основной единицы чисто кубического поля 

приведен Гютингом [6], им получено полиномиальное обобщение алгоритма непрерывных 

дробей (АЯП) и представлена таблица основных единиц для m .999  

По данному вещественному числу  >0 и фиксированному натуральному n строится по-

лином  (х) степени п  так, что    очень мало. Далее решаем уравнение    =0, обо-

значим корень через  ,тогда   аппроксимируется алгебраическим числом   степени п . 

Строим цепочку полиномов по правилу: 

определим n+1 полиномов вида   ;0,...,1,;   ппii

i   

тогда если известны полиномы       11 ,...,,  inini , то 

        1,1,1 ...   ininiinii аa  i=1,2 ,…, 

где коэффициенты аi,k соответственно определены через функцию f(x). 

Выбор функции f(x) произволен, но чаще всего применяется одно из следующих трех 

представлений: 

f1(x)=[x], f2(x)= 









2

1
x

 

и  



































;0,
3

2

,0,
3

1

3

xx

xx

xf  
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символ [A] означает целую часть числа А; а в качестве начальных полиномов берутся 

либо указанные выше рi(x)=x
-I
, либо полиномы 

ро(x)=1, pi (x)=x
n+1+i

, i= -n, –n+1,…,-1. 

По разработанной вычислительной процедуре находят коэффициенты полиномов рi ,а 

именно : рi, k=рi-n-1,k - ai,1 рi-n, k-…-ai, npi-1, k (к=1,2,…,n+1) 

и значения их при x= ,причем оказалось, что для произвольных вещественных   и 

начальных полиномов pi (x) последовательность рi   0  при f(x) =[x] или f(x)=[x+
2

1
]. 

Пусть теперь  -целое алгебраическое число порядка n, 
n

nn bbb   ...2

2

1

1  . 

Очевидно,  -единица поля К( ),если 1Norm . 

Если минимальный полином g(x)для числа  имеет старший коэффициент «а»,то, полагая 

h(x)=b1x
n-1

+b2x
n-2

+…+bn, найдем известное соотношение между нормой   и результантом 

полиномов g и h: Res(g,h)=а
n-1

Norm  . 

Пусть а=1, тогда Norm  = Res(g,h) и нужно найти полином h(x) степени n-1 с целыми 

рациональными коэффициентами, для которого Res(g,h)= 1 . 

Ясно, что расчет результанта элементарен, а в качестве h(x) следует взять один из 

полиномов цепочки и Res(g,h)= 1 . 

Сочетание собственной функции вида f1(x) или f2(x) с выписанными начальными 

полиномами определит четыре способа нахождения единиц, хотя, как оказалось, различие 

этих способов статистически не значимо. 

Интерес к задаче разыскания основных единиц в настоящее время возрастает. Созданы 

новые различные приемы, процедуры и методы, позволяющие проводить численные расчеты 

единиц, сравнение известных путей и способов. 

Общей чертой всех известных к настоящему времени методов вычисления систем 

основных единиц является неэффективность, понимаемая в том смысле, что либо 

исследуемая область настолько велика, что практически недостижима, либо полностью 

отсутствуют реальные границы расчета. Эти методы касаются, главным образом, кубических 

полей и определяют последовательность действий, необходимых для их нахождения. 
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Рассматривается периодическая задача для квазилинейного  функционально-

дифференциального уравнения второго порядка. Получены достаточные условия 

существования решения исследуемой задачи. В работе применяется подход, основанный на 

применении специальной теоремы существования для квазилинейного операторного 

уравнения в случае резонанса. 
 

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение; периодическая краевая 

задача; резонанс. 
 

Функционально-дифференциальные уравнения второго порядка находятся в центре 

внимания многих исследователей благодаря многочисленным приложениям в механике, 

экономике, задачах управления, биологии, химии, и т.д. Вопросам существования решений 

краевых задач для нелинейных функционально-дифференциальных уравнений посвящено 

достаточно большое количество работ. 

Рассмотрим задачу 

       ,))((,)''' txRtftg(xtatx 
                                       (1) 

       ,'0',0 TxxTxx                                                (2) 

где  Tt ;0 ,   11;0: RRTf   удовлетворяет условиям Каратеодори, функции 

  ],0[,0:, TTga   – измеримы и ограничены в существенном, R  – линейный оператор. 

п1. При исследовании задач вида (1), (2) многие авторы (Mawhin J., Furi, M., Gupta C.P. и 

др., см., например, [1]) используют подход, основанный на рассмотрении задачи в виде 

операторного уравнения вида 

FxLx  ,                                                                (3) 

с необратимым оператором L . Аналогичный подход применяется и в настоящей работе. 

Для удобства приведем необходимые понятия и сформулируем теорему существования.  

Пусть X  и Y  – банаховы пространства. Для линейного оператора YXL :  ядро и образ 

обозначим соответственно через Lker  и imL . Пусть XXP :  проектор на ядро 

оператора L  и PIPC   – дополнительный проектор. Пусть 0ker XLX   – 

разложение в прямую сумму замкнутых подпространств. Через XimLK :
P

 обозначим 

обобщенно обратный к оператору YXL : , ассоциированным с проектором Р, то есть 

такой, что: 1) 
0

ILK
P
  ( YimLI :

0
 – оператор естественного вложения); 2) c

P
PLK  ; 3) 

PP

c KKP  . Для оператора YXF :  определим следующую характеристику: 

x

Fx
Fb

rxr 
 suplim)( . 

Теорема 1 [2]. Пусть выполнены условия: 1) оператор L – нетеров; 2) оператор F – 

вполне непрерывен; 3) существуют такие числа 0,  , что для каждого элемента 

mailto:h.m@pstu.ru
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00 Хх   существует элемент Lu ker , что imLuxF  )( 0 ,   0xu ;  

4) 
1)1()(  PKFb . Тогда уравнение (3) имеет хотя бы одно решение. 

Отметим, что рассматриваемый в теореме 1 случай в литературе принято называть 

резонансным. 

п2. В этом пункте приведем используемые в работе функциональные пространства, а так 

же сформулируем вспомогательные утверждения, относящиеся к линейной части уравнения. 

Пусть  lLL pp ,0  – пространство суммируемых в p -ой степени функций Rlx ],0[:  с 

нормой  
pl

p

p
dssxx

1

0










 

, 1
11


qp

,  p1 ;  TWW pp ;0  – пространство абсолютно 

непрерывных вместе со второй производной функций 
1],0[: RTx  , таких, что pLx  , с 

нормой 
pW

txxxx
p

)()0()0(  . 

Под решением задачи (1), (2) будем понимать всякую функцию  TWx p ;0 , удовлетворя-

ющую почти всюду на  T;0  уравнению (1) и периодическим краевым условиям задачи (2). 

В работе рассматривается случай уравнения (1), когда   0
0


T

dssa , 0))(1( tR . 

Задачу (1), (2) представим в виде операторного уравнения (3), где ,:, 0

pp
LWFL 

        txtatxtLx  ,         ).)g(')(())(R(, txtxtatxtftFx   
Лемма 1. Относительно оператора L справедливы следующие утверждения:  

1.  1
p RCxWxL  |ker ; 

2.    








  0|im
0

T

p dAyLyL  . 

Проекторы на ядро и образ оператора L определим равенствами:  0xPx  , 

     













TT

dAydAyQy
0

1

0



 

Положим    








 
t

datA
0

exp  ,    







 

t

datВ
0

exp  . Для удобства будем пользоваться 

представлением задачи       21 )0(,)0(),( CxCxtytxtatx   в виде 

dsstCsytCCx(t)
t

),()()(
0

21   ,                                          (4) 

где 
t

dВt
0

)()(  ,  dBsAstC
t

s

 )()(),(  – функция Коши, 1 2,C C  – константы. 

Лемма 2. Оператор PK , обобщенно-обратный к оператору L, ассоциированный с 

проектором P, определяется равенством:  

    













TTtt

P
dssTCsydBdBСyK

0

1

000

),()(s)dst,(y(s)  .                (5) 

Норма оператора 
p

WimLK :
P

 удовлетворяет оценке 

   
1

0

~~2~2 ~1~1




T

pTaqTaTa

P
dBTaeTTeTeaK 

, где 
 

 tavrai
Tt ,0

supa~


 . 

Для нахождения представления оператора PK  достаточно с помощью краевых условий 
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(2) определить постоянные 1С  и 2С  в представлении решения (4). 

п3. Справедлива  

Теорема 2. Пусть выполнены условия: 1) существует 0
0
u  такое, что   0i, gnusutf , 

  0, signuutf  при 
0

uu  ,  Tt ,0 ; 2) существуют  , 0  и 10   такие, что 

 


 uutf , ;  

3) 

        11

1

0

~~2~2

21
))(1(R1~1~1)(~



















  tRdBTaeTTeTeaTkkaR

T
pTaqTaTap 


, 

где  q
Tk ;1max1  ,  q gk ~;1max2  ,

 
 tgvrai

Tt ,0

supg~


 , 
 

 tavrai
Tt ,0

supa~


 . Тогда задача (1), (2) 

имеет хотя бы одно решение в пространстве
p

W . 

Доказательство. Доказательство теоремы состоит в последовательной проверке 

выполнения условий теоремы 1. Справедливость первого условия следует из утверждения 

леммы 1. Условие 2) теоремы обеспечивает вполне непрерывность оператора  
p

0
p LW:F   [3].  

Положим       
T

dttxtxtatRtxtftC
0

)))g(')(())(1())(R(,()A()( . Тогда уравнение 

,0)(  uxFQC  где Lu ker , x  – некоторый элемент 
0

X  принимает вид 0)( C , 

11: RR  . В силу непрерывности функционала   и условия 1) теоремы существует 

элемент Lu ker  такой, что imLuxF  )( 0 . Можно показать, что   0xu , где 

1

))(1(R


 tR , 
1

0
))(1(


 tRu . 

Для любого элемента 0)( pWtx   справедливы неравенства 00)(
pW

xktx  , 01)(
pW

xktx 

, 02))((
pW

xktgx 
, 
где 










 q

q

T
TTk

1
;;1max0

,  q
Tk ;1max1  ,  

 











q

Tt

tgvraik
,0

2
sup;1max

. 

Пользуясь условием 2) теоремы, сделаем оценку 

.)(~))(()(~)(
00

1
21

pp W

p

Wppp
p

xTkkaxR(t)tgxtxatx(t)Fx 


  

Таким образом, 
p
TkkaRFb )(~)(

21




 . Теперь выполнение условия 4) теоремы 1 

следует из условия 3) теоремы 2 и леммы 2. Теорема доказана. 

Приведем утверждение для обыкновенного дифференциального уравнения в 

предположении, что функция f  по второму аргументу имеет «подлинейный» рост. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия: 1) существует 00 u  такое, что   0, signuutf , 

  0, signuutf  при 0uu  ,  Tt ,0 ; 2) существуют  , 0  и 10   такие, что 

 


 uutf , . 

Тогда задача        ,)(, txtftxtatx 
        TxxTxx  0,0   имеет хотя бы одно решение 

в пространстве p
W

. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ АТОМНОГО КАРКАСА АХИРАЛЬНОЙ 

НАНОТРУБКИ 

 

DOI: 10.24153/2079-5920-2017-7-6-24-27 

 

В работе описаны математические модели атомного каркаса углеродной нанотрубки со 

структурами типа «зигзаг» и «кресло». При исследовании физико-химических свойств 

углеродных материалов немаловажную роль играет изучение пространственного 

расположения атомов и их связей. Полученные модели позволят в дальнейшем провести 

графическое моделирование атомного каркаса различных наноструктур. 

 

Ключевые слова: Углеродная нанотрубка, атомный каркас, структура «зигзаг» и 

«кресло». 

 

Физика низкоразмерных структур - актуальнейшая и наиболее динамично развивающаяся 

область современной физики твердого тела. Проблема создания наноструктур с заданными 

свойствами и контролируемыми размерами входит в число важнейших проблем XXI века.  

Нанотрубки - одно из самых выдающихся открытий современной науки. Исследования 

нанотрубок представляют высокий фундаментальный и прикладной интерес. 

Фундаментальный интерес к этому объекту обусловлен прежде всего из-за необычной 

структуры и широкого диапазона изменения физико-химических свойств в зависимости от 

хиральности. Так, нанотрубки имеют очень малую массу и в то же время рекордно высокий 

модуль упругости (до 1 ТПа [1]).  

С каждым годом растет число применений углеродных наноматериалов, разрабатываются 

новые программные средства для создания моделей наноструктур и их изучения. Несмотря 

на большое количество экспериментальных работ по определению строения нанообъектов в 

полной мере не хватает. Поэтому активно ведутся разнообразные теоретические работы в 

области описания и моделирования строения и различных свойств наноструктур. 

Одним из наиболее распространенных видов нанотрубок являются углеродные 

нанотрубки. Углеродные нанотрубки – это гексагональные графитовые сетки, свернутые в 

цилиндрические поверхности (без швов). Взаимная ориентация гексагональной сетки 

графита и продольной оси нанотрубки определяет важную структурную характеристику – 

хиральность. 

Хиральность нанотрубок обозначается набором символов (n, m), указывающих 

координаты шестиугольника, который в результате сворачивания плоскости должен 

совпадать с шестиугольником, находящимся в начале координат.  

В общем случае нанотрубки обладают винтовой осью симметрии, при этом углеродные 

шестиугольники закручиваются по спирали вокруг оси трубки. 

По значению (n, m) различают прямые (ахиральные) нанотрубки (n, 0) и (n, n), в которых 

углеродные шестиугольники ориентированы параллельно и перпендикулярно оси цилиндра, 

соответственно. По внешнему виду поперечного среза, нанотрубки (n, 0) называют 

mailto:marinecops@mail.ru
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A5%D0%B8%D1%80%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
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нанотрубками типа «зигзаг» или зигзагообразные (рис. 1 а), а нанотрубки (n, n) 

нанотрубками типа «кресло» или «зубчатые» (рис. 1 б). 

 

 
Рис. 1- Типы ахиральных углеродных нанотрубок, а) структура типа «зигзаг», 

б) структура типа «кресло», Элементарная ячейка нанотрубки выделена черным цветом 

 

Для представления пространственного расположения атомов в нанотрубке зададим 

углеродную нанотрубку как набор идентичных колец, на которых находятся атомы углерода. 

При построении графической модели нанотрубки необходимо вводить начальные 

параметры, к которым относятся: d0=0,142 нм  наименьшее расстояние между соседними 

атомами углерода в графитовой плоскости; n  количество ячеек в кольце; R – радиус 

цилиндра нанотрубки 03

2sin

d
R

n


 ; s  количество слоев.  

Координаты вершин 1 и 2 шестиугольников (рисунок 2), расположенных на верхнем 

кольце рассчитываются в цикле по формулам:  

cos ;ix R
n

 
   

 
 

siniy R
n

 
   

 
 

dzi  ; 

где 00 3d d s    изменяется c шагом 3d0.  

Второе кольцо смещено относительного первого кольца по оси Z на расстояние равное 

1 0 / 2iz d d   , а по осям Х и Y на угол =/n. Тогда для перемещенных координат узлов 3 и 

4 расположенных на втором кольце определим по формулам: 

1 cos(( ) ( 1) ));ix R n i        

1 sin(( ) ( 1) ));iy R n i        

где i – номер атома, i=1..2n+1 c шагом 2.  
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Рис. 2- Схема углеродной нанотрубки с зигзагообразной структурой 

 

Точки 3′ и 4′ удалены на расстояние равное длине химической связи от точек 3 и 4. Точки 

3′, 1′, 4′ являются зеркальным отражением точек 3, 1, 4. На следующем шаге в цикле 

соединяем точки линиями.  

При рассмотрении модифицированной структуры нанотрубки следует учитывать, что 

радиус цилиндра вычисляется по формуле  

0 5 4cos

,

2sin

d
mR

m





 

  

где m – количество ячеек в кольце. 

На первом шаге координаты вершин 1 и 2 шестиугольников (рисунок 3), рассчитываются 

по формулам: 
1,2 cosix R    
1,2 siniy R    

 1,2

03 1iz d j   , 1:j n ,  

где  

j- номер слоя, 

   1
2

i


        

2sin

2 ,

1 2cos

marctg

m










 

2

m


   . 

 

 
Рис. 3- Схема углеродной нанотрубки с «зубчатой» структурой 

 

На втором шаге, координата вершины 3 вычисляется по формулам: 

 1
2

i


      , 

3

1cosix R   , 
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3

1siniy R   , 

3

0

1
3

2
iz d j

 
  

 
 

и соответственно координата вершины 4  

 2
2

i


      , 

4

2cosix R   , 

4

2siniy R   , 

4

0

1
3

2
iz d j

 
  

 
. 

Развитие современных нанотехнологий является неотъемлемой частью успешного 

развития всех сфер человеческой деятельности. Успех в развитии основан в разработке 

надежных способов создания наноматериалов с задаваемыми свойствами, и развитие 

существующих методов нанодиагностики с атомным разрешением.  

Полученные результаты, как и в работах [3], могут быть использованы для моделирования 

структурных характеристик углеродосодержащих материалов, что позволит исследовать 

нанообъекты и в дальнейшем на их основе проектировать и создавать материалы с 

требуемыми характеристиками. 
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О МАТРИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ ВОЛЬТЕРРА С ЧАСТНЫМИ 
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При достаточно общих предположениях относительно ядер устанавливается 

однозначная разрешимость системы линейных интегральных уравнений Вольтерра с 

частными интегралами в комлексной области. 
 

Ключевые слова: линейные операторы и уравнения Вольтерра с частными интегралами, 

системы уравнений Вольтерра с частными интегралами. 
 

1. Постановка задачи 
В работе рассматриваются матричные линейные интегральные уравнения Вольтерра с 

частными интегралами следующего вида:  

   11211111 ),(),;,(),(),;,(=),;,( 




dzktzdttktttz

z

t

 

),,(),(),;,( 1113111 




zgdtkttdt

z

t

   (1)  

где ),,( 11 tk  ),,( 12 zk  ),( 113 tk  и ),( zg  - заданные mm  матрицы своих аргументов в 

некоторой ограниченной замкнутой области ,DD   ;,, 1 Dttz   ,,, 1 D  D  обозначает 

замыкание области D  на комплексной плоскости, а интегралы вычисляются по некоторым 

гладким кривым без точек самопересечения, соединяющим точки t  и z ,   и   и лежащим в 

D . 

Уравнение (1) с заданными аналитическими mm  матрицами своих аргументов в DD  

имеет единственное аналитическое матричное решение ),,;,(  tz  ,, Dtz   D ,  [1,2] и 

применяется при изучении систем линейных уравнений с частными производными второго 

порядка. В частности, уравнению (1) с единичной диагональной матрицей Ezg ),( 

удовлетворяет матрица Римана для системы линейных уравнений с частными производными 

второго порядка  

0 CUBUAUU zz   (2)  
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к которому приводится система ,0 cubuauu yx  где cba ,,  - заданные в некоторой 

области вещественные аналитические матрицы, а ),...,( 1 muuu   - искомый вектор [1,2]. 

Отметим, что с помощью матрицы Римана записывается решение системы уравнений (2). 

 

mailto:kalitvinas@mail.ru
mailto:kalitvin@gmail.com


 
29 Научно-технический вестник Поволжья №6 2017        Физико-математические науки 

Напомним, что матрица Римана ),;,(  tzR  для системы уравнений (2) однозначно 

определяется следующими условиями [1]: 

1. Каждая строка ),;,(  tzR  является решением сопряжѐнной системы 

0)()(  VCVBVAV zz   относительно переменных ;,z  

2. Для матриц ),;,(  ttR  и ),;,(  tzR  имеют место равенства 

.),;,(,0),(),;,(),;,(,0),(),;,(),;,( EttRzBtzRtzRtAttRttR z     

Решение ),;,(  tz  уравнения (1) можно рассматривать как матрицу размера mm , 

зависящую от параметров .),( DDt   Фиксируем произвольные значения t  и   в D  и 

обозначим их через a  и b  соответственно. Положим ).,;,(=),( bazz   Тогда уравнение 

(1) может быть записано в следующем виде:  

 
11211111 ),(),(),(),(=),( 



dzkzdttktz
b

z

a

  ),,(),(),( 1113111 


zgdtktdt
b

z

a

   (3)  

где интегралы вычисляются по некоторым гладким кривым без самопересечения, 

соединяющим точки a  и z , b  и   соответственно и лежащим в .D  

2. Случай непрерывных ядер 
Уравнение (3) будем рассматривать как матричное интегральное уравнение Вольтерра с 

частными интегралами и параметрами ., Dba   Это уравнение - частный случай матричного 

интегрального уравнения Вольтерра с частными интегралами  

   111111 ),,(),(),,(),(=),( 


dzmzdttzltz
b

z

a

 

),,(),)((),(),,,(),( 111111 


zgzKzgdtzntdt
b

z

a

   (4)  

где параметры ,, Dba   ),,,( 1tzl   ),,,( 1zm  ),,,( 11  tzn  - заданные mm  матрицы своих 

аргументов в некоторой ограниченной замкнутой области ,DDD   ),( zg  - заданная на 

DD   матрица, а интегралы вычисляются по некоторым гладким кривым 
1  и 

2  без точек 

самопересечения, лежащим в D . Уравнение (4) изучалось в [3]. 

При отсутствии аналитичности заданных в (4) матриц интегралы в (4) зависят от 
1  и .2  

Поэтому и оператор K  зависит от 
1  и 

2 , однако при приводимых ниже условиях его 

спектральный радиус )(Kr  остается равным нулю. 

Действительно, пусть }),0()(=)(:)({= 0111 uuuiuuzuz    и 

}),0()(=)(:)({= 0222 vvvivvv    - гладкие кривые без точек самопересечения на 

комплексной плоскости. Положим  

 ),())(),(),((=),,(),())(),(),((=),,( 11 vvvuzmvvumuzuzvuzluvul    

 ),()())(),(),(),((=),,,(1 vuzvuzvuznvuvun    

 )).(),((=),()),(),((=),( 11 vuzgvugvuzvu   

Тогда оператор K  и уравнение (4), соответственно, примут вид  

 ,),,,(),(),,(),(),,(),(=),)(( 11

00

11

0

11

0

11 vdvuvunvuudvdvvumvuuduvulvuvuK

vuvu

    
 
(5)

 

).,(),)((=),( 1111 vugvuKvu   (6)

 
С применением схем, аналогичных схемам из [4-6], доказывается, что спектральный 

радиус )( 1Kr  действующего в пространстве непрерывных функций оператора 
1K  с 

непрерывными ядрами равен нулю. Следовательно, спектральный радиус 0.=)(Kr  
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В силу равенств 0=)(Kr  и 0=)( 1Kr  уравнения (4) и (6) имеют единственное 

непрерывное решение. Из абсолютной непрерывности интеграла следует, что единственное 

непрерывное решение уравнения (4) непрерывно зависит от параметров a  и b . Тогда 

уравнение (1) с заданными непрерывными матрицами имеет единственное непрерывное на 

DDDD   решение. 

3. Основные результаты 

Пусть ],[0,],[0, 00 vvuu   ],[0,][0,= 00 vuG   }],[0,],{[0, 00 Gvu , )(GC  - пространство 

непрерывных функций на ,G  ))(( 1 LC  - пространство измеримых на G  функций 

),,,( vua  удовлетворяющих условиям:  

 ,<|),,(| 


constdvua   

для любого 0>  найдется такое 0,>  что при  |<|,|<| vvuu   выполняется 

неравенство  

 .<|),,(),,(|  dvuavua 


 

Через ))(( 1  LC mm
 обозначим пространство определенных на G  mm  матриц с 

элементами из )),(( 1 LC  а через )(GC mm  - пространство mm  маьриц с элементами из 

).(GC  

С применением схем, аналогичных схемам, рассмотренным в [4-6], доказывается 

Теорема 1. Если ])),([0,( 0

1

1 uLCl mm  ])),([0,( 0

1

1 vLCm mm  )),(( 1

1 GLCn mm  то оператор 

(5) действует в ),(GC mm  непрерывен и 0.=)( 1Kr  

Из теоремы 1 вытекает 

Теорема 2. Если выполнено условие теоремы 1 и ),(1 GCg mm  то уравнение (6) имеет в 

)(GC mm  единственное решение и оно может быть получено методом последовательных 

приближений. 

Аналогичные утверждения имеют место для оператора K  и для матричного уравнения 

Вольтерра с частными интегралами (4), в частности, для интегрального уравнения (3). 

Последнее обстоятельство позволяет применять теоремы 1 и 2 для изучения матричного 

интегрального уравнения Вольтерра с частными интегралами (1). 
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О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА С ЧАСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ 
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В двух пространствах вектор-функций рассматривается система линейных уравнений 

Вольтерра с частными интегралами. Доказано существование и единственность решения 

этой системы. Показано, что спектральный радиус линейного матричного оператора 

Вольтерра с частными интегралами равен нулю. 

  

Ключевые слова: системы интегральных уравнений, уравнения Вольтерра, частные 

интегралы, существование и единственность решений. 

 

1. Постановка задачи 
В пространстве непрерывных вектор-функций двух переменных, непрерывно 

дифференцируемых по одной переменной, и в пространстве непрерыных вектор-функций 

двух переменных, с непрерывной частной производной по одной переменной и 

удовлетворяющих условию Липшица по другой переменной, доказывается существование и 

единственность решения системы линейных уравнений Вольтерра с частными интегралами 

следующего вида:  

),(]),(),,,(),(),,(),(),,([=),(
1=

stfddxstndtxstmdsxstlstx ijij

d

c

t

a

jij

s

c

jij

t

a

n

j

i     

.),1,=( ni   (1)  

Предполагается, что ],,[],,[ dcsbat   ),,,( stlij  ),,,( stmij  ),,,( stnij  и ),( stfi  - 

заданные на ],,[ taD  ],,[ scD  ],[],[ dctaD   и D  соответственно функции, где 

],,[],[= dcbaD   а интегралы здесь и далее понимаются в смысле Лебега. 

Отметим, что к системам вида (1) с 0),,( stmij  ( nji ,1,=,  ) приводятся системы 

линейных интегро-дифференциальных уравнений Барбашина, частным случаем которых 

является система линейных интегро - дифференциальных уравнений теории систем с 

существенно рапределенными параметрами [1,2]. 

2. Cуществование и единственность решения системы (1)  
Рассмотрим систему (1) линейных уравнений Вольтерра с частными интегралами. Пусть

)(DC  - пространство непрерывных на ],[],[= dcbaD  функций, ]),([= 11 baCC tt - 

пространство непрерывно дифференцируемых на ],[ ba  функций, ]),([= dcHH s  - 

пространство функций, удовлетворяющих условию Липшица на ],,[ dc  )(= 1

ts CHX  - 

пространство непрерывных на D  функций ),,( stx  которые непрерывно дифференцируемы 

по t  при каждом фиксированном ],[ dcs  и удовлетворяют условию Липшица по s  при 

каждом фиксированно :],[ bat |,|)(|),(),(| ssxNstxstx  где )(xN  - константа, зависящая 

от функции .x  
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Хорошо известно [3], что ),(DC  ],,([1 baCt  ,sH  )( 1

ts CH  - банаховы пространства с 

нормами |),)(||)((|max=|,),(|max=
],[

1
),(
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txtxystxx
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соответственно. 

Через )(DCn  и )(DX n  обозначим пространства вектор - функций 

)),,(,),,((=),( 1 stxstxstx n где ,),( XxDCx ii   соответственно. )(DCn  и nX  - банаховы 

пространства с нормами 
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Из приведенных определений следует непрерывность вложения ).()( DCDX nn   

Систему уравнений (1) запишем в виде системы  
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Далее будем предполагать, что ),,,( stlij  ),,,( stmij  ),,,( stnij  - непрерывные по 

совокупности переменных вместе с частными производными по переменной t  функции, 

удовлетворяющие условию Липшица с константой N по переменной s при любых значениях 

других переменных |,||),,(),,(| ssNstlstl ijij    ,|||),,(),,(| ssNstmstm ijij  

.|||),,,(),,,(| ssNstnstn ijij     

Непосредственно проверяется, что при сделанных предположениях операторы ijijij NML ,,  

( nji ,1,=,  ) действуют в пространствах X  и ).(DC  С применением теоремы о замкнутом 

графике доказывается их непрерывность на X  и на ).(DC  Следовательно, операторы ,L  ,M  

N  и NML   действуют в )(DX n  и в )(DCn  и непрерывны. Поэтому систему уравнений 

(2) удобно рассматривать в )(DX n  и в ).(DCn  

Система уравнений (2), очевидно, эквивалентна в nX  и )(DCn  системе уравнений  

).,(),()(=),())(( stfstxNLMstxMILI   (3)  

Покажем, что спектральный радиус оператора ,L  действующего в ),(DCn  равен нулю. 

Так как ),,( stlij  ( nji ,1,=,  ) - непрерывные функции, то спектральный радиус непрерыв-

ного в )(DC  оператора ijL  равен нулю: 0=)( ijLr  ( nji ,1,=,  ) [4, 5]. Композиция опера-

торов ijL  и pqL  является частично интегральным оператором Вольтерра с непрерывным 

ядром [4,5]. Следовательно, спектральный радиус этой композиции также равен нулю. 

Рассмотрим систему уравнений  
),,(),)((=),( stfstLxstx   (4)  

где комплексное число 0.=  Для простоты считаем в (4) 1.=  

В силу равенства 0=)( 11Lr  из уравнения  

 ),(),(),,(=),( 1

1=

1 stfdsxstlstx jij

t

a

n

j

   
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находим ).,(1 stx  Подставляя ),(1 stx  в остальные уравнения системы (4), получим систему 

с неизвестными функциями ).,(,),,(2 stxstx n  Учитывая равенство нулю спектрального 

радиуса оператора, действующего на ),(2 stx  во втором уравнении, находим ).,(2 stx  

Продолжая этот процесс, получим частично интегральное уравнение 

),,(),)((=),( sthstVxstx nn   где V  - непрерывный в )(DC  частично интегральный оператор 

Вольтерра с 0,=)(Vr  а h  - некоторая функция из ).(DC  Из этого уравнения находим 

).,( stxn  Подставляя ),( stxn  в предыдущее уравнение, получим ).,(1 stxn  Продолжая эту 

процедуру, найдем ).,(,),,(1 stxstx n  Таким образом, при любых 0=  и )(DCf n  система 

уравнений (4) имеет единственное решение в ).(DCn  Следовательно, спектральный радиус 

оператора ,L  действующего в ),(DCn  равен нулю: ).(Lr  

Аналогично доказывается, что спектральный радиус оператора ,M  действующего в 

),(DCn  равен нулю: 0.=)(Mr  

Тогда на )(DCn  существуют ограниченные операторы 
1)(  LI  и .)( 1MI  Аналогично 

[3,4] доказывается, что эти операторы могут быть записаны в виде  

,)(=)(,)(=)( 1=

1

1=

1 n

ijij

n

ijij QIMIPILI  
 (5)  

где ijP  и ijQ  ( nji ,1,=,  ) - частично интегральные операторы с непрерывными ядрами, 

определяемые равенствами  

 .),(),,(=),)((,),(),,(=),)((  dtxstqstxQdsxstpstxP jij

s

c

jijjij

t

a

jij   

Применяя оператор 
11 )()(   LIMI  к обеим частям системы уравнений (3) и учитывая 

равенства (5), получим эквивалентную систему уравнений 

),,(),)((),(),(),,,(=),( stestRxsteddxstrstx

d

c

t

a

   (6)  

где ),()()(= 11 DCfLIMIe n 
 а 

n

jiij strstr 1=,)),,,((=),,,(   с некоторыми 

непрерывными функциями ).,,,( strij  

Аналогично доказательству равенства 0,=)(Lr  доказывается равенство 0,=)(Rr  где 

)(Rr  - спектральный радиус оператора .R  Следовательно, система уравнений (6) имеет 

единственное решение в ).(DCn  

Таким образом, при любой вектор-функции )(DCf n  система (1) линейных уравнений 

Вольтерра с частными интегралами имеет единственное решение в ).(DCn  Следовательно, 

спектральный радиус рассматриваемого в )(DCn  оператора NML   равен нулю. 

Анализ приведенных рассуждений показывает, что операторы ijP  и ijQ  из (5) действуют в 

пространстве X  и непрерывны. Тогда система (6) имеет единственное решение в ),(DX n  

если ).(DXf n  Таким образом, справедлива 

Теорема 1. Если непрерывные по совокупности переменных вместе с частными 

производными по переменной t  функции ),,,( stlij  ),,,( stmij  ),,,( stnij  ),1,=,( nji   

удовлетворяют условию Липшица по переменной s  при любых значениях других переменных, 

то для любой вектор-функции )(DXf n  система (1) линейных уравнений Вольтерра с 

частными интегралами имеет единственное решение в )(DCn  и в ).(DX n  
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L
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1. Компонента сильной аменабельности 

Понятие аменабельности играет важную роль во многих разделах современной 

математики – в эргодической теории, гармоническом анализе, теории динамических систем, 

теории вероятностей, математической статистике и т.д. [1,2]. Следует заметить, например, 

что аменабельные группы характеризуются существованием левоинвариантной конечно 

аддитивной вероятностной меры. Соответствующие инвариантные свойства также имеют 

другие объекты теории - аменабельные 
C -алгебры [3,4] и аменабельные модули [5]. В 

настоящей статье вводится понятие сильно аменабельного модуля и показана возможность 

их применения в теории аменабельных локально компактных групп и сильно аменабельных 

C -алгебр.  

Пусть G – локально компактная группа с левой мерой Хаара 
G

λ , L
1
(G)- - инволютивная 

банахова алгебра со свѐрткой в качестве произведения и с инволюцией  ~1
G

, где 
G

  - 

модулярная функция, Gtttt  ),()(~  . Банахово пространство )(GL  рассматривается 

как сопряжѐнное к L
1
(G)- [4].  

Положим }1
1

),(10:{)(   GLGP . Функционал  )(GLm  называется 

средним, если 1)1(  m
G

m . Пусть m – среднее, тогда среднее 
m  определяется равенством 

)
~

()( fmfm  . Среднее m называется топологически левоинвариантным на подмножестве 

)(GLX  , если )()( fmfm   для всех )(GP , Xf  . Через δ  обозначим среднее 

такое, что ff δ
1
 для всех )(GLf  [6].  

В дальнейшем, через M будет обозначаться произвольный левый банахов L
1
(G)-модуль. 

Модульным произведением в L
1
(G) является свѐртка dsstt

G
s )1(

2
)(

1
)(

21


  . Равенство 

)ω())(ω( xx   , где  MMx , ,  )(),(1 GLmGL , позволяет рассматривать 

сопряжѐнное пространство 
M  как левый )(1 GL -модуль. Определим билинейные операции 

mailto:grubus@yandex.ru
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)(GLMM  , 
1

)ω,(  xx ;  MGLM )( , mm

2

ω),ω(  ;

 MMGL )( , FmFm

3

),(  , 

равенствами  

)ω()ω(

1

xx   , ω)
1

()(

2

ω  xmxm  , )
2

ω()ω(

3

mFFm   , 

где  )(),(,,, GLmGLMFMMx  . Через 
MM

1
  обозначим замкнутое 

подпространство в )(GL , порождѐнное функциями вида ω

1

x , где  MMx , , и пусть 

~)
1

( MM  = }
1

:
~

{  MMff  . Из определений следует, что 
MM

1
 и ~)

1
( MM   являются 

левыми банаховыми )(1 GL -модулями.  

Для произвольного )(GLX   определим подмножество )(
0

GLX  , как состоящее из 

всех функций Xf  таких, что 01)(
inf 


f
GP




.  

Лемма 1.1. Следующие свойства модуля M эквивалентны: 

(i) множество 
0

)
1

( MM   ( соотв. 
0

)~)
1

(( MM   ) замкнуто относительно сложения; 

(ii) множество 
0

)
1

( MM   ( соотв. 
0

)~)
1

(( MM   ) замкнуто относительно свѐртки с 

функциями из P(G); 

(iii) существует сеть )(}
α

{ GP  такая, что 0)(
αα

lim 


 ff  для всех 

0
)

1
(  MMf   ( соотв.

0
)~)

1
((  MMf   ) и всех )(GP ; 

(iv) существует сеть )(}
β

{ GP  такая, что 0)(
β

lim  ffw   для всех

0
)

1
(  MMf   ( соотв. 

0
)~)

1
((  MMf   ) и всех )(GP . 

Доказательство. Эквивалентность утверждений (i)-(iv) следует из [5]  

Определение 1.2. Левый банахов L
1
(G)--модуль M называется аменабельным (соотв. 

инверсно аменабельным), если 
MM

1
  ( соотв. ~)

1
( MM   ) удовлетворяет условиям (i)-(iv) 

леммы 1.1. Левый банахов L
1
(G)--модуль называется сильно аменабельным, если он 

аменабелен и инверсно аменабелен.  

Приведѐнное здесь определение аменабельного L
1
(G)-модуля эквивалентно определению 

из [5]. Модули, сопряжѐнные к инверсно аменабельным L
1
(G)-модулям, рассматривались в 

[6]. 

Согласно [5], любой L
1
(G)-модуль M имеет наибольший аменабельный подмодуль, 

называемый компонентой аменабельности и обозначаемый AM. Рассмотрим случай 

инверсной и сильной аменабельности. Введѐм обозначения: 

} ~)(

1

:{ GALMxMxM
I

A   , 

} )(~)(

1

:{ GALGALMxMxM
S

A   . 
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Теорема 1.3. Пусть M - левый банахов L
1
(G)-модуль. Тогда: 

(i) M
I

A  - наибольший инверсно аменабельный подмодуль в M; 

(ii) M
S

A - наибольший сильно аменабельный подмодуль в M. 

Доказательство. (i): Из определения инверсной аменабельности и свойств )(GAL  

следует, что подмодуль MX  инверсно аменабелен в том и только том случае, когда 

)(~*)

1

( GALMX  . Но это означает, что M
I

AX  .  

(ii): Следует из предыдущего  

Определение 1.4. Подмодули MM
I

A  и MM
S

A  назовѐм компонентой инверсной 

аменабельности и компонентой сильной аменабельности в M.  

Рассмотрим некоторые свойства этих компонент. Прежде всего, отметим очевидные 

равенства 

AMM
I

AM
I

AAAM
I

AM
S

A  )()( . 

Согласно [1] подмодуль )(GLX   называется топологически левоинтровертным, если 

XGLX  )(
1
 , что эквивалентно равенству )(

1
GLX  = X . В частности, компонента 

аменабельности )(GAL  топологически левоинтровертна [5].  

Лемма 1.5. Пусть M - левый банахов )(1 GL -модуль. Тогда )(GL
I

A 
 (соотв. )(GL

S
A 

) 

является наибольшим топологически левоинтровертным подмодулем в ~)(GAL  ( соотв. 

)(~)( GALGAL  ). 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай инверсной аменабельности. Пусть 

)(GL
I

Af  . Согласно теореме 1.3, ~)()(

1

GALGLf  , следовательно ~)(δ

1

GALff    

и ~)()( GALGL
I

A  . Так как ~)()(

1

)( GALGLGL
I

A   , то )()(

1

)( GL
I

AGLGL
I

A   , 

т.е. подмодуль )(GL
I

A 
 топологически левоинтровертен. Наконец, если подмодуль

~)(GALX   инверсно аменабелен, то ~)()(

1

GALGLX  и )(GL
I

AX  . 

Рассмотрим компоненту сильной аменабельности. Так как )(GL
S

A   = )()( GALGL
I

A  , 

то, согласно доказанному, компонента является топологически левоинтровертным 

подмодулем в )(~)( GALGAL  . Если подмодуль )(~)( GALGALX   также 

топологически левоинтровертен, то )()( GALGL
I

AX   

Как известно, модуль M аменабелен тогда и только тогда, когда )(
1

GALMM  [5]. 

Рассмотрим случай сильной аменабельности. 

Теорема 1.6. Пусть M - левый банахов L
1
(G)-модуль. Следующие условия эквивалентны: 

(i) модуль M инверсно аменабелен (соотв. сильно аменабелен); 

(ii) )(
1

GL
I

AMM   (соотв. )(
1

GL
S

AMM   ). 

Доказательство. Предположим сначала, что модуль M инверсно аменабелен, и пусть 
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Mx , 
Mω , )(GMm . Так как  

mx

1

)ω

1

(   = ~)()

2

ω(

1

GALmx  , 

то )(ω

1

GL
I

Ax  . Обратно, так как ω

1

x  = 
~)(δ

1

)ω

1

( GALx  для всех Mx , 

*ω M , то модуль M инверсно аменабелен. 

Осталось заметить, что аменабельность модуля М эквивалентна аменабельности модуля
MM

1

  .  

Аменабельный вариант следующего примера приведѐн в [5]. 

Пример 1.7. Пусть G - локально компактная группа. Следующие условия эквивалентны:  

(i) группа G - аменабельная; 

(ii) модуль )(GL  - сильно аменабельный;  

(iii) модуль L
1
(G) - сильно аменабельный;  

(iv) все левые банаховы L
1
(G)-модули сильно аменабельны.  

Пример 1.8. Пусть G - свободная дискретная группа с алфавитом a, b, и пусть 
X

χ  - 

характеристическая функция подмножества GX  , состоящего из всех слов с неприводимой 

формой записи, заканчивающихся на 
na , где n – произвольное натуральное число. В 

соответствии с [6], )(χ GAl
X

  и )(χ~ GAl
X

 . Предположим, что )(χ Gl
S

A
X

 . Тогда 

~)()(χ GAlGl
I

A
X

 , 

откуда )(χ~ GAl
X

 . В соответствии с полученным противоречием, )()( Gl
S

AGAl  . 

2. Инвариантные свойства сильно аменабельных модулей 

Введѐм замкнутые линейные подпространства 
 MGLM )(

2
 ,  MMGL

3
)(  , 

порождѐнные элементами m

2

ω   и m

2

ω  . В этом разделе будет предполагаться, что подмодуль 

)(~*)

1

( GLMM   топологически левоинтровертен. Аменабельные варианты приведѐнных 

ниже утверждений можно найти в [5,7]. 

Теорема 2.1. Следующие условия эквивалентны: 

(i) модуль M - сильно аменабельный; 

(ii) если среднее m топологически левоинвариантно на )(GL
S

A  ), то )ω

1

()ω

1

(  xmxm  , 

)ω

1

()ω

1

(  xmxm    для всех Mx , 
Mω , )(GP . 

(iii) существует среднее  )(
0

GLm  такое, что )ω

1

(
0

)ω

1

(
0

 xmxm  , 

)ω

1

(
0

)ω

1

(
0

 xmxm    для всех Mx , 
Mω , )(GP . 

Доказательство. (i) (ii): Пусть модуль M сильно аменабелен. Так как )(

1

GALMM  , 
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то справедливо равенство )ω

1

( xm  )ω

1

( xm . Далее, так как ~)(

1

GALMM  , то 

)ω

1

( xm  = )~)ω

1

((  xm  = )~)ω

1

(( xm   = )~)ω

1

(( xm  = )ω

1

( xm  

для всех Mx , 
M , )(GP  [7]. 

(ii) (iii): Очевидно; 

(iii) (i): Предположим, что модуль M удовлетворяет условию (iii). Тогда 

)(

1

GALMM   [5]. Также, 

)~)

1

((
0

 xm   = )ω

1

(
0

xm 
 = )ω

1

(
0

xm 
 = )~)

1

((
0

xm , 

следовательно среднее 
0

m  топологически левоинвариантно на ~)

1

( MM  . В соответствии 

с [5], )(~)

1

( GAlMM  . Осталось применить лемму 1.5  

Следствие 2.2. Следующие условия эквивалентны: 

(i) модуль M - сильно аменабельный; 

(ii) если среднее m топологически левоинвариантно на )(GL
S

A  , то  

mm
2

ω)
2

(ω   ,  mm
2

ω
2

ω)(   для всех 
Mω , )(GP ; 

(iii) существует среднее 
 )(

0
GLm  такое, что 

02
ω)

02
(ω mm   , 

02
ω

02
ω)( mm   для 

всех 
Mω , )(GP . 

Доказательство. (i) (ii): Пусть M - сильно аменабельный модуль. Согласно теореме 2.1,  

 )ω

1

())(
2

ω(  xmxm    = ))(
2

ω()ω

1

( xmxm   , 

)(
2

ω)ω
1

()ω
1

()(
2

)ω( xmxmxmxm     

для всех Mx , 
Mω , )(GP  и любого топологически левоинвариантного на 

)(GL
S

A 
 среднего m.  

(ii) (iii): Очевидно. 

(iii) (i): Так как  

)ω
1

(
0

)(ω
20

))(
02

ω()(
02

ω)ω
1

(
0

 xmxmxmxmxm   , 

)ω
1

(
0

)(
02

ω)(
02

)ω()ω
1

(
0

 xmxmxmxm    

для всех Mx , 
Mω , )(GP , то, согласно теореме 2.1, модуль M сильно 

аменабелен  

Аналогично доказывается 

Следствие 2.3. Следующие условия эквивалентны:  

(i) модуль M - сильно аменабельный; 

(ii) если среднее m топологически левоинвариантно на )(GL
S

A  , то 
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FmFm
3

)(
3

  , FmFm
3

)
3

(    для всех 
MF , 

Mω , )(GP ; 

(iii) существует среднее 
 )(

0
GLm  такое, что 

FmFm
30

)(
30

  , FmFm
30

)
30

(   для всех 
MF , 

Mω , )(GP . 

 Заметим, что эквивалентность условий (i), (ii), как в теореме 2.1, так и в еѐ следствиях, 

может быть доказана без предположения о левоинтровертности подмодуля 
~*)

1

( MM  . 

В заключение приведѐм пример, показывающий существование связи между сильной 

аменабельностью модулей и сильной аменабельностью 
C -алгебр.  

Пример 2.4. 
C -aлгебра A называется сильно аменабельной, если каждое 

дифференцирование  XAD : , где X - банахов A-бимодуль, является внутренним [8].  

Обозначим через U унитарную группу алгебры A. В соответствии с равенством 

)(
}{

ba
u

  = 
buua , где UuAba  ,, , проективное тензорное произведение AA̂  может 

рассматриваться как левый )(1 Ul -модуль. Следуя [3], для каждого билинейного отображения 

AV Bil  введѐм функцию (V) на )(Ul  с помощью равенства (V)(u) = ),( uuV  . Как 

известно [3], сильная аменабельность 
C -алгебры A эквивалентна существованию 

левоинвариантного среднего на )(BilA . Так как AAA Bil
1

)ˆ(   = )(BilA , то в соответствии 

с теоремой 2.1 
C -алгебра A сильно аменабельна в том и только том случае, когда сильно 

аменабелен )(1 Ul -модуль AA̂ . 
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ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ КЛАССА ХАРДИ ПО ИХ 

ЗНАЧЕНИЯМ В ТОЧКАХ, ОБРАЗУЮЩИХ ПРАВИЛЬНЫЙ МНОГОУГОЛЬНИК 
 

DOI: 10.24153/2079-5920-2017-7-6-41-44 
 

В работе находится линейный наилучший метод приближения значений функций класса 

Харди в единичном круге в нуле по информации об их значениях в конечном числе точек, 

образующих правильный многоугольник. Статья разбита на три раздела. В первом 

приводятся необходимые понятия и результаты из работы К.Ю. Осипенко. Здесь же 

напоминаются некоторые результаты из работы С.Я. Хавинсона и других авторов. Во 

втором разделе вычисляется погрешность наилучшего метода и выписывается 

соответствующая экстремальная функция. В третьем  вычисляются коэффициенты 

линейного наилучшего метода. В конце работы они существенно упрощаются. 
 

Ключевые слова: оптимальное восстановление, линейный наилучший метод, 

погрешность наилучшего метода, пространство Харди. 
 

1. Введение.  

Пусть W- некоторое множество, лежащее в линейном пространстве X  и            

линейные функционалы, заданные на X. Если  (       )   комплексная функция, то 

погрешностью приближения методом S называется  

  ( )        | ( )   (  ( )     ( ))  |   
Метод   (       ) называется наилучшим методом приближения, если   (  )  

      ( )  
В работе [1] доказано (при некоторых условиях на W) существование линейного 

наилучшего метода приближения    ∑     ( )
 
    (здесь    комплексные числа). Причем 

погрешность наилучшего метода приближения  

  (  )        
  ( )     ( )  

| ( )| .                                                             (1) 

Пусть   *   | |   +   единичный круг, а   *| |   +   единичная окружность. 

Обозначим   
  2 ( )  ( )      ∫ | ( )|     

 
  3   единичный шар в пространстве    

(определение класса    аналитических в K функций см. [2]).  Положим 

 ( )   (  )   ( )   (  )     ( )   (  )  ( )   
 (     )  

где             любые различные точки, лежащие в круге K.  

Обозначим   (          )    (  ) как погрешность наилучшего метода приближения. 

Тогда (см. (1)) 

   (          )       ( )   
 

 (  )     (  )  

| (  )|                                             (2) 

Из работы [3] вытекает, что  

  (           )  
| (  )|

(  )
 
 (  |  | )

 
 

                                                              (3) 

а коэффициенты линейного наилучшего метода находятся по формулам 

   
 (  )(  |  |

 )
  
 
 (  |  |

 )

∏
     

    ̅̅ ̅  
(     )(    ̅̅ ̅  )

  
 
  

   
   

          (k=1,..., n)                                  (4) 
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где   ( )  ∏
    

    ̅̅̅ 
  

                                                                          (5) 

конечное произведение Бляшке. 

Если  ( )   ограниченная на  окружности   функция, то (см. [4])  

        |∫  ( ) ( )  
 

|        ( )        | ( )   ( )|                    (6) 

где  ( )   пространство ограниченных, аналитических в K функций.  Для того, чтобы 

функции   ( )    
  и   ( )   ( ) были экстремальными в равенстве (6), необходимо и 

достаточно, чтобы почти везде на   выполнялось соотношение 

  ( ), ( )    ( )-       |  ( )|                                             (7) 

(  вещественно,    общая величина обоих экстремумов в (6)). 

Пусть теперь       Тогда,  если  ( )    ( ) . 
 

 
 
 

 
  /  то 

        |∫  ( ) ( )  
 

|         2∫ | ( )   ( )|   
 

3  
 

                      (8) 

Экстремальная функция   ( ) единственна в правых частях равенств (6) и (8). 

Для того, чтобы функции   ( )    
  и   ( )     были экстремальными в равенстве (8) 

необходимо и достаточно, чтобы почти везде на   выполнялось соотношение 

  ( ), ( )    ( )-       |  ( )|                                            (9) 

где    общая величина в равенстве (8),       
И, наконец, если  ( ) является граничным значением на   мероморфной в K функции 

 ( ) с полюсами         (каждый полюс повторен столько раз, какова его кратность), то 

произведение 

 ( )    ( ), ( )    ( )-                                                              (10) 

аналитично  на   и имеет в K   

             нулей.                                                                         (11)  

В настоящей работе целью будет нахождение коэффициентов линейного наилучшего 

метода, а также его погрешности в случае, когда 

               
  

 
         

(   )
  

 
                                            (12) 

где R- заданное число;        Заметим, что настоящая статья является продолжением 

работы [5], в которой найдены коэффициенты линейного наилучшего метода приближения в 

пространстве ограниченных аналитических функций, а точки            имеют вид (12).  

И, наконец, в дальнейшем мы воспользуемся формулами (см. [5]) 

∏ (    )   
      

                                                                               (13) 

∏ (    ̅ )  
     

    
  

                                                                              (14)  

где точки         образуют правильный многоугольник (см. (12)).  

2. Нахождение погрешности наилучшего метода  

Пусть             различные точки, лежащие в K. Тогда, не трудно убедиться в том, что 

функция 

   
(  |  |

 )
 
  ( ) 

(  )
 
 (    ̅̅ ̅ )

 
 

                                                                             (15) 

(   ) является экстремальной функцией в задаче (2) (см. [3], а также (3)).  

Теорема 1. Экстремальная функция   ( ) в задаче (2) единственна с точностью до 

множителя     (                       ) при всех p (     ) и имеет вид (15).  

Доказательство. Если ∑    (  )
 
     линейный наилучший метод приближения, то 

        | (  )  ∑    (  )
 
   |    (          )                                  (16)  

Так как |  (  )|    (          ), то отсюда вытекает, что   ( ) является экстремальной 

функцией в задаче (16). Перепишем равенство (16) в виде 

        |∫  ( ) ( )  
 

|    (           )                                          (17) 
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где  ( )  
 

   
.

 

    
 ∑

  

    

 
   /                                                      (18) 

I. Пусть      Так как экстремальная функция в задаче (17) единственна с точностью 

до постоянного множителя по модулю равного единице (см. [4]), то экстремальная функция  

  ( ) в задаче (2) также единственна ( точностью до множителя        ) и имеет вид (15).  

II. Пусть теперь     и функция   
 ( ) также является экстремальной функцией в задаче 

(2). Тогда 

  ( )    
 ( ), ( )    ( )-                                                               (19) 

аналитична на границе  , имеет простой полюс в точке    (см. (2), (18));  здесь   ( )   

экстремальная функция в правой части равенства (6)) и не имеет нулей в  ̅ (см. (19), (11)). 

Кроме того, на границе   выполняется равенство (см. (7)) 

  
 ( ), ( )    ( )-        |  

 ( )|                                            (20)  

где       
Рассмотрим функцию 

 ( )  
       ( )

     ( )
   (    )

  
 ( )

  ( )
                                                          (21) 

Понятно, что (см. (20), (7); в равенстве (7)  ( ) имеет вид (18)) 

 (  )          ( )   
 (    )

  
 (  )

  (  )
   

Функция  ( ) аналитична в  ̅, на границе принимает положительные значения (см. (7), 

(20), (2)) и | (  )|     Отсюда следует, что  ( )    | |    (   некоторая константа). 

Так как  ( )    (   ), то      Отсюда вытекает, что   
 ( )       ( )  (здесь   

    ). Значит, и при     экстремальная функция в задачи (2) единственна (с точностью 

до множителя, по модулю равного единице) и имеет вид (15). Теорема доказана. 

Следствие. Пусть       и  точки         образуют правильный многоугольник (см. (12)). 

Тогда погрешность наилучшего метода приближения находится по формуле (     ) 

  (         )  
  

(  )
 
 

  

так как | ( )|      (см. (3), (5)). 
Экстремальная функция   ( )  в задаче (2) в этом случае имеет вид (см. (15)) 

  ( )  
   

(  )
 
 

 ( )  

где   - любая действительная константа.  

3. Вычисление коэффициентов линейного наилучшего метода восстановления 

Теорема 2. Если              любые различные точки, лежащие в единичном круге K, 

то при любых          линейный наилучший метод приближения ∑    (  )  
 
    

единственен.  

Доказательство. В самом деле. Так как ∑    (  )
 
    является линейным наилучшим мето-

дом приближения, то выполняется равенство (9) (при p=1 см. (7)), в котором  ( ) имеет вид 

(18). Предположим, что  ∑   ̂ (  )
 
     также является линейным наилучшим методом. Тогда  

  ( ),  ( )    
 ( )-        |  ( )|                        (22)  

где 

  ( )  
 

   
0
 

    
 ∑

  ̂

    

 
   1                                                            (23)  

  
 ( )   экстремальная функция в правой части (8) или (6) ( соответствующая функции 

  ( ))      действительная константа. Обозначим 
  ( )   

 ( ),  ( )    
 ( )-  

Рассмотрим функцию 

 ( )  
  ( )

 ( )
 
  ( )   

 ( )

 ( )   ( )
                                                             (24) 

(здесь R(z) имеет имеет вид (10), а  ( ) определяется при помощи равенства (18)). 

Так как (см. (22), (9), (7)) 
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 ( )    (    ) (   )  то  ( )     (при всех        константа). 

Нетрудно убедиться в том, что  (см. (24), (23), (18))          ( )      

Следовательно,  ( )      Поэтому 
 

   
.

 

    
 ∑

  ̂

    

 
   /    

 ( )  
 

   
.

 

    
 ∑

  

    

 
   /    ( )   

Отсюда и вытекает, что   ̂     (       )   
Теорема 3. Пусть             любые различные точки, лежащие в круге K , а 

∑   
 
    (  )   линейный наилучший метод. Если     заданное действительное число и  

  ̃   
       ̃   

         ̃   
       

а  ∑   ̃ (  ̃)  
 
     соответствующий линейный наилучший метод, то при        

  (  ̃   ̃     ̃)    (          )                                                      (25) 

  ̃       (       )                                                                         (26) 

Доказательство. В самом деле. Рассмотрим функцию   ( )    (     ))  (напомним, 

  ( )   экстремальная функция задачи (2)). Так как  (  ̃)   
 (      ̃)   

 (  )   (  ̃)  

  (      ̃)     …,  (  ̃)   
 (      ̃)      то отсюда вытекает, что   (  ̃   ̃     ̃)  

  (          )  Аналогично доказывается неравенство    (          )    (  ̃   ̃     ̃)   

Следовательно, выполняется равенство (25). Далее, если ∑    (  )  
 
    линейный 

наилучший метод, то для любой функции  ( )    
   выполняется неравенство 

| (  )  ∑   
 
    (  )|    (          )                                        (27) 

Пусть теперь  ( )    
    Рассмотрим функцию  ( )   (    ). Подставим эту функцию в 

неравенство (27). Получим (см. (25)) 

| (  ̃)  ∑   
 
    (  ̃)|    (  ̃   ̃     ̃)   

Отсюда и вытекают равенства (26). Теорема доказана.  

Наконец, докажем основную теорему. 

Теорема 4. Пусть        а точки         образуют правильный n- угольник (см. (12)). 

Тогда коэффициенты             одинаковы и находятся по формуле  

   
 

 
(     )                                                                             (28) 

Доказательство. 

Так как  ∑    (  )  
 
     линейный  наилучший метод, то 

| ( )     (  )     (  )       (  )|    (         )          (29) 

для любой функции  ( )    
   Поскольку функция  .  

  

  /    
   то подставив ее в 

неравенство (29), получим| ( )     (  )     (  )       (  )|    (         )     

Так как линейный наилучший метод восстановления в точке      по информации о 

значениях в точках          единственен, то отсюда вытекает              
Подсчитаем коэффициент      Имеем (см. (4), (13), (14)) 

   
 ( )(    )

∏
    

    ̅̅ ̅ 
(  ) 

   

  
(   )(    )∏ (    ̅̅̅ )

 
    

(  )∏ (    )
 
    

 
 

 
(     )   

( ( )       см. [5]). Формулы (28) доказаны. 
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О КАРТИНЕ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОРОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТИПА 

РИМАНА ДЛЯ КВАЗИГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ 
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В работе рассматривается однородная краевая задача типа задачи Римана в классах 

квазигармонических функций. Установлено, что если носителем краевого условия является 

единичная окружность, то рассматриваемая краевая задача допускает полное описание 

картины ее разрешимости. 

 

Ключевые слова: кусочно квазигармоническая функция, краевая задача типа Римана, 

картина разрешимости. 

 

Пусть T  – конечная односвязная область на плоскости переменного iyxz  , 

ограниченная гладким замкнутым контуром L , а )(\ LTT  
C .  

Как известно [1]-[2], одной из основных краевых задач в классах кусочно 

квазигармонических функций рода n  ( 1n ) является следующая задача nρ : требуется 

найти все ограниченные на бесконечности кусочно квазигармонические функции 

)}(),({)( zWzWzW   рода n  ( 1n ) с линией скачков L , принадлежащие классу 

)()( )( LHT n

n 
Q  и удовлетворяющие на L  условию 

)()()()( tgtWtGtW  
,                      (1) 

где )(tG , )(tg  – заданные на L  комплексные функции, причем 0)( tG  на L. 

Следуя [2], сформулированную выше задачу nρ  будем называть задачей типа задачи 

Римана для квазигармонических функций рода n . Соответствующую nρ  однородную задачу 

)0)(( tg  назовем задачей 
0

nρ . 

Как показано в работе автора [2], задача nρ  равносильна определенной 

дифференциальной краевой задаче Римана относительно кусочно аналитических функций, 

которая в общем случае не решается в замкнутой форме (см., например, [3, с. 365; 4, с. 

265]). Поэтому для краевой задачи nρ  актуальной является проблема, состоящая в 

установлении частных случаев (достаточно общей природы!), когда она решается явно и 

допускает полное описание картины еѐ разрешимости. 

Конструктивный метод решения задачи nρ  в случае, когда носителем краевых условий 

является единичная окружность, был разработан в работе [2]. Основной целью настоящей 

заметки является построение полной картины разрешимости однородной задачи 
0

nρ  в случае, 

когда  1:  ttL . 

В дальнейшем полагаем, что  1:  zzT ,  1:  ttL  и )(\ LTT  
C . 

Напомним [2], что всякую кусочно квазигармоническую рода n с линией скачков L  

функцию )(zW  можно представить в виде  
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где ,
)!(!

)!2(
)1(

knk

kn
A knn

k



   а )()(   Tz A , т.е. )(z  и )(z  – аналитические 

соответственно в областях T  и T  функции, называемые аналитическими компонентами 

квазигармонической функции )(zW . При этом говорят, что кусочно квазигармоническая 

функция )(zW  ограничена (исчезает) на бесконечности, если аналитическая функция )(z  

в представлении (2) ограничена (исчезает) на бесконечности. 

Поскольку в точках окружности L  выполняется тождество 
t

t
1

 , то краевое условие (1), 

где 0)( tg , с учетом (2) можно переписать так: 

Lt
dt

td
t

A
tG

dt

td
t

A
k

kn

k

k

kn

n

k

k

kn

k

k

kn

n

k 



 







  ,

)(

2
)(

)(

2 00

.         (3) 

Далее введем в рассмотрение вспомогательную кусочно аналитическую функцию 

)}(),({)( zzz    с линией скачков L , где 

k

kn

k

k

kn

n

k

dz

zd
z

A
z

)(

2
)(

0






 
  ,  Tz ,                (4) 

а )(z  – аналитические компоненты искомой кусочно квазигармонической функции 

)(zW . 

С учетом (4) краевое условие (3) можно записать в виде 

LtttGt   ),()()( .                     (5) 

Так как решения задачи 
0

nρ  ищутся в классе )()( )( LHT n

n 
Q , то равенство (5) есть 

краевое условие обычной однородной краевой задачи Римана относительно ограниченной на 

бесконечности кусочно аналитической функции )}(),({)( zzz    (см., например, [3, с. 

109]).  

Как известно (см., например, [1, с. 46; 3, с. 110]), если индекс 0)(Ind  tG , то общее 

решение задачи Римана (7) задается формулой: 

)()()( zPzXz 

  ,                      (6) 

где )}(),({)( zXzXzX   - каноническая функция задачи, а 


  zzzP ...)( 10  - многочлен степени не выше   с произвольными комплексными 

коэффициентами. 

Если же 0 , то однородная задача Римана (5) в рассматриваемом классе функций имеет 

лишь нулевое решение, т.е. 0)(  z . 

Предположим, что 0  и уже найдено решение )}(),({)( zzz    однородной 

задачи Римана (5) по формуле (6). Тогда в силу (4) получаем: 

)()(
)(

20

zPzX
dz

zd
z

A
k

kn

k

k

kn

n

k











 , Tz .              (7) 

)()(
)(

20

zPzX
dz

zd
z

A
k

kn

k

k

kn

n

k











 , Tz .               (8) 

Таким образом, если 0 , то аналитические компоненты )(z  и )(z  искомой 

кусочно квазигармонической функции )}(),({)( zWzWzW   должны удовлетворять 



 
47 Научно-технический вестник Поволжья №6 2017        Физико-математические науки 

линейным дифференциальным уравнениям Эйлера n -го порядка вида (7) и (8) 

соответственно (см., например, [5], с. 136). 

Нетрудно проверить, что общее соответствующего (7) однородного уравнения Эйлера 

можно задавать так: 




 
n

k

k

k zCz
1

12

0 )( ,                      (9) 

где kC )...,,2,1( nk   – произвольные комплексные постоянные.  

Далее, будем искать частное решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения (7) в круге 
T  методом вариации произвольных постоянных, т.е. в виде  




 
n

k

k

k zzCz
1

12

1 )()( ,                      (10) 

где )(zCk  )...,,2,1( nk   – пока неизвестные мероморфные в круге 
T  функции 

комплексного переменного z . Для нахождения функций )(zCk  )...,,2,1( nk  , решая 

соответствующую систему Лагранжа относительно )(' zCk  )...,,2,1( nk  , получаем 

kn

k
k

z

zPzX

k
zC

21

'
)()(

)!1(2
)(











   )...,,2,1( nk  ,        (11) 

где k  )...,,2,1( nk   - отличные от нуля постоянные числа. 

Пусть разложение функции )()()( zPzXz 

   в круге 
T  имеет вид: 

m

m
m zzPzX 






 
0

)()( ,                   (12) 

где  

...,2,1,0,
)()(

2

1
1 














L
mm md

PX

i
.            (13) 

Как видно из формул (11), для того чтобы функции )(zCk  )...,,2,1( nk   были 

мероморфными в круге T , необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 

                   012  k  )...,,2,1( nk  .                   (14) 

Поскольку 


  zzzP ...)( 10 , то условия (14) можно записать в виде следующей 

однородной системы из n алгебраических уравнений относительно 1  комплексных 

параметров m  )...,,2,1,0( m : 

nkD
m

mkm
...,,2,1,0

0






.                 (15) 

где 





  



,...,1,0;...,,2,1,0
)(

2

1
2

mnkd
X

i
D

L
mkkm . 

Замечание 1. Пусть kmDrankr   - ранг матрицы kmD , при этом ясно, что 

),min(0  nr . Тогда, при выполнении условий (15), из 1  параметров m  

)...,,2,1,0( m  произвольными будут лишь 1 r . 

Предположим, что условия (17) выполняются. Тогда с помощью интегрирования из (11) 

получаем 

 



 


 dzzPzXz

k
zC k

n

k
k )()(

)!1(2
)( 2

1
 )...,,2,1( nk  ,         (16) 

где  

 dzzPzXz k )()(2
 )...,,2,1( nk   – фиксированные первообразные функций 

)()(2 zPzXz k




 )...,,2,1( nk   в единичном круге T . 
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Итак, в силу (10) и (16), в случае 0  частное решение неоднородного 

дифференциального уравнения (7) в круге 
T  можно задавать в виде 
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Поскольку решения задачи 
0

nρ  ищутся в классе )()( )( LHT n

n 
Q , то функция (17) должна 

быть непрерывно (в смысле Гельдера) продолжающейся на контур L  вместе со своими 

производными до n -го порядка включительно. В силу известной теореме Харди и 

Литтльвуда (см., например, [6, с. 397]), для этого необходимо и достаточно, чтобы в круге 
T  выполнялись неравенства: 

                   
kz

M

dz

zd k

k

k









1

1

)1(

)(
, 1,...,2,1  nk ,           (18) 

где 1,...,2,1(,  nkM kk  - некоторые положительные постоянные, причем 10  k . 

Замечание 2. В случае 0  некоторые из условий (18) можно удовлетворять за счет 

определенного выбора значений произвольных постоянных, входящих в выражение функции 

(17).  

Таким образом, если 0  и выполняются условия (15) и (18), то все аналитические в 

круге 
T  решения линейного дифференциального уравнения (7), принадлежащие классу 

)()( )( LHT n
A , можно задавать так: 

)()( 1
1

12 zzCz
n

k

k

k





   ,                (19) 

где kC )...,,2,1( nk   – произвольные комплексные постоянные, а )(1 z  – функция, 

определяемая по формуле (17).  

Замечание 3. В силу замечаний 1 и 2 нетрудно заметить, что при 0  выражение 

функции, задаваемой формулой (19), линейно зависит не более чем от 1 rn  

произвольных комплексных постоянных. 

Наконец, методом степенных рядов легко проверить, что нетривиальных аналитических в 

области )(\ LTT  
C  решений однородное линейное дифференциальное уравнение, 

соответствующее (8), не имеет. Значит, неоднородное уравнение (8) (в случае его 

разрешимости) будет иметь единственное решение. Найдем это решение. 

Предположим, что разложение аналитической функции )()()( zPzXz 

   в области 

)(\ LTT  
C  имеет вид: 






 
0

)(
m

m

m

z

b
z .                     (20) 

Тогда нетрудно проверить, что решение неоднородного уравнения (8) в области 

)(\ LTT  
C  можно найти по формуле 











0 )12(...)3)(1(
)1()(

m
m

mn

znmmm

b
z .        (21) 

Таким образом, при 0  аналитические компоненты )(z  и )(z  искомых кусочно 

квазигармонических функций )}(),({)( zWzWzW   определяются по формулам (19) и (21) 

соответственно. Тогда подставляя в правую часть формулы (2) вместо )(z  и )(z  их 

значения, определяемые по формулам (19) и (21), получаем решение задачи 
0

nρ  в случае 

0 . 

 



 
49 Научно-технический вестник Поволжья №6 2017        Физико-математические науки 

Остановимся далее на решении однородной задачи 
0

nρ  в случае 0 . Поскольку при 

0  однородная задача Римана (6) имеет лишь нулевое решение 0)(  z , то в силу (4) в 

данном случае аналитические компоненты )(z  и )(z  искомой кусочно 

квазигармонической функции )}(),({)( zWzWzW   должны удовлетворять линейным 

однородным дифференциальным уравнениям Эйлера n -го порядка вида (7) и (8), где 

положено 0)()( 

 zPzX . Но из приведенных выше рассуждений видно, что общее решение 

однородного уравнения, соответствующего (7), задается формулой (9), а однородное диф-

ференциальное уравнение, соответствующее (8), не имеет нетривиальных аналитических в 

области )(\ LTT  
C  решений. Следовательно, при 0  общее решение однородной 

задачи 
0

nρ  можно задавать формулой (2), где )(z  определяется по формуле (9), а 0)(  z . 

Итак, справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть  1:  ttL . Тогда, если индекс 0)(Ind  tG , то для разрешимости 

однородной задачи 
0

nρ  в классе квазигармонических функций рода n , необходимо и 

достаточно, чтобы функция )(tG  удовлетворяла условиям (15) и (18). При выполнении 

указанных условий общее решение задачи 
0

nρ  можно задавать формулой (2), где )(z  и 

)(z  определяются по формулам (19) и (21) соответственно, и оно линейно зависит не 

более чем от 1 rn  произвольных комплексных постоянных, где r  - ранг основной 

матрицы системы (15). Если же индекс 0 , то задача 
0

nρ  безусловно разрешима и еѐ 

общее решение линейно зависит ровно от n  произвольных комплексных постоянных. 
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В работе рассмотрены некоторые свойства канонических преобразований линейных 

гамильтоновых систем. Канонические преобразования задаются производящей функцией. 

Получена система матричных уравнений для нахождения неизвестных матриц 

производящей функции. С помощью полученной системы можно упрощать исходную 

гамильтонову матрицу линейной системы, приводить ее к некоторому нормальному виду, 

переходить от одного нормального вида к другому. 

 

Ключевые слова: каноническая система, гамильтонова матрица, симплектическая 

матрица, нормальный вид, производящая функция 

 

Рассмотрим каноническую систему дифференциальных уравнений: 

;
dx H dy H

dt y dt x

 
  
 

 

с гамильтонианом вида: 

H(x,y) = 1/2 x
T
Ax+x

T
By+1/2 y

T
Cy, 

где x, y – n-мерные векторы-столбцы сопряженных канонических переменных, A, B, C – 

квадратные действительные матрицы порядка n, A и C – симметрические матрицы. 

Соответствующая этой системе гамильтонова матрица имеет вид: 

.
TB C

V
A B

 
  

  

      (1) 

Пусть q, p – n-мерные векторы-столбцы новых канонических переменных. Каноническое 

преобразование совершим с помощью производящей функции: 

S(x, p) = 1/2 p
T
Kp + p

T
Lx + 1/2 x

T
Mx,    (2) 

где K, L, M – квадратные матрицы порядка n, K и M - симметрические, L – невырожденная 

матрица. Тогда из уравнений:  

,
S S

q y
p x

 
 

 
 

получаем выражение старых переменных через новые: 
1 1

1 1

;

( )T

x L q L Kp

y ML q L ML K p

 

 

 

  
     (3) 

Сделаем необходимые вычисления и получим новый гамильтониан: 

1 11
( , ) ( ) ( 2 )

2

T TH q p q L MCM BM A L q      

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )T T T T Tq L B MC L L MCM MB BM A L K p            

1 1 11
[ ( ) ( 2 ) ( ) ( )

2

T T T Tp K L MCM BM A L K K L MC B L         

1

0 0 0

1 1
( ) ] ,

2 2

T T T T TL CM B L K LCL p q A q q B p p C p       
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где 
1 1

0

1

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

; ;

T T

T T

T T T T

A L MCM MB BM A L

B L B MC L A K

C KA K KB B K LCL A A C C

 



   

  

      

 

При этом использовано следующее очевидное тождество: 

2 ( )T T Tq BMq q BM MB q   

Таким образом, если мы хотим привести каноническую систему дифференциальных 

уравнений с матрицей (1) каноническим преобразованием (3) к системе с гамильтоновой 

матрицей 

0 0

0 0 0 0 0

0 0

, , ,

T

T TB C
V C C A A

A B

 
   

  
    (4) 

неизвестные матрицы K, L, M нужно искать из следующей системы матричных уравнений: 

0

1

0 0

0 0 0 0

,

( ) ,

T T

T T

T T

MCM MB BM A L A L

L B CM L KA B

KA K KB B K С LCL



   

  

   

     (5) 

В этой системе неизвестные матрицы M и K ищем симметрическими, матрицу L ищем 

невырожденной. В результате доказано следующее утверждение. 

Теорема 1. Каноническое преобразование, задаваемое производящей функцией (2) с 

невырожденной матрицей L, приводит гамильтонову матрицу (1) к виду (4) тогда и только 

тогда, когда матрицы K, L, M производящей функции являются решениями системы (5). 

С помощью системы (5) можно упрощать исходную гамильтонову матрицу, приводить ее 

к некоторому нормальному виду, переходить от одного нормального вида к другому. 

Рассмотрим различные случаи. 

Случай 1. Рассмотрим производящую функцию (2) с матрицами M=O, K=O. Тогда система 

(5) примет вид: 

0

1

0

0

,

,

T

T T

T

A L A L

LB L B

С LCL









 

Из этой системы видно, что с помощью преобразования, задаваемого данной 

производящей функцией, можно привести подматрицу A или C гамильтоновой матрицы (1) к 

диагональному виду, либо можно привести подматрицу B к жорданову нормальному виду. 

Если подматрица C является положительно определенной, то можно одновременно привести 

подматрицу C к единичной матрице, а подматрицу A – к диагональной матрице. 

Случай 2. Рассмотрим гамильтонову матрицу (1) с собственными значениями 

1 2, , , .n    Mы хотим привести матрицу к следующему нормальному виду: 

,
T

U I

O U

 
   

 
      (6) 

1 1

2 2 1

1

2 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

, ,

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n

n

n

n n

U I







     
   

     
    
   

   
       

 

0, 1; 1, 1

0, 1; ,2 1
i

i n

i n n

  
  

  
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Тогда система матричных уравнений (5) примет вид: 

1

,

( ) ,

T

T

T T

MCM MB BM A O

L B CM L U

KU UK I LCL



   

 

  

    (7) 

Первое уравнение полученной системы называется матричным уравнением Риккати [1, 2]. 

Из этой системы неизвестные матрицы находятся последовательно. Из первого уравнения 

найдем симметрическую матрицу M. Из второго уравнения найдем матрицу L, 

преобразующую найденную матрицу B
T
 + CM к нормальному виду Жордана. Из третьего 

уравнения найдем симметрическую матрицу K. В работе [3] рассмотрены способы решения 

системы в случае, когда матрица C является положительно определенной, а матрица I=O. 

Теорема 2. Система матричных уравнений (7) имеет решение тогда и только тогда, когда 

существует симплектическая матрица  

1, , det 0,
F H

T T VT F
G W

 
    
 

    (8) 

с квадратными подматрицами F, G, H, W.  

Доказательство. Пусть система (7) имеет решение. Тогда матрица преобразования (3) 

является симплектической, а ее подматрица, стоящая в левом верхнем углу, является 

невырожденной. 

Рассмотрим теперь симплектическую матрицу (8). Матрица (8) совпадает с матрицей 

преобразования (3), если 
1 1

1 1

, ,

, T

L F L K H

ML G L ML K W

 

 

  

  
 

Из первых трех уравнений этой системы находим: 
1 1 1, ,L F K F H M GF          (9) 

Последнее уравнение удовлетворится тождественно, если в него подставить найденные 

матрицы L, K, M и воспользоваться свойствами симплектической матрицы [4-6]: 

, ,T T T T T TF G G F H W W H F W G H E     

Действительно: 
1 1 1

1 1

( )

( ) ( )

T T

T T T

L ML K F GF H

F F G H W

  

 

   

  
 

Из первого свойства вытекает также, что матрица M является симметрической. Таким 

образом, матрицы (9) являются решением системы (7). 

Теорема 3. Пусть существует решение первого уравнения системы (7). Тогда существует 

симметрическая матрица I и матрица U, имеющая жорданов нормальный вид, при которых 

система (7) имеет решение. 

Доказательство. Пусть M = M
 T

 – решение первого уравнения системы (7). Тогда матрица 

L приводит матрицу CM + B
 T 

 к нормальному виду Жордана U. Матрица I обеспечивает 

разрешимость третьего уравнения системы. Например, при I = LCL
 T

 третье уравнение 

системы (7) имеет решение K=O.  

Различные способы решения матричного уравнения Риккати рассмотрены в работах [1-3]. 

Случай 3. Пусть ненулевые собственные значения гамильтоновой матрицы (1) чисто 

мнимые ( , 1, )j ji j k     и не образуют жордановых клеток выше первого порядка. Тогда 

ее можно привести к нормальному виду (6), где 

; ;k n k k n kU U O I O I      
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1 1

2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, ,

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

k n k

k n k

i

i

U I

i





    
   

    
    
   
   
       

 

0; 1; 1, 1, .i i n k      

Нормальный вид является комплексной матрицей. Перейдем к следующему 

действительному виду: 

, ,k n k k n k

O C
C iU I A iU O

A O
 

 
      

 
 

Система матричных уравнений (5) примет следующий вид: 

1

,

( ) ,

T

T

MIM MU UM L AL

L U IM L KA

KAK С LIL



  

 

 

 

Легко проверить, что следующие матрицы удовлетворяют полученной системе: 

1
, ,

2
k n k k n kM iE O L E K iE O        

В результате получим следующее каноническое преобразование: 

1 1 1 2 2 2 1 1, , , , , , ,k k k k k n nx q ip x q ip x q ip x q x q          

1 1 1 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1 1
, , , ,

2 2 2 2 2 2

, ,

k k k

k k n n

y iq p y iq p y iq p

y p y p 

        

 

 

Новый гамильтониан имеет вид: 

2 2 2

1 1

1 1
( , ) ( )

2 2

k n

j j j j k j

j j k

H q p p q p

  

       

Пример. Рассмотрим гамильтонову матрицу (1) с подматрицами: 

1 8 1 2
, ,

8 13 2 3
A B C E

   
     
   

 

Найдем собственные значения матрицы V. Получим  

1 2 3 42, 2, 0          

Ранг матрицы V равен 3. Поэтому нулевые собственные значения образуют жорданову 

клетку 2 порядка. Приведем матрицу V к нормальному виду (6) с подматрицами 

2 0 0 0
,

0 0 0 1
U I

   
    
   

 

Легко проверить, что следующие матрицы являются решением системы (7): 

1 2 1/ 4 0
, ,

2 3 0 0
M L E K

   
     

    
 

Каноническое преобразование получим в виде (3). Новый гамильтониан имеет следующий 

вид: 

2

1 1 2

1 1
( , ) 2

2 2

T TH q p q Up p Ip p q p     
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В статье было проведено исследование качества, подлинности и идентичности 

фармацевтических препаратов ацетилсалициловой кислоты методом ИК-спектроскопии 

(инфракрасная спектроскопия). Задачами исследования стало изучение особенностей 

показателей ИК-спектров ацетилсалициловой кислоты российских и зарубежных 

производителей.  
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В условиях санкций, в которых находится в настоящее время Российская Федерация, 

особенно актуально использовать фармацевтические препараты отечественного 

производства. Согласно мнениям многочисленных экспертов, свыше 75% медикаментов, 

используемых на российском рынке, было произведено за границей. При этом 77% от этого 

количества являются дженериками, то есть имеют отечественные аналоги [1]. 

Правительством Российской Федерации был взят курс на развитие российского 

фармацевтического рынка, что сделало актуальным вопрос качества отечественных 

препаратов. Для этой цели используется инфракрасная спектроскопия, которая является 

достоверным и эффективным методом анализа лекарственных препаратов. 

Кафедрой химии Тверского Государственного Медицинского Университета ведется 

многолетняя работа по изучению ИК-спектров различных российских фармацевтических 

препаратов и их зарубежных аналогов. 

Цель исследования: методом ИК-спектроскопии установить качество, подлинность и 

идентичность фармацевтических препаратов ацетилсалициловой кислоты различных 

производителей. 

Материалы и методы. 
Объектами для исследования становились:  

Ацетилсалициловая кислота пяти производителей:  

1) ЗАО «Медисорб» (Россия, г. Пермь). 

2) ЗАО «Производственная фармацевтическая компания Обновление» (Россия, г. 

Новосибирск).  

3) Бристол Майерс Сквибб (Франция). 

4) Кимика Фармасьютика Байер С. А. (Испания). 

5) Байер (Германия). 

В данной работе использовали метод ИК-спектроскопии с преобразованием Фурье. Для 

расшифровки спектров использовали литературные данные [2,3,4]. 

Исследуемые пробы медикаментов готовили методом квартования: в ступке измельчали 

одинаковое количество образцов до порошкообразного состояния, после чего проба делилась 

накрест на четыре равные части. Две противоположные части удалялись, образец перемеши-

mailto:gbordina@yandex.ru
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вался и процедура квартования повторялась вновь, пока количество пробы не уменьшалось 

до необходимого для анализа. 

Запись ИК-спектров осуществляли на Фурье-ИК спектрометрах «Equinox-55» фирмы 

Брукер с автоматической записью спектра в области 400-4000 см
-1

 и Nicolet iS10 фирмы 

Thermo SCIENTIFIC с записью спектра в области 4000–400см
-1

. 

Результаты и их обсуждение. 
Структурная формула ацетилсалициловой кислоты: 

 
Фармакопейным образцом ИК-спектра ацетилсалициловой кислоты (в координатах 

волновое-число-пропускание) является:  

 
Рис. 1- ИК-спектр субстанции (из приложения к Государственной Фармакопее XIII (13-е 

издание)) 

При характеристике спектров, данные сравнивались со следующими известными 

частотами функциональных групп их литературных источников[2]: 

Частоты функциональных групп 

Класс веществ Частоты 

Алканы и алкильные фрагменты 3000-2850 (С-Н валентные) 

1470-1430 (СН3 деформационные) 

Алкены 1690-1635 (С=С валентные) 

Алициклические соединения 3090-2860 (С-Н валентные) 

Ароматические углеводороды 3080-3030 (С-Н деформационные) 

Спирты и фенолы 3650-3200 (О-Н валентные) 

1260-970 (С-О валентные) 

Альдегиды 1765-1645 (С=О валентные) 

Карбоновые кислоты 1800-1650 (С=О валентные) 

Сложные эфиры 1790-1650 (С=О валентные) 

1330-1050 (С-О валентные) 
 

На начальном этапе анализа отталкивались от следующих основополагающих принципов: 

 Валентные колебания чаще всего находятся в диапазоне больших частот 4000-1400 

см 
-1

, деформационные- в области низких (менее 1400 см
-1

). 

  В зависимости от природы колебания подразделяются на колебания углеводородного 

скелета (800-1500 см
-1

) и колебания функциональных групп (более 1500 см
-1

). 
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В ИК-спектрах анализируемых препаратов ацетилсалициловой кислоты зарегистрирована 

широкая полоса со сложным контуром в области 3300-2500см
-1

. По литературным данным 

эта полоса соответствует валентным колебаниям OH-групп карбоновых кислот, при 3550–

3400 см
-1

; 3400–3200 см
-1

 определяются внутри- и межмолекулярные водородные связи. 

Зарегистрированная полоса поглощения при 1760см
-1

 соответствует валентным колебаниям 

C=O групп сложных эфиров, а при 1700 см
-1

 валентным колебаниям C=O групп карбоновых 

кислот. Полосы поглощения при 1600, 1575 см
-1

 обусловлены колебаниями двойных связей 

ароматических углеводородов (аренов). Сравнение ИК-спектров препаратов 

ацетилсалициловой кислоты российских производителей показало почти полное совпадение 

спектральных характеристик как по частоте, так и по интенсивности (Рис. 2, 3). Анализ ИК-

спектров отечественной ацетилсалициловой кислоты и ее зарубежных аналогов показал, что 

в ИК-спектрах препаратов российского производства интенсивность полосы 3550–3400 см
-1

, 

соответствующей водородным связям, менее выражена по сравнению с зарубежными 

образцами (Рис. 4, 5). Следует также отметить усиление широкой полосы 3300–2500 см
-1

 в 

ИК-спектре кислоты Байер (Испания) по сравнению с ИК-спектрами других анализируемых 

препаратов (Рис. 6). В области «отпечатков пальцев» 1500-500 см 
-1

 – области валентных 

колебаний простых связей C-O, C-C и деформационных колебаний простых связей C-H, O-H 

отмечено практически полное совпадение частот и интенсивности линий в ИК-спектре, что 

свидетельствует об идентичности сравниваемых препаратов. 

 
Рис. 2- Спектр ацетилсалициловой кислоты Новосибирского производства 

 
Рис. 3- Спектр ацетилсалициловой кислоты Пермского производства 
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Рис. 4- Спектр ацетилсалициловой кислоты немецкого производства 

 
Рис.5- Спектр ацетилсалициловой кислоты французского производства 

 

 
Рис. 6- Наложение спектра ацетилсалициловой кислоты испанского производства на 

спектр ацетилсалициловой кислоты Пермского производства 

Вывод.  

Анализ ИК-спектров показал, что состав исследуемых препаратов соответствует 

заявленной формуле. ИК-спектры соответствуют фармакопейному образцу, основные 

частоты идентичны. Одинаковая интенсивность полос может считаться обоснованием 

идентичности действия исследованных дженериков на организм человека. На ИК-спектрах 

исследованных препаратов ацетилсалициловой кислоты отечественного производства 

зарегистрированы колебания в области 1100-700 см
-1

, которые, на наш взгляд, 

свидетельствуют о недостаточной степени очистки препаратов российского производства по 

сравнению с зарубежными аналогами. 
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На основании теоретических исследований предложен механизм процесса термического 

разложения природных битумов. Представлены обобщенные химические реакции 

газификации с учетом термодеструкции битума на примере асфальтенов, возможность 

протекания которых обоснована расчетными значениями термодинамических функций. 

Показаны пути образования компонентов генераторного газа, на основе которых могут 

быть определены кинетические и теплофизические параметры процесса газификации. 

Предложена технологическая схема газификации битума. 

 

Ключевые слова: природные битумы, термохимическая переработка, газификация, 

генераторный газ. 

 

В настоящее время в связи с нестабильными ценами на традиционные виды органических 

топлив, и истощением их запасов, все большее внимание уделяется увеличению глубокой 

переработки углеводородов. Данная тенденция также обусловлена уменьшением доли 

легкоизвлекаемых и высококачественных нефтей.  

Альтернативными видами органических топлив могут служить природные битумы, 

суммарные мировые запасы которых составляют 260 млрд. тонн, из которых до 75 млрд 

находятся в России [1]. В Республике Татарстан запасы битума составляют от 2,6 до 7,2 

млрд. тонн [2]. 

Согласно данным работы [1] битумы представляют собой сложную смесь 

высокомолекулярных углеводородов нефти и их гетеропроизводных, содержащих кислород, 

серу, азот и металлы. Наличие значительного количества углерода и водорода в составе 

битумов делает возможным его использование в качестве энергетического топлива. 

Традиционное сжигание твердых органических топлив характеризуется высокими 

выбросами в атмосферу, эксплуатационными проблемами и низким КПД энергоустановки. 

Поэтому целесообразно применять газификацию топлива с целью получения генераторного 

газа, который может быть использован в энергетике и в химической промышленности. 

Разработка технологической схемы газификации природных битумов должна быть основана 

на надежных методиках расчета состава и свойств генераторного газа при различных 

режимных параметрах.  

Разработка технологической схемы газификации природных битумов должна быть 

основана на надежных методиках расчета состава и свойств генераторного газа, а также 

влиянии на них режимных параметров процесса. Это позволит выявить оптимальные 

условия для получения генераторного газа заданного состава, а также определить 

дальнейшие пути его использования. 

Природные битумы принято рассматривать как совокупность трех основных компонентов 

– масел, смол и асфальтенов. Битумы Ашальчинского месторождения Республики Татарстан 

имеют следующий элементный состав: С – 83,6%, Н – 12,1%, О – 0,5%, S – 3,4%, N – 

0,4%.[1].  

Процесс разложения природных битумов может рассматриваться как совокупность 

нескольких этапов. Первоначально под воздействием температуры происходит нагрев 
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поверхности битума и образование микротрещин за счет испарения воды, а затем водяной 

пар реагирует на поверхности фракционных групп битума с образованием сложных 

углеводородов. Дальнейшее разложение углеводородов протекает по свободно-

радикальному механизму, где донором водорода служат ароматические молекулы, 

деструктурирующие в ходе термолиза [3]. 

Возможность протекания реакций разложения многоядерных ароматических соединений 

определялась по энергии Гиббса, которая рассчитывалась по аддитивной методике [4].  

Изменения энтальпии ΔHМ и энтропии ΔSМ молекулы в зависимости от температуры 

вычислялись по формулам: 

 

где – энтальпия вещества при стандартных условиях (T=298 K, p=1 атм);  – 

теплоемкость; – энтропия вещества при стандартных условиях;   и 

 – коэффициенты, которые определяются по данным, представленным в работе [4] 

для каждого структурного фрагмента, выделенного в соединениях, моделирующих 

органическую массу битума. На основе полученных коэффициентов вычислялась свободная 

энергия Гиббса ΔG вычислялась по формуле: 

 
Полученные значения термодинамических характеристик реакций разложения 

асфальтенов битумов представлены в таблице 1. 

Таблица 1 - Термодинамические характеристики реакций разложения асфальтенов при 

газификации битума (Т=1700 К) 

Реакция ΔH, кДж/моль 
ΔS, Дж/ 

моль·K 

ΔG, кДж/ 

моль 

C106H74S2+2H2→C106H76S+H2S  -108,1 -58,2 -10,7 

C106H76S+H2→C106H78S  -52,3 20,2 -86,1 

C106H78S+H2→C106H78+ H2S  -43,3 -8,4 -29,2 

C106H78+4H2→C36H34+C37H26+C31H18+2CH4  -152,4 63,9 -259,4 

C36H34+H2→C30H24+C6H12  -21,9 21,2 -57,3 

C30H24+H2→C30H26  -28,2 -6,68 -17,05 

C30H26+H2→C26H18+C4H10  -28,2 -6,7 -17,05 

C26H18+H2→C25H16+CH4  -38,9 -5,0 -30,54 

C37H26+2H2→C37H30  -56,5 -13,4 -34,11 

C37H30+H2→C33H22+ C4H10  -28,2 -6,7 -17,05 

C33H22+H2→C31H18+C2H6  -28,2 -6,7 -17,05 

C31H18+H2→C25H14+C6H6  -12,8 -22,5 -6,03* 

C31H18+H2→C31H20  -28,2 -6,7 -17,05 

C31H20+H2→C3H8+C28H14  -28,2 -6,7 -17,05 

C25H16+29O2→25CO2+8H2O  -12175,5 269,3 -12625,9 

C25H14+28,5O2→25CO2+7H2O  -11946,4 291,1 -12433,4 

C28H14+31,5O2→28CO2+7H2O  -13126,9 316,8 -13657,0 

Образовавшиеся сложные ароматические углеводороды вступают в реакции горения с 

образованием компонентов генераторного газа. Сероводород может быть удален из 

генераторного газа в процессе очистки и использован для производства товарной серы. 

Бензол, подвергается термодеструкции с образованием компонентов генераторного газа. 

Возможность протекания предложенных реакций обоснована отрицательными значениями 

энергии Гиббса в диапазоне температур 1000-2000 К. 
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На основе реакций разложения был рассчитан состав генераторных газов, полученных при 

газификации битума Ашальчинского месторождения при соотношении массы битума к массе 

пара равным 0,4 при различных температурах. Результаты расчетов при температуре 1000К и 

1700 К представлены на рисунках 1-2. 

 

  
Рис. 1. Состав генераторного газа, полученного при Т=1000 К 

 

 
Рис. 2. Состав генераторного газа, полученного при Т=1700 К 

 

На основании полученных расчетных данных и оптимальных характеристик парогазовых 

установок была предложена технологическая схема газификации природных битумов (рис. 

3). 
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Рис.3. Схема газификации битума с 1 ГТУ 

1 - газогенератор; 2 – паровая турбина, 3 - скруббер; 4- ГТУ; 5- дымовая труба; 6 – котел-

утилизатор (КУ); 7 – конденсатор. 

 

Процесс осуществляется следующим образом. Битум подается в газогенератор 1, где 

образуется генераторный газ, который после очистки в скруббере 2 поступает в ГТУ 4. После 

газовой турбины отработанный газ поступает в КУ 6, где образуется пар из воды, 

поступающей из конденсатора 7 и выбрасывается в атмосферу. Пар из КУ частично идет в 

газогенератор и на паровую турбину 2.  

Полученные результаты по газификации природного битума Ашальчинского 

месторождения Республики Татарстан свидетельствуют о том, что при температуре до 1000 

К процесс происходит недостаточно интенсивно: время достижения равновесия составляет 

более 80 секунд и присутствуют значительное количество неразложившихся углеводородов. 

Проведение процесса при температуре 1700 К приводит к тому, что преобладающим 

становится содержание СО – 29,3%, до 2,9 % увеличивается содержание H2. Дальнейшее 

повышение температуры процесса приводит к увеличению энергозатрат на проведение 

процесса. Таким образом, газификацию природных битумов целесообразно проводить при 

температуре 1700 К. 

Публикация осуществлена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства 

Республики Татарстан в рамках научного проекта №15-48-02313. 
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Изучена сорбция карбоновых кислот С1–С3 на модификаторах электродов 

пьезокварцевого резонатора; оптимизированы условия микровзвешивания паров кислот в 

газовой фазе моторных масел. Предложен способ определения степени отработки 

моторных масел при эксплуатации автомобиля с применением детектора на основе 

пьезосенсора, модифицированного многослойными углеродными нанотрубками. 
 

Ключевые слова: карбоновые кислоты, пьезокварцевый резонатор, пьезосенсор, 

углеродные нанотрубки, степень отработки моторного масла. 
 
Точная диагностика состояния моторного масла осуществляется в специализированных 

лабораториях с использованием дорогостоящего оборудования и токсичных химических 

реактивов. Большинство автовладельцев вынуждено ориентироваться на рекомендованную 

периодичность замены, указанную на упаковке масел (7–15 тыс. км пробега), при этом они 

не могут учесть условия эксплуатации автомобиля: количество запусков двигателя при 

холодной температуре, степень износа двигателя, качество топлива, условия езды, навыки 

вождения.  

За последнее десятилетие большинство публикаций о разработке новых подходов к тест-

анализу качества моторных масел посвящено методу ближайшей ИК-спектроскопии, 

характеризующемуся селективностью и точностью. Однако БИК-спектрометры 

дорогостоящи и имеют эксплуатационные ограничения (по интервалу рабочих температур, 

влажности окружающего воздуха и др.) [1, 2] . Поэтому актуальна разработка экономичных и 

надежных способов, позволяющих по значению одного параметра моторного масла в 

полевых условиях определять точные сроки его замены. Особое внимание уделяется 

созданию сенсорных устройств, как наиболее перспективному направлению аналитического 

приборостроения [3, 4]. 

Проведен анализ более 100 российских и зарубежных источников, в которых 

представлены результаты исследований по изменению 30 физико-химических показателей 

моторного масла в процессе его работы. При ранжировании показателей выбраны наиболее 

значимые: загрязненность, вязкость, диэлектрическая проницаемость и щелочное число.  

Определяющим степень отработки масла критерием нами выбрано щелочное число 

(индекс TBN) – эксплуатационный показатель моющих свойств масел [5]. При работе масла 

в двигателе TBN снижается вследствие накопления летучих карбоновых кислот и 

альдегидов, при этом нейтрализующие присадки срабатываются. При уменьшении TBN на 

50% масло утрачивает работоспособность и его заменяют. Таким образом, карбоновые 

кислоты в газовой фазе моторных масел являются веществами-маркерами степени его 

отработки. 

Чувствительным элементом детектора выбран пьезокварцевый резонатор (ПКР) АТ-среза 

с базовой частотой колебаний 10-15 МГц. Достоинства резонаторов [6]: высокая 

чувствительность (10
-9

÷10
-12

 г/см
2
); низкие ресурсо- и энергопотребление, температурный 
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коэффициент; устойчивость к вибрации, радиации, агрессивным средам; миниатюрность. 

Основным недостатком является низкая селективность микровзвешивания. Для 

преобразования ПКР в чувствительный и селективный пьезосенсор его электроды 

модифицируют тонкими пленками сорбентов различной природы, проявляющими 

сорбционное сродство к отдельным группам летучих соединений. Принцип действия 

пьезосенсора основан на превращении аналитического сигнала, возникающего в результате 

взаимодействия летучих компонентов пробы с модификатором электродов ПКР, в 

физический сигнал (изменение частоты колебаний сенсора F=–km, где k – константа 

пьезосенсора; m– масса адсорбированного на покрытии летучего соединения).  

Макет детектора для определения концентрации кислот в газовой фазе моторных масел 

выполнен на базе Воронежского государственного технологического университета в ООО 

«Сенсорика-новые технологии» (рис. 1).  

 
Рис. 1 – Детектор для определения степени отработки моторных масел 

В закрытый корпус детектора включены: генератор возбуждения колебаний ПКР, 

частотомер, блоки обработки, хранения, отображения информации, сигнализация («норма», 

«внимание», «замена»), аккумулятор. Пьезосенсор закрепляется в ячейке детектирования 

так, чтобы летучие компоненты пробы свободно диффундировали в околосенсорное 

пространство. При их адсорбции на покрытии электродов уменьшается частота колебаний 

ПКР пропорционально содержанию газов-маркеров в околосенсорном пространстве и, 

соответственно, в жидкой анализируемой пробе F = f(C). Основные эксплуатационные 

характеристики детектора (пределы обнаружения, селективность, скорость восстановления 

сигнала после измерения, воспроизводимость результатов, стабильность базовой линии, 

длительность работы без замены чувствительного элемента) обеспечивает природа 

модификатора электродов ПКР. Для выбора покрытия протестировано более 20 стандартных 

газохроматографических фаз, чувствительных к кислотам (полиэтиленгликоли, себацинаты и 

сукцинаты, краун-эфиры и др.), специфические реагенты на кислоты (индикатор Родамин 

6Ж) [7], а также многослойные углеродные нанотрубки (МУНТ) [8]. 

Характеристики пьезосенсоров на основе различных модификаторов оценивали в жестких 

условиях сорбции: экспонировали в насыщенных парах кислот С1–С3 в широком интервале 

температур (10–90 С). Стандартные сорбционные фазы, широко применяемые для покрытия 

электродов ПКР, необратимо разрушаются в таких условиях и не могут быть использованы 

для детектирования кислот при повышенных температурах. Наибольшей устойчивостью при 

сравнительно высокой чувствительности к парам кислот характеризуется модификатор 

электродов ПКР на основе МУНТ: чувствительность составляет 0.97±0.07 Гцдм
3
/моль; 

«время жизни» сенсора 2500–2800 циклов «сорбция-десорбция»; погрешность измерений 

(sr0.02). Изотермы и изостеры сорбции карбоновых кислот на покрытии электродов из 

МУНТ представлены на рисунке 2. 
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Изотерма сорбции кислот на МУНТ линейна в интервале их концентраций в газовой фазе 

С=0,5–55 мг/м
3
; отклик пьезосенсора и время установления равновесия в системе «жидкость-

газ» незначительно возрастают с увеличением числа атомов углерода в гомологическом ряду 

кислот. Значимые (>7 Гц) аналитические сигналы сорбции паров кислот на покрытии 

электродов ПКР из МУНТ наблюдаются при температурах выше 30 ºС.  

На время анализа, помимо температуры пробы, значительно влияет объем ячейки 

детектирования. Установлено, что уменьшение объема ячейки детектирования от 25 до 5 см
3
, 

сокращает время анализа в 6.5 раз и составляет 15–30 с при температуре пробы (80±2) С.  

Оптимизирована масса покрытия электродов из МУНТ (2.5–4.0 мкг): при уменьшении 

массы снижается чувствительность микровзвешивания и устойчивость покрытия при 

повторяющихся циклах «сорбция-десорбция»; при увеличении – возрастает ошибка 

детектирования, определение кислот с высокими концентрациями в околосенсорном 

пространстве (более 30 мг/м
3
) приводит к перегрузке пьезосенсора (срыв автоколебаний).  

 
Рис. 2 – Изотерма (а) и изостера (б) сорбции карбоновых кислот С1–С3  

(1–3 соответственно) на покрытии электродов пьезосенсора из МУНТ 

Детектор апробирован в сертифицированной лаборатории ФГБУЗ «Центр гигиены и 

эпидемиологии № 97 ФМБА России», г. Воронеж. Арбитражным методом оценки щелочного 

числа моторного масла служил метод потенциометрического титрования соляной кислоты 

раствором масла в органических растворителях (ГОСТ ISO 3771-2013). Параллельные 

определения степени отработки моторных масел различных марок с применением детектора 

и по стандартной методике показали высокую сходимость результатов (96±2 %). 

В качестве примера представлено изменение концентрации кислот в газовой фазе 

моторного масла марки «Д4» при эксплуатации автомобиля КАМАЗ (рис. 3).  

 
Рис. 3 – Динамика отработки моторного масла марки «Д4» при эксплуатации автомобиля 

КАМАЗ 



 
67 Научно-технический вестник Поволжья №6 2017                                       Химические науки 

Два раза в месяц анализировали по 1–2 капли моторного масла с температурой (805) С, 

отобранного щупом из прогретого двигателя. Летние испытания проводились с апреля по 

сентябрь включительно, зимние – с октября по март месяцы. Летние испытания начаты с 

пробега автомобиля от 0.5 до 7.4 тыс. км, зимние продолжались до 11.8 тыс. км. 

Значительное увеличение ΔF свидетельствует об окончании действия нейтрализующей 

способности присадки моторного масла и соответствует пробегу автомобиля 8.9 тыс. км (при 

заявленном на упаковке 10 тыс. км). Увеличение концентрации кислот в газовой фазе на 50% 

происходит при S=10,5 тыс. км. При дальнейшей эксплуатации автомобиля концентрация 

газов-маркеров увеличивается незначительно. Поэтому целесообразно указывать 

рекомендуемый интервал автопробега для замены моторного масла (для данной марки он 

составляет 8.9–10.5 тыс. км).  

Предложенный способ определения степени отработки моторных масел имеет следующие 

преимущества перед стандартной методикой: экономичность (детектор не требует 

дорогостоящих комплектующих, дополнительных блоков и реактивов; ПКР без изменения 

рабочих характеристик покрытия из МУНТ возможно использовать для 2800 измерений, 

после чего его легко заменить на аналогичный); экспрессность (исключены стадии 

пробоподготовки, расчета результатов анализа, принятия решения; продолжительность 

анализа, включая отбор пробы, не превышает 3 мин); проведение измерений «на месте» 

(масса детектора вместе с аккумулятором составляет 250 г); запоминание результатов 

измерений. Детектор может быть включен в комплексы переносных лабораторий для 

экспресс-определения щелочного числа. 
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В работе представлены полученные математические модели процесса растворения 

синтезированного миллерита в кислых средах методом вращающегося диска.  Проведена 

проверка их адекватности и найдены основные кинетические характеристики изучаемых 

процессов. 
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В настоящее время актуальным является создание высокоэффективных, экономически 

выгодных и экологически безопасных технологий в металлургической промышленности. 

Для перехода от высокотемпературных и энергоемких способов извлечения цветных 

металлов необходимо всестороннее изучение кинетики процессов растворения от различных 

влияющих факторов в широком диапазоне величин. 

Моделирование процессов растворения позволяет по полученной математической модели 

оценить удельную скорость перехода металла в раствор, а так же найти основные 

кинетические характеристики, выявить лимитирующие стадии процесса.  

Методы исследования при моделировании кинетики растворения 

В работе использован синтетический миллерит α-NiS, синтезированный по методике 

описанной ранее [1], путем осаждения из раствора. 

Синтезированный препарат по результатам химического анализа отвечал стехиометрии α-

NiS, мелкозернистый чѐрный порошок, растворимый в разбавленной соляной кислоте. 

Из полученного сульфида приготовлены диски, путем прессования, полученного порошка 

с применением органического вяжущего материала с отдельной стадией полимеризации для 

повышения прочности образца.  

Для построения моделей растворения использован метод вращающегося диска [2], 

который предъявляет определенные требования к исследуемым образцам – низкую 

пористость, механическую прочность, достаточную площадь плоской поверхности контакта 

с раствором. 

В работе использована 4-секционная установка (рис. 1), которая позволяет варьировать 

частоту вращения диска в пределах 1,6 – 25 с
-1

, и поддерживать температуру в реакционном 

сосуде от 293 до 353 К с точностью 0.5 К [3].  

Массу растворенного компонента рассчитывали с учетом его содержания в пробах и 

изменения общего объема раствора. 

Количество металла, перешедшего в раствор рассчитывали с 1 дм
2
 реакционной 

поверхности вращающегося диска, по которому строили кинетическую кривую - график 

зависимости Qi = f(τ).  

Удельную скорость растворения оценивали по количеству катионов Ni2+, переходящих в 

раствор за единицу времени с единицы площади поверхности диска (Q, моль/дм2). 

Концентрацию катионов никеля определяли переменнотоковой полярографией на 

полярографе «ППТ-1». Анализ проводили методом добавок, сравнивая высоты пиков на 

полярограммах, полученных при анализе пробы раствора с неизвестным содержанием Ni2+ и 

пробы этого же раствора с добавкой известного количества стандартного раствора Ni2+. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BE%D0%BB%D1%8F%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BA%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%BE%D1%82%D0%B0
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Рис. 1 –  Схема одной секции лабораторной установки для исследования кинетики 

методом вращающегося диска: 1- кронштейн штатива; 2- двигатель; 3- редуктор; 4- втулка; 

5- вращающийся вал; 6- реактор; 7- пробоотборник; 8- держатель с диском; 9- нагреватель; 

10- контактный термометр; 11- термореле 

Результаты и обсуждения 

Результаты представлены в  виде кинетических моделей, полученных с применением 

метода ортогонального факторного планирования эксперимента (ПФЭ) [2, 3]. Изучали 

зависимость удельного количества металла, переходящего в раствор с поверхности диска (Q, 

моль∙дм
–2

) от концентрации реагента-растворителя (С, моль·дм
–3

), частоты вращения диска 

(ω, с
–1

), продолжительности опыта (τ, с) и температуры (Т, К).  

Для построения математической модели процесса растворения миллерита в области 

высоких концентраций серной кислоты при С = 0.5 – 5.0 моль·экв/дм
3
 , осуществлены опыты 

по плану ПФЭ 2
3
, условия и результаты которых представлены в таблице 1.  

Величина дисперсии воспроизводимости при концентрации серной кислоты 1 

моль·экв/дм
3
 и температуре 313 К;  = 10 с

-1 
равна 0.00081 согласно уравнению: 

),1/()(
1

22 


nyyS
n

i

срiвоспр                                   (1) 

где yср – среднее значение отклика y по данным n параллельных опытов.  

Таблица 1 – Условия и результаты опытов, выполненных для построения модели в при 

высоких концентрациях серной кислоты 

u 

С, 

моль·экв 

     дм
3
 

T, К ω, с
-1

 
W·10

9
,
 

моль·дм
-2

·с
-1

 
- lg(W) 

1 0.5 323 10 16.543 7.781 

2 0.5 323 1.6 16.358 7.786 

3 0.5 293 10 5.435 8.265 

4 0.5 293 1.6 5.423 8.266 

5 5 323 10 19.952 7.699 

6 5 323 1.6 18.776 7.726 

7 5 293 10 5.658 8.247 

8 5 293 1.6 5.615 8.250 
 

Таблица 2 – Матрица планирования ПФЭ 2
3
, а также  результаты эксперимента и 

расчѐтные  значения функции отклика модели 

u x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x1x2x3 yu (практ) y' (мод) 

1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -7.781 -7.770 

2 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -7.786 -7.770 
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3 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -8.265 -8.279 

4 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 -8.266 -8.278 

5 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 -7.699 -7.702 

6 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 -7.726 -7.726 

7 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 -8.247 -8.235 

8 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 -8.250 -8.243 
  

При такой воспроизводимости доверительный интервал равен:  

020.0/2
)1(,)(




 N
воспр

S
N

t
iji

b


,                              (2) 

где tα, (N – 1) – табличное значение критерия Стьюдента (при доверительной вероятности α = 

0,95) и числе степеней свободы (N–1));   

Значения коэффициентов регрессии  приведены в таблице 3. 

Таблица 3 – Коэффициенты регрессии полиноминальной модели (1) 

b0 b1 b2 b3 b12 b13 b23 b123 

-8.0028 0.0217 -0.2543 0.0044 -0.0136 0.0030 -0.0034 -0.0023 
 

Уровень фона ошибок превышают коэффициенты b0, b1 и b2. Остальные признаны 

незначимыми. 

Рассчитанная модель имеет вид: 

321
004.0254.0021.0003.8 xxxу   ,                      (1) 

где, );,( 2 сммольWLgWy   

79.0/)6.0(lg;000317.0/)003254.0
1

(;1989,0lg 321  x
T

xCx    

Подстановка выражений для х1, х2 и х3 приводит к уравнению: 

               
Т

Cу
1

802lg02.04.5                                           (2) 

С учѐтом только значимых коэффициентов полиномиальная модель преобразована в 

уравнение скорости:  

.1098.3 0/184702.06   TеСW                                      (3) 

Полиномиальная модель (3) признана адекватно представляющей изучаемый процесс. 

Расчетное значение критерия Фишера Fрасч=2.37 меньше его табличного значения 

01.9)3;5;05,0( 
табл

F  для данных. Дисперсия адекватности составляет 0.0032. 

Порядок по Н2SO4 практически нулевой. Значение эффективной энергии активации Еа 

составляет Еа = 15.4 0.6 кДж/моль. Константа скорости К равна 8.09·10
-9

 моль·дм
-1.9

·с
-1

 при 

298 К. 

Заключение 

Получены математические модели процесса растворения сульфида никеля методом 

вращающегося диска. Проведена проверка гипотезы адекватности уравнения скорости 

взаимодействия в области высоких концентраций серной кислоты. Найдены основные 

кинетические характеристики изучаемых процессов. 
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ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ПОЛУЧЕНИЯ CaO В РАСПЛАВЕ CaCl2–

Na(K)Cl 
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Исследована реакция окисления хлорид-ионов кислородом в расплавленных хлоридных 

смесях CaCl2-NaCl, CaCl2-KCl при различном содержании CaCl2 в расплаве. Определены 

кинетические параметры реакции окисления хлорид-ионов (константы скорости и порядок 

реакции, значения кажущейся энергии активации) по хлору. Показано, что количество 

образующихся хлора и оксида кальция зависит от концентрации CaCl2 в расплаве хлоридов и 

температуры. Выделен оксид кальция, определена его дисперсность.  

 

Ключевые слова: мелкодисперсный оксид кальция получение, расплавленные хлориды 

кальция и щелочных металлов. 

 

В последние годы поиск новых путей синтеза и применения нанодисперсных оксидов 

металлов привлекает все большее внимание исследователей. Оксиды щелочноземельных 

металлов используются во многих областях науки и техники, - катализе, микроэлектронике, 

материаловедении и др.  

В настоящее время к известным методам получения мелкодисперсных оксидов относят 

гидротермальный синтез, газофазное осаждение, пиролиз аэрозолей, плазмохимический 

синтез, химическое осаждение термически нестабильных соединений в растворах с 

дальнейшим их разложением. Получение мелкодисперсных простых и комплексных оксидов 

металлов в расплавленных средах представлено авторами [1–4]. Расплавленные среды 

позволяют вести процесс при более низких температурах [4, 5-6] в сравнении с другими 

методами получения оксидов; варьировать морфологию и структуру продуктов реакции [2, 

5]. В работах [7, 8] отмечается образование наночастиц оксидов металлов в расплавах солей. 

В то же время, число исследований, посвященных получению оксидов металлов путем 

окисления кислородом расплавленных хлоридов мало [9, 10]. 

В настоящей работе исследована реакция окисления хлорид-ионов при барботировании 

кислорода через расплавленные смеси CaCl2-Na(K)Cl с целью получения мелкодисперсного 

CaO. Оксид кальция используется в качестве связующего при производстве 

муллитокорундовой керамики, в составе модифицирующих добавок в полимерные 

материалы для придания им соответствующих механических свойств и устойчивости к 

горению.  

Таким образом, исследование взаимодействия хлоридов металлов с кислородом является 

актуальным для разработки новых методов синтеза мелкодисперсных оксидов металлов, в 

том числе CaO. 

Экспериментальная часть. 

В экспериментах использовали хлориды кальция, натрия и калия, иодид калия – марки 

«хч». Исследованы смеси расплавов с содержанием 20, 30, 40, 50, 60, 75, 85, 90 и 100 мас. % 

CaCl2. Температура проведения экспериментов 650–850
o
C. Методика проведения 

экспериментов и схема установки приведена в [9]. Для выделения оксида кальция растворяли 

mailto:rozdta@mail.ru
mailto:can_16@mail.ru
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охлажденные плавы в этаноле, затем фильтровали или центрифугировали. Остаточное 

содержание Cl
–
 в воде определяли методом капиллярного электрофореза на приборе Agilent 

G1600 AX. Порошки оксидов сушили при температуре 120 
о
С и прокаливали при 650 

о
С. 

Дисперсность полученных образцов оксида кальция определяли на атомно-силовом 

микроскопе Solver Pro. Фазовый состав в образцах полученных оксидов анализировали 

методом РФА на приборе Shimadzu XRD 7000 с Cu-Kα излучением, напряжение на трубке – 

40 кВ, ток – 30 мА. 

Результаты и обсуждение. 
Получение оксида кальция из его хлорида основано на реакции: 

CaCl2 (распл.) + ½ O2 (г.)  CaO (тв.) + Cl2 (г.). 

Образующийся оксид кальция выделяется в отдельную фазу и выпадает в осадок, 

поскольку имеет более высокую температуру плавления по сравнению с хлоридом кальция. 

Растворимость оксидов в хлоридных расплавах, как правило, крайне низкая.  

 
Рис. 1– Динамика выделения хлора из расплавленных смесей 

CaCl2–KCl при барботаже кислорода (5 л/ч), температуре 825 
о
С 

Показано, что количество образующихся хлора и оксида кальция зависит от концентрации 

CaCl2 в хлоридном расплаве, так как в условиях эксперимента хлориды калия и натрия 

инертны. Как видно из данных, представленных на рис. 1 и 2, скорость окисления хлорид-

ионов в системе CaCl2–KCl выше, чем в CaCl2–NaCl.  

Константы скорости реакции окисления хлорид-ионов рассчитывали по хлору по 

нулевому порядку (табл. 1).  

 
Рис. 2– Динамика выделения хлора из расплавов CaCl2–NaCl 

при барботаже кислорода (5 л/ч) и температуре 825 
о
С 
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Реакция окисления CaCl2 протекает с высокой скоростью (k0 = (24,45 ± 3,09)
 
10

-8
, моль/с 

при 825 
о
С и барботаже кислорода 5 л/ч).  

Таблица– Константы скорости реакции окисления Cl
–
 в расплаве  

CaCl2–K(Na)Cl при 825 
о
С, барботаж кислорода (5 л/ч) 

№ 

п/п 

Содержание CaCl2, 

мас.% 

k0·10
8
, моль/с 

CaCl2–KCl 

k0·10
8
, моль/с 

CaCl2–NaCl 

1 20 3.92 ± 0.49 1.44 ± 0.19 

2 30 3.05 ± 0.40 2.92 ± 0.11 

3 40 3.92 ± 0.51 3.31 ± 0.70 

4 50 4.44 ± 0.62 3.48 ± 0.58 

5 60 7.20 ± 0.80 2,42± 0.47 

6 75 7.53± 0.96 7.07± 1.25 

7 85 8.15± 1.06 - 

8 90 - 7.37± 1.42 

9 100 24.45 ± 3.09 24.45 ± 3.09 

 

Установлено, что при разбавлении CaCl2 хлоридом калия или хлоридом натрия 

(содержание CaCl2 в смеси менее 50 мас. %) реакция окисления хлорид-ионов в большей 

степени контролируется процессами диффузии кислорода на границе контакта газ-расплав. В 

области концентраций CaCl2 > 50 мас.% влияние скорости диффузии на окисление хлорид-

ионов сказывается уже в меньшей степени. Графики зависимости lnk0 – 1/Т для систем CaCl2-

KCl (эвт) и CaCl2-NaCl (эвт) имеют линейный характер в интервале температур 750–850 и 

650-850 ºC соответственно. Рассчитанные значения кажущейся энергии активации реакции 

равны 112 и 81 кДж·моль
–1

. Относительно низкие значения Еакт свидетельствуют о 

преобладании диффузионной составляющей в реакции окисления хлорид-ионов. 

Выделен оксид кальция, определена его дисперсность, химический состав. Рассчитан 

средний размер кристаллического блока D (нм) синтезированного оксида кальция по 

уравнению Селякова-Шеррера [11]: DCaO = 57 нм. По данным оптического микроскопа 

размер частиц лежит в интервале от 0,37 до 7,19 мкм. Максимальное количество частиц 

(90%) имеет размер менее 1 мкм.  

На основании полученных кинетических характеристик процесса окисления, а также 

путем варьирования параметров процесса установлено, что оптимальным расплавом для 

получения оксида кальция является смесь CaCl2–KCl с содержанием 85 мас. % СaCl2. 

Таким образом, путем окисления кислородом расплавленных смесей CaCl2–K(Na)Cl 

можно получать мелкодисперсный, в том числе нанодисперсный, CaO.  

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ №15-03-04139_а «Разработка 

физико-химических основ получения тонкодисперсных форм оксидов в солевых расплавах 

системы Mg, Ca, Zn, Na, K || Cl». 
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