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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ СИСТЕМЫ ВОДОПОДГОТОВКИ ПРЕДПРИЯТИЙ  

ХИМИЧЕСКОЙ И ПИЩЕВОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ 
 
В статье рассмотрено преимущество дистилляционного метода очистки жидкостей, а 

также предложено использование аппаратов пленочного типа для увеличения 
энергоэффективности промышленных водоподготовительных систем, использующихся на 
производственных предприятиях. 

 
Ключевые слова: Дистилляция, водоподготовка.  
 
В настоящее время существует значительная потребность в совершенствовании системы 

водоподготовки для производств химической и пищевой промышленности [1]. 
Быстрое развитие новых производств существенно повышает потребление различных 

видов воды, что часто связано с экологией окружающей среды. Поэтому крайне необходимо 
использовать новые схемы очистки вод с совершенствованием старых технологий, особенно 
для пищевых производств [2]. Важно также вносить изменения в комплексы очистки и 
подготовки очищаемых вод, это позволяет уменьшить количество вредных и опасных 
веществ, например микробиологических (патогенные бактерии и вирусы), тяжелые металлы, 
вещества с радиоактивностью и сложные органические соединения. Данные по допустимым 
нормам содержания веществ в воде, согласно СанПиН 1.2.3685-21 "Гигиенические 
нормативы и требования к обеспечению безопасности и (или) безвредности для человека 
факторов среды обитания" представлены в таблице 1 [3]. 

Таблица 1 – Норма содержания веществ в воде 
Вещество или соединение Единица 

измерения 
Норма 

содержания 
Класс 

опасности 
ртуть Мг/л 0,0005 2 
свинец Мг/л 0,03 2 
мышьяк Мг/л 0,05 2 
кадмий Мг/л 0,001 2 
Хром(6+) Мг/л 0,05 3 
бензпирен Мг/л 0,00001 1 
общее количество изомеров Мг/л 0,002 2 
общее количество микробов КОЕ/мл <50 - 
α-радиоактивные вещества Бк/л 0,2 - 
β-радиоактивные вещества Бк/л 1,0 - 
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В настоящее время почти треть человечества испытывает нехватку воды. К тому же 
быстрое развитие технологий усугубляет это положение: строительство новых городов, 
производств, ферм и других объектов, при неправильном использовании воды значительно 
повышает потребление воды, и, что гораздо хуже, способно значительно навредить 
окружающей среде. 

Существует значительная потребность в совершенствовании систем водоподготовки 
промышленных предприятий. Важным аспектом очистки и водоподготовки воды является их 
целесообразное использование. Так, в промышленности, большая часть используемой воды 
используется не в пищевых, а технических целях, тем самым, не требуя особой тщательной 
очистки. Это позволяет значительно экономить на разделении потребляемых вод на 
обязательно фильтруемые и дополнительно не фильтруемые. 

Таким образом, на объектах пищевой промышленности, для очистки и подготовки воды до 
состояния пригодного к использованию именно в пищевых целях, необходимо создание 
специальных комплексных установок очищения от вредных веществ- ионов тяжёлых 
металлов, радиоактивных нуклидов и других [4]. 

Работа устройства дополнительной подготовки и очистки воды, согласно экологическим 
нормам допуска к использованию, может быть основана на принципах адсорбции, 
дистилляции и мембранной очистки. 

Также в очистной механизм могут быть внесены модификации, повышающие 
эффективность и потребительский спрос [5]. 

Способ очистки методом дистилляции обладает значительным преимуществом над 
остальными- он способен полностью очистить воду от любых примесей и лишних 
компонентов, при этом не требует постоянного контроля после каждой фазы. Для повышения 
эффективности использования дистилляционных очистителей можно использовать 
вторичные тепловые источники, такие как теплообменники различных установок, 
электрооборудование и газовые выбросы с энергетических установок.  

Дистилляционная установка-очиститель, экспериментальная схема которой представлена 
на рисунке 1, состоит из: теплообменника-конденсатора, возвращающего часть энергии, 
затраченной на нагрев уже очищенной воды до точки кипения, на нагрев ещё неочищенной, 
теплообменника-подогревателя, нагревающего воду до точки кипения и по трубопроводу 
поставляющего пароводяную смесь в испаритель с испарительной камерой, в которой смесь 
интенсивно вскипает и выводится обратно в теплообменник-конденсатор, где отдаёт часть 
тепла и уже готова к использованию. Подобное многоразовое использование энергии для 
нагрева воды до точки кипения позволяет значительно улучшить энергоэффективность [6]. 

В предполагаемой полезной модели недостатком являются значительные тепловые потери 
горячего теплоносителя. Решением проблемы, в некоторой мере, является использование 
соединения паропроводом выпарного аппарата и теплообменника-конденсатора.  

Другой более энергоэффективной установкой является конструкция представленая на 
рисунке 2. Такая установка включает в себя: испаритель плёночного типа 1, теплообменник-
конденсатор 2, инжектора 3, распылительного деаэратора 4 и насоса 5. 

Отличительной особенностью установки является замена обычно используемого в таких 
системах вакуумного насоса на эжекторный, использующий в качестве энергии тепло 
очищаемой жидкости. Однако главным отличием такой схемы является использование 
испарителя плёночного типа, спроектированного в форме выпарного аппарата и 
нагревающей камерой снизу.  
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Рис. 1 - Схема дистилляционной установки [3]: 1 – испаритель, с испарительной камерой, 

2 – теплообменник-подогреватель, 3 – теплообменник-конденсатор. 
В результате доведения жидкости до кипения теплоносителем, подающимся в нижнюю 

часть нагревательной камеры, образуются периферийная плёнка жидкости и центральный 
паровой поток. Благодаря касательному напряжению между слоями жидкостного пара и 
жидкости, в греющих трубках образуется строго направленный в одну сторону восходящий 
поток. Смесь пара и жидкости проходит по трубкам, при этом активен процесс «ядерного 
кипения», благодаря которому значительно увеличивается теплопередача и значительно 
возрастает интенсивность образования пара. После чего пар конденсируется чистой водой, а 
оставшаяся жидкость, с увеличенной концентрацией примесей, выводится в качестве 
остатка. 

 
Рис. 2 - Схема дистилляционной установки с восходящей пленкой жидкости: 

1 – испаритель плёночного типа, 2 – конденсатор-теплообменник, 3 – инжектор, 
4 – распылительный деаэратор, 5 – насос. 
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Таким образом вторая установка за счёт замены вакуумного насоса на эжектор и 
особенностям конструкции испарителя с зоной моментального закипания жидкости и зоной 
ядерного кипения, позволяет в значительной степени уменьшить требуемые энергозатраты на 
создание в системе пониженного давления, а также более эффективной дистилляции. 
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О КЛАССИФИКАЦИИ ЧАСТИЧНЫХ ОПЕРАЦИЙ ОТ 4 ПЕРЕМЕННЫХ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРИНАДЛЕЖНОСТИ МАКСИМАЛЬНЫМ МУЛЬТИКЛОНАМ 

РАНГА 2 
 

Рассматриваются частичные операции и их классификация на основе принадлежности 
15 максимальным мультиклонам ранга 2. Классификация проведена с помощью специально 
созданного комплекса компьютерных программ на языке C++. Получены 
характеристические векторы всех частичных операций размерности 4. Дана новая нижняя 
оценка общего количества уникальных характеристических векторов для частичных 
операций и, соответственно, новая нижняя оценка классов эквивалентности для 
мультиопераций. 

 
Ключевые слова: мультиоперации, частичные операции, мультиклон, суперпозиция, 

классификация. 
 
Введение 
Задачи классификации являются важнейшими в теории дискретных операций. 

Традиционной является классификация, построенная на основе принадлежности замкнутым 
относительно суперпозиции множествам. Одной из первых была классификация, 
предложенная Э. Постом, который установил, что множество всех булевых операций 
разбивается на счетное множество замкнутых относительной суперпозиции классов. Но в 
общем случае такая классификация является континуальной. В связи с этим рассматривается 
классификация, основанная на принадлежности операций так называемым максимальным, 
или предполным множествам. Такая классификация позволяет определить, например, все 
типы базиcов или полных множеств. Для булевых операций имеется 1 тип базиса мощности 
1, 17 типов базисов мощности 2, 22 типа базисов мощности 3, 2 типа базисов мощности 4. 
Базисов большей мощности не существует [1]. 

В последнее время среди дискретных операций интенсивно исследуются мультиоперации: 
операции, которые заданы на конечном множестве и в качестве своих значений 
возвращающие подмножества исходного множества, в том числе и пустое.  

Множество замкнутых относительно суперпозиции классов мультиопераций, заданных на 
2-х элементном множестве, является континуальным, а число предполных множеств равно 
15 [2]. Достаточно большое число предполных множеств вызывает технические сложности 
нахождения нижних оценок числа классов эквивалентности относительно принадлежности 
предполным множествам. В связи с этим, вначале были классифицированы булевы 
операции [3] и гипероперации [4]. Для частичных операций и мультиопераций была 
выполнена только классификация операций, зависящих от 3 переменных [5]. Было найдено, 
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что число уникальных характеристических векторов для мультиопераций от 3 переменных 
равно 292, а для частичных операций от 3 переменных – 114. 

В работе рассматриваются частичные операции размерности 4 и их классификация на 
основе принадлежности 15 максимальным мультиклонам ранга 2. Классификация 
проводится на основе данных, полученных с помощью специально созданной компьютерной 
программы на языке C++.   

Постановка задачи 
Назовем мультиоперациями ранга 2 на E операции вида f: E→F, где E={0,1}, 

F={∅,{0},{1},{0,1}}. Для краткости обозначим множества через одиночные символы: {0} и 
{1} – через «0» и «1» соответственно, пустое множество {∅} – через *, множество {0,1} – 
через «–». Обозначим множество мультиопераций через M, в нем выделяют: 

1) O* – множество частичных операций, или тех, которые на основных наборах, 
состоящих из 0 и 1 могут принимать значения «0», «1» и «*»; 

2) H – множество гиперопераций, принимающих на основных наборах (из 0 и 1) значения 
«0», «1» и «–»; 

3) O – множество булевых операций, которые на наборах из 0 и 1 также принимают 
значения «0» или «1». Оно является подмножеством для каждого из вышеперечисленных 
(частичных, гипер- и мультиопераций). 

Возьмем 𝑚𝑚 операций размерности 𝑛𝑛 вида 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥�), 𝑖𝑖 = 1, 𝑚𝑚������. Также возьмем мультиоперацию 
𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚) размерности 𝑚𝑚. Суперпозиция 𝑓𝑓�𝑓𝑓1(𝑥𝑥�), , … , 𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥�)� будет определять 
мультиоперацию 𝑔𝑔(𝑥𝑥�) следующим образом: при подстановке в 𝑔𝑔(𝑥𝑥�) любого набора значений 
переменных (𝛼𝛼1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) из множества 𝐸𝐸𝑛𝑛 значение 𝑔𝑔(𝛼𝛼1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) от этого набора равно: 

1) ∅, если есть хотя бы один i∈{1,…,m}, при котором 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝛼𝛼1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) = ∅; 
2) ⋃ 𝑓𝑓(𝛽𝛽1, … , 𝛽𝛽𝑚𝑚)|𝛽𝛽𝑖𝑖 ∈ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝛼𝛼1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛), 𝑖𝑖 ∈ {1, … , 𝑚𝑚} иначе. 
На наборах, состоящих только из 0 и 1, мультиоперация может принимать любое значение 

из множества 𝐹𝐹′ = {∗ ,0,1, −}. На наборах, где имеется хотя бы одна *, она примет значение 
«*». На оставшихся наборах (где есть хотя бы одна «–» и ни одной «*») значение операции 
определяется по суперпозиции. Так как значения мультиопераций на наборах хотя бы с 
одной «−» в итоге определяются через значения на наборах, состоящих только из 0,1 и *, а 
наборы хотя бы с одной «∗» дают значение «∗» для всех мультиопераций, то можно сказать, 
что мультиоперации целиком однозначно определяются через значения на наборах, 
состоящих из 0 и 1. 

В [2] имеется описание 15 максимальных мультиклонов ранга 2. При этом, чем выше 
номер мультиклона, тем выше сложность его описания. Например, K3 – клон 
мультиопераций, возвращающих на наборе из всех 0 значение 0 или *; K4 – возвращающих 
на наборе из всех 1 значение 1 или *, но клон K14 – клон мультиопераций, сохраняющих 
предикат из 157 столбцов длины 4, а K15 – клон мультиопераций, сохраняющих предикат из 
189 столбцов длины 4. По 15 предполным множествам для каждой мультиоперации можно 
составить характеристический вектор – вектор из 15 значений, где i-ое значение показывает, 
принадлежит ли рассматриваемая мультиоперация i-тому мультиклону из 15 (обозначается 
как 0) или нет (как 1). 

Так как отношение принадлежности предполным множествам является отношением 
эквивалентности, то возникает вопрос о числе классов эквивалентности для мультиопераций, 
в т.ч. для частичных операций, для чего ведется поиск верхней и нижней оценок этого числа 
классов. Верхняя оценка производится через анализ закономерностей и исключение 
невозможных векторов, а нижняя оценка – через нахождение конкретных мультиопераций с 
заданным вектором принадлежности максимальным мультиклонам. Например, 
мультиоперация от двух переменных (1111) на наборе из всех 1 возвращает 1 и потому 
принадлежит клону K4, а операция (1110) – нет, из чего сразу следует, что их 
характеристические векторы будут разными. Перебор мультиопераций для выявления 
нужных обычно выполняется с помощью компьютерных экспериментов. Исследования 
булевых операций и гиперопераций показали, что для получения точных оценок достаточно 
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перебрать мультиоперации, зависящие от 4-переменных. 
Для проверки частичных операций размерности 4 и построения векторов принадлежности 

максимальным мультиклонам частичных операций, заданных на двухэлементном множестве 
и зависящих от четырех переменных, был составлен комплекс программ на языке 
программирования C++, который состоит из трех подпрограмм. 

1. Первая программа вычисляет значения на всех наборах из подмножеств заданного 
множества для каждой частичной операции от четырех элементов и сохраняет результаты 
(векторные представления всех проверяемых операций) в бинарные файлы.  

2. Вторая программа, используя представления операций, полученные первой 
программой, строит для каждой частичной операции вектор принадлежности мультиклонам 
K1-K14. Последний мультиклон K15 рассматривается отдельно из-за повышенной 
сложности. 

3. Третья (последняя) программа берет результаты второй и проверяет операции на 
принадлежность последнему мультиклону K15, после чего на основе всех известных данных 
выделяет уникальные векторы принадлежности мультиклонам K1 – K15.  

 

 
 

Рис. 1 – Комплекс программ и выходные данные 
 
Полученные результаты 
С помощью составленного программного комплекса были проверены все частичные 

операции размерности 4 на принадлежность к 15 классам. Их количество равно 3^16, или 
43046721. Для всех проверенных операций были составлены характеристические векторы. 
Среди них были найдены 19 новых уникальных характеристических векторов, которые не 
встречаются среди векторов для мультиопераций и частичных операций размерности 3. 

Таким образом, по сравнению с количеством уникальных характеристических векторов 
для частичных операций от 3 переменных, количество которых составляет 114, для 
частичных операций размерности 4 оно составляет 133 вектора. Также увеличилaсь 
минимальная граница количества классов эквивалентности для мультиопераций, так как 
полученные 19 новых векторов для частичных операций являются уникальными и для 
мультиопераций. Число уникальных характеристических векторов для мультиопераций 
размерности 3 было равно 292 [5]. После исследования частичных операций от 4 переменных 
установлено, что число классов эквивалентности мультиопераций не меньше, чем 311. В 
таблице 1 представлены 19 новых векторов, получаемых с помощью частичных операций от 
4 переменных. В первом столбце записаны характеристические векторы, а во втором – 
пример соответствующей частичной операции (в виде векторного представления). 
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Таблица 1 – Уникальные характеристические векторы для частичных операций от 4 
переменных 

 Пример частичной операции Характеристический вектор 
1 0001*0********** 010010011101011 
2 **0110********** 110010011101101 
3 1111111********* 111010011001011 
4 *0*0***0******** 110010011100010 
5 0**0*0*0******** 010010011100111 
6 *0000000******** 110010011100111 
7 111****1******** 111010011101011 
8 *0*0*0*1******** 110010011101011 
9 1**1*1*1******** 111010011100111 
10 111****11******* 111010011111011 
11 ****10010110**** 110010001101101 
12 *0*0*0*********0 110110011101011 
13 *0000000*******0 110110011100111 
14 *0**00*0***0***0 110110011110111 
15 1**1*11**00*0**0 111110101101101 
16 ***0*0*0*0*0*0*0 110110010100111 
17 *0*0*0*********1 100010011101011 
18 *0000000*******1 100010011100111 
19 0**1*10**10*0**1 000010001101101 

 
Количество частичных операций от 4 переменных составляет 3^(2^4) = 3^16 = 43046721 

операцию, а количество мультиопераций от 4 переменных – 4^(2^4) = 4^16 = 4294967296 
операций, что больше приблизительно в 99.775 раз. Так как окончательное время 
программной проверки частичных операций после всех оптимизаций и внедрения новых 
алгоритмов составило   примерно 6 часов, можно утверждать, что классификацию 
мультиопераций от 4 переменных можно также провести в приемлемые сроки. 

Заключение 
С использованием созданного программного комплекса была проведена проверка и 

классификация всех частичных операций размерности 4, что дало новую нижнюю оценку 
числа уникальных характеристических векторов для частичных операций. В свою очередь, 
это необходимый шаг для проведения в дальнейшем проверки и классификации 
мультиопераций размерности 4 и всех мультиопераций любой размерности в целом, путем 
поиска новых закономерностей для установки новой верхней границы числа уникальных 
характеристических векторов. 

 
Исследования первого автора выполнены за счет гранта Российского научного фонда  

№ 24-21-00011 в Бурятском государственном университете им. Д.Банзарова, 
https://rscf.ru/project/24-21-00011/. 
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ВЛИЯНИЕ ВЯЗКОСТИ НА ФОРМИРОВАНИЕ И ЭВОЛЮЦИЮ ВОЛН  
В МОДИФИЦИРОВАННОМ УРАВНЕНИИ БЮРГЕРСА 

 
Цель исследования — численный анализ влияния коэффициента вязкости на динамику 

решений модифицированного уравнения Бюргерса с кубической нелинейностью. Работа 
демонстрирует три характерных режима поведения: при малых значениях вязкости 
формируются участки с очень крутыми градиентами, при средних наблюдаются плавные 
фронты, а при больших вязкостях профиль волны сильно сглажен. Новизна исследования 
заключается в систематическом сравнительном анализе перехода между этими 
режимами. Результаты позволяют лучше понимать механизмы формирования 
локализованных структур в нелинейных волновых процессах и подчеркивают важность 
численных методов для изучения модифицированных уравнений Бюргерса. 

 
Ключевые слова: модифицированное уравнение Бюргерса, численные методы, нелинейные 

волны, вязкость, диффузия, эволюция профиля. 
 
Модифицированные уравнения типа Бюргерса занимают важное место в математической 

физике, поскольку позволяют моделировать широкий спектр нелинейных волн, в том числе 
процессы формирования и эволюции ударных фронтов. В отличие от классического 
уравнения Бюргерса, где нелинейность имеет квадратичный характер, модифицированное 
уравнение с кубическим членом 𝑢𝑢2𝑢𝑢𝑥𝑥 описывает более сильные нелинейные эффекты и 
обладает рядом особенностей динамики решений [1]. Такие модели применяются для 
описания акустических волн, процессов в плазме и в средах с нелинейными 
характеристиками [2]. 

Ряд работ посвящён аналитическим и самоподобным решениям этого уравнения [3], 
однако из-за отсутствия преобразования типа Коул-Хопфа спектр точных решений 
существенно ограничен. Поэтому важную роль играет разработка и применение численных 
методов, включая конечно-разностные схемы, методы коллокации и сплайновые 
аппроксимации [4]. Численные исследования позволяют выявить особенности перехода от 
образования ударных волн при малой вязкости к формированию сглаженных профилей при 
больших значениях коэффициента диффузии. 

Таким образом, анализ влияния вязкости на поведение решений модифицированного 
уравнения Бюргерса остаётся актуальной задачей, имеющей как прикладное, так и 
теоретическое значение. 

В данной работе рассматривается модифицированное уравнение Бюргерса с кубической 
нелинейностью 

𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑢2𝑢𝑢𝑥𝑥 = 𝜈𝜈𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], 𝑡𝑡 > 0 
где 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) - искомая функция, а 𝜈𝜈 ≥ 0 - коэффициент вязкости. Для исследования 

динамики решений задаётся начальное условие вида 
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 𝑢𝑢0(𝑥𝑥), 

которое моделирует локализованный возмущённый профиль, например гауссового или 
синусоидального типа. На границах области используются граничные условия первого рода 
(Дирихле), задающие фиксированные значения функции, либо периодические условия, 
позволяющие исследовать распространение и взаимодействие волн в замкнутой области. 

Основная цель численного анализа заключается в исследовании эволюции профиля 
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решения при различных значениях параметра 𝜈𝜈. Для дискретизации уравнения используется 
метод конечных разностей, основанный на аппроксимации пространственных производных 
центральными разностями второго порядка, а временная эволюция моделируется с помощью 
неявной или полуявной схемы, обеспечивающей устойчивость при достаточно больших 
шагах по времени. Такой подход позволяет получить численные решения для различных 
режимов и провести сравнительный анализ влияния коэффициента вязкости на характер 
эволюции нелинейной волны. 

Для численного моделирования воспользуемся полу явным методом, который хорошо 
сочетается с нелинейным адвективным членом и диффузией: нелинейный поток берём явно 
(явная аппроксимация в правой части), а диффузионный член - неявно (линейная система 
трёхдиагональная). Это даёт хорошую устойчивость по отношению к жёсткой диффузии и 
при этом не требует решать нелинейную систему на каждом шаге. 

Разобьём отрезок [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] на 𝑁𝑁 ячеек с шагом ℎ = Δ𝑥𝑥 = (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)/𝑁𝑁. Сетки: 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎 + 𝑖𝑖ℎ, 𝑖𝑖 =
0, … , 𝑁𝑁. Временная сетка 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ𝑡𝑡. 𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑛𝑛 - приближение 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑡𝑡𝑛𝑛). Введём поток 

𝐹𝐹(𝑢𝑢) =
1
3

𝑢𝑢3, 𝜕𝜕𝑥𝑥(𝑢𝑢2𝑢𝑢𝑥𝑥) = 𝜕𝜕𝑥𝑥𝐹𝐹(𝑢𝑢) 
Полуявная схема (явная по нелинейному члену, неявная по диффузии): 

𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑛𝑛+1 − 𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑛𝑛

Δ𝑡𝑡
+

𝐹𝐹𝑖𝑖+1
𝑛𝑛 − 𝐹𝐹𝑖𝑖−1

𝑛𝑛

2ℎ
= 𝜈𝜈

𝑢𝑢𝑖𝑖+1
𝑛𝑛+1 − 2𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑛𝑛+1 + 𝑢𝑢𝑖𝑖−1
𝑛𝑛+1

ℎ2 , 

где 𝐹𝐹𝑖𝑖
𝑛𝑛 = 1

3
(𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑛𝑛)3. 
Преобразуем уравнение к трёхдиагональной системе для вектора 𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = {𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑛𝑛+1}𝑖𝑖=1
𝑁𝑁−1 

(внутренние узлы; граничные значения задаются отдельными условиями): 

−𝜆𝜆𝑢𝑢𝑖𝑖−1
𝑛𝑛+1 + (1 + 2𝜆𝜆)𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑛𝑛+1 − 𝜆𝜆𝑢𝑢𝑖𝑖+1
𝑛𝑛+1 = 𝑢𝑢𝑖𝑖

𝑛𝑛 − Δ𝑡𝑡
𝐹𝐹𝑖𝑖+1

𝑛𝑛 − 𝐹𝐹𝑖𝑖−1
𝑛𝑛

2ℎ
, 

где 𝜆𝜆 = 𝜈𝜈 Δ𝑡𝑡
ℎ2. Для 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑁𝑁 − 1. Левая часть - стандартная трёхдиагональная матрица 

(три диагонали: −𝜆𝜆, 1 + 2𝜆𝜆, −𝜆𝜆 ). 
 

 
 

Рис. 1 - Численное моделирование уравнения Бюргерса 
Для модифицированного уравнения Бюргерса с кубической нелинейностью 𝑢𝑢2𝑢𝑢𝑥𝑥 и 

вязкости 𝜈𝜈 = 0.001,0.01,0.05,0.1,0.5,1,1.5,2 наблюдаются следующие закономерности в 
эволюции профиля решения. 

При малых значениях вязкости (𝜈𝜈 = 0.001,0.01,0.05,0.1) влияние диффузионного члена 
𝜈𝜈𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 невелико, и динамика решения определяется преимущественно нелинейным членом. 
Начальный профиль деформируется, формируются участки с очень крутыми градиентами 
𝑢𝑢𝑥𝑥, близкими к разрывам, однако решение остаётся непрерывным. Для 𝜈𝜈 = 0.001 и 0.01 
фронты крайне крутые, амплитуда почти сохраняется. При 𝜈𝜈 = 0.05 − 0.1 градиенты уже 
несколько сглажены, но пики остаются заметными. 
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Для средних значений вязкости (𝜈𝜈 = 0.5,1) диффузия начинает существенно влиять на 
профиль. Участки с крутыми градиентами выравниваются, максимальная амплитуда 
снижается, а ширина пика увеличивается. Нелинейность ещё сохраняет влияние на форму, 
однако профиль становится более плавным и симметричным. Этот диапазон характеризует 
баланс между диффузионными и нелинейными эффектами. 

При больших значениях вязкости (𝜈𝜈 = 1.5,2) диффузионное воздействие доминирует над 
нелинейным членом. Профиль сильно сглажен, амплитуда уменьшена, крутые градиенты 
практически отсутствуют. Решение приобретает почти линейный характер, и динамика 
определяется в основном диффузией. 

Общие закономерности следующие: с уменьшением вязкости формируются участки с 
очень высокими градиентами и узкие пики высокой амплитуды; с увеличением вязкости 
решение становится более плавным, амплитуда снижается, а ширина пика увеличивается. 
Пороговое поведение наблюдается примерно между 𝜈𝜈 = 0.1 и 0.5: для 𝑣𝑣 ≤ 0.05 профиль 
содержит резкие градиенты, для 𝑣𝑣 ≥ 1 решение сглаженное, а промежуточный диапазон 
демонстрирует плавные фронты, где конкурируют диффузия и нелинейность. 
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МОДЕЛИРОВАНИЯ НАИБОЛЕЕ 

ТЕПЛОНАПРЯЖЕННОГО КАНАЛА ТВС В ПРОГРАММНОМ СРЕДСТВЕ 
SIMINTECH 

 
В статье рассматривается моделирование теплогидравлических свойств ТВЭЛ в 

наиболее теплонапряженном канале ТВС кассетного типа в программной платформе 
SimInTech в сравнении с аналитическим расчетом.  
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Введение. В настоящее время для моделирования теплогидравлических процессов 

применяются разнообразные расчетные программные средства (ПС). Наибольшее 
распространение нашли трехмерные и одномерные ПС. Трехмерные ПС в основном 
используются для подробного исследования модели, однако такие трехмерные расчеты 
трудоемки и требуют больших вычислительных ресурсов. Одномерные ПС не позволяют 
получить подробную информацию о конкретном исследуемом объекте, однако позволяют 
моделировать совместную работу всех исследуемых элементов в составе единой системы. На 
сегодняшний день имеется широкий перечень зарубежных одномерных ПС для проведения 
теплогидравлических расчетов, однако применение таких кодов в РФ ограничено, в 
результате чего возникает необходимость импортозамещения на рынке вычислительных 
программных средств. В настоящее время в открытом доступе находится ПС «SimInTech», 
разработанный отечественной компанией. Он предназначен для исследования и анализа 
нестационарных процессов в различных технических системах, описание динамики которых 
может быть представлено в виде методов структурного моделирования или систем 
дифференциально-алгебраических уравнений [1]. 

На сегодняшний день в платформе SimInTech содержится более 20 библиотек блоков [2], 
включая теплогидравлику, кинетику нейтронов, электроприводы, нейронные сети и т.п. Такое 
ПО позволяет с меньшей затратой по времени смоделировать распространенные 
теплогидравлические процессы по сравнению с аналитическим методом, а также ускорить 
расчеты при совместном использовании с трехмерными ПС [3]. 

В данной работе моделирование в ПС SimInTech сравнивается с аналитическим расчетом 
теплогидравлики ТВЭЛ в наиболее теплонапряженном канале ТВС кассетного типа. 
Тепловыделяющий элемент активной зоны ядерного ректора стержневой, контейнерного 
типа, состоящий из топливного сердечника, зазора и оболочки. Задача состоит в нахождении 
температурного поля в ТВЭЛ при заданных материалах, геометрии, объемном 
тепловыделении топлива, свойствах теплоносителя. 

Аналитический расчет. Решение задачи аналитическим методом было  основано на 
методике [4] теплового расчета активной зоны водо-водяного реактора под давлением. 
Тепловой расчет в инженерной практике производится для определения оптимальных 
параметров и условий работы активной зоны, удовлетворяющих требованиям 
теплотехнической надежности при заданной мощности в течение всей кампании реактора. 

При выполнении стандартных инженерных расчетов принимаются следующие допущения 
и упрощения: течение теплоносителя в канале принимается одномерным, теплофизические 
параметры теплоносителя и материалов принимаются осредненными по течению канала, 
продольные перетечки тепла за счет теплопроводности по теплоносителю не учитываются, а 
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также отсутствует учет режимов кипения до кризисов теплообмена. 
В качестве исходных данных были выбраны следующие характеристики: ТВС состоит из 

кожуха шестигранного сечения и нескольких ТВЭЛ  (37 шт.) круглого сечения (диаметром 7 
мм), входящих в кожух (размер под ключ – 5.6 см). ТВЭЛ состоит из топливного сердечника 
(радиусом 2.95 мм) из двуокиси урана (UO2), оболочки из циркониевого сплава (толщиной 
0.5 мм), отделяющей сердечник от теплоносителя и замедлителя (H2O). Пространство между 
топливным сердечником и оболочкой заполнено инертным газом (He). Размеры активной 
зоны: высота – 0.87 м, радиус – 0.47 м, энерговыделение в 760 кВт распределяется по ТВЭЛ с 
учетом коэффициентов неравномерности (Kz = 1.267). Температура воды на входе в канал – 
262.6 °C. 

Моделирование в ПС SimInTech. В одномерных кодах, включая SimInTech, 
моделирование осуществляется путем составления нодализационной схемы – набора 
элементов (контрольные объемы, каналы, сосуды, стенки и т.д.), моделирующих 
определенные процессы. Каждый элемент описан системой алгебраических и 
дифференциальных уравнений. Для таких элементов, как каналы и тепловыделяющие 
элементы, имеется возможность разбить элемент на ячейки конечных размеров. Количество 
таких ячеек (элементов разбиения) определяет точность моделирования, поэтому зачастую 
необходимо проведение дополнительных расчетов на сеточную сходимость. 

На рис. 1 представлена нодализационная схема модели в ПС SimInTech. Она состоит из 
следующих элементов: «Подпитка» – имитирует подачу теплоносителя в канал; «Внутренний 
узел» – необходим для соединения элемента «Подпитка» с элементом «Канал»; «Канал» – 
реализует модель теплогидравлического канала; «ТВЭЛ тип 1» – реализует модель 
тепловыделяющего элемента (элементов) активной зоны ядерного ректора (ТВЭЛ 
стержневой, контейнерного типа, состоящий из топливного сердечника, зазора и оболочки); 
«Граничный узел» – Позволяет моделировать некоторую граничную область контура, 
являющуюся внешней (смежной) системой по отношению к моделируемому контуру. 

 

 
 

Рис. 1 – Нодализационная схема модели в ПС SimInTech 
ТВЭЛы обмениваются теплом с водой в канале, что реализовано посредством «Тепловой 

связи», обозначенной на схеме красной линией.  
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Результаты. В табл. 1 приведены значения максимальной температуры, полученной для 
аналитического решения и моделирования при разном количестве разбиений элементов 
ТВЭЛ и канала по высоте в теплогидравлической модели SimInTech. С увеличением 
количества разбиений (10, 50, 100 элементов) значения температуры сходятся к предельному 
значению, условие сеточной сходимости выполняется.  

Таблица 1 – Сравнение максимальных температур tmax при различных элементах 
разбиения в ПС SimInTech и при аналитическом решении (А) 

tmax, °С А 10 эл. 50 эл. 100 эл. 
На оси ТВЭЛ 1103.8 1180.2 1236.9 1239.2 

На внутренней поверхности 
оболочки 335.8 334.3 334.3 334.3 

На внешней поверхности оболочки 314.4 314.5 315.0 315.0 
В теплоносителе 299.4 297.6 299.2 299.4 

 

Был построен график (рис.2) зависимости температур внутренней оболочки, внешней 
оболочки и теплоносителя от относительной высоты ТВЭЛ (безразмерная величина,  
где -1 – нижняя граница, 1 – верхняя граница, 0 – центр ТВЭЛ). Моделирование выполнено 
при 100 элементах разбиения в сравнении с аналитическим методом. Показаны температуры 
для (А) – аналитического решения и (S) – моделирования в ПС SimInTech. 

 

 
 

Рис. 2 – Сравнительный график температур оболочки и теплоносителя 
Расхождение графиков температур оболочки при моделировании в сравнении с 

аналитическим расчетом можно объяснить неучетом режимов кипения теплоносителя до 
кризисов теплообмена, неучет принимается в стандартных методиках [4]. При этом ПС 
SimInTech учитывает данные режимы, и на стенках оболочки при моделировании происходит 
кипение, за счет чего изменяется коэффициент теплоотдачи и, соответственно, распределение 
температур. Теплогидравлический код SimInTech [2] включает в себя пузырьковое, 
переходное, пленочное кипение как недогретой жидкости, так и жидкости на линии 
насыщения. 

Заключение. Отечественное ПС SimInTech позволяет автоматизировать 
распространенные теплогидравлические процессы, решая при этом задачи теплогидравлики 
на более точном уровне по сравнению со стандартным аналитическим расчетом в связи с 
учетом многих факторов, которые зачастую опускаются для облегчения математических 
выкладок и ускорения расчетов. 
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ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ИЗМЕНЕНИЯ ПРОГРАММЫ ПОЛЕТА КОСМИЧЕСКОГО 

АППАРАТА НА ЕГО НАДЕЖНОСТЬ 
 
В статье рассматривается актуальная задача обеспечения надёжности космических 

аппаратов (КА) в условиях изменения программы полёта на ранних этапах лётно-
конструкторских испытаний (ЛКИ). Особое внимание уделяется ситуации, когда 
космический корабль (КК) выводится на упрощённую орбиту для проверки его 
работоспособности в условиях, близких к целевым, что требует анализа влияния 
отклонений на эксплуатацию аппарата. Отмечается необходимость учёта полученных в 
ходе ЛКИ данных для корректной оценки способности КА выполнить полёт по расчётной 
траектории. В работе представлена методика, позволяющая оценить влияние изменения 
режимов и условий функционирования на надёжность и безопасность КА, результаты 
которой могут быть использованы при планировании программ ЛКИ и модернизации 
аппаратов. 

 
Ключевые слова: изменение программы полёта, режим эксплуатации, условия 

эксплуатации, космический аппарат, надёжность. 
 
Современные тенденции ракетно-космической отрасли направлены на повышение 

надёжности КА, особенно на ранних этапах ЛКИ, когда КК выводят на упрощённую орбиту 
для проверки работоспособности. Такие испытания выявляют расхождения между 
расчётными и реальными параметрами, однако изменения программы полёта могут вызывать 
непредсказуемые отказы, как показали случаи со Starliner и Orion Artemis I [1–2]. Это 
подчёркивает необходимость оценки влияния изменённых условий эксплуатации на 
надёжность и безопасность КА. На основе анализа ЛКИ [1,2] и опыта проектирования [3,4] 
разработана методика оценки влияния изменений программы полёта, включающая комплекс 
работ на разных этапах жизненного цикла. Последовательность этих работ представлена на 
рисунке 1. 
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Рис. 1 – Алгоритм оценки влияния изменения программы полёта КА на его надёжность 

Ниже представлены содержания работ в последовательности их выполнения. 
1 Рассмотрение тактико-технических требований 
ТТТ детализируются для подсистем, агрегатов, узлов и деталей, формируя основу для 

всех последующих этапов проектирования. 
2 Анализ изменений программы полета 
При рассмотрении обновлённой программы полёта фиксируются изменения между 

этапами и внутри каждого этапа. Анализ включает два направления: условия эксплуатации и 
режим эксплуатации. Он проводится в два этапа — качественный, где определяются новые 
или изменившиеся воздействия, и количественный, где оцениваются их параметры с 
помощью моделирования или измерений. Анализ имеет иерархическую структуру — от 
уровня КА в целом до подсистем и узлов — и выполняется на этапе разработки технического 
предложения с последующим уточнением по мере проработки проекта. 

3 Анализ видов и последствий функциональных отказов 
Для анализа видов и последствий функциональных отказов (АВПФО) составляется 

перечень функций подсистем КА и фиксируются наихудшие последствия их отказов, без 
учёта количества отказов, необходимых для потери функции. В анализе учитываются вид 
отказа, этап полёта и время его возникновения. Вероятности отказов и резервирование не 
учитываются — цель анализа в оценке критичности последствий и разработке мер 
предотвращения. 

4 Анализ конструкции 
Анализ конструкции направлен на оценку способности системы противостоять отказам, 

выявленным в АВПФО, и определение способов обеспечения безотказности и 
отказоустойчивости. Анализ начинается на этапе разработки технического предложения и 
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корректируется по мере изменения конструкции, обеспечивая полное и всестороннее 
подтверждение способности КА выдерживать сбои согласно требованиям надёжности и 
безопасности. 

5 Определение областей локализации отказов 
В процессе разработки КА необходимо фиксировать все предположения о независимости 

отказов — это основа для анализа надёжности и подтверждения соответствия тактико-
техническим требованиям. 
Для этого вводится понятие областей локализации отказов (ОЛО), которые определяют 
части системы, подверженные общим причинам отказов. Компоненты внутри одной ОЛО 
могут иметь общие ресурсы — программное обеспечение, питание, каналы связи, — поэтому 
сбой одного элемента или ресурса способен вызвать отказ всей области. 
ОЛО имеют иерархическую структуру, что позволяет уточнять требования к надёжности и 
безопасности. Так как отказы в одной ОЛО взаимозависимы, любое их количество 
рассматривается как единый отказ. 

6 Определение гипотезы об отказе 
После определения ОЛО формируется гипотеза отказа, которая документирует, на какие 

отказы и связанные с ними события рассчитана система. Особое внимание уделяется 
проявлению отказов в ОЛО, т.е. ошибкам, которые наблюдает оператор, так как без этого 
невозможно оценить соответствие системы требованиям отказоустойчивости. 
Проектировщики делают предположения о допустимых отказах в зависимости от их 
локализации: например, отказ клапана подачи топлива может вывести из строя двигатель 
коррекции, а отказ датчика температуры — нет. Любые допущения должны быть отражены в 
гипотезе. Неспособность системы выдержать определённые отказы должна быть обоснована 
двумя способами: исключительно последствиями или сочетанием последствий и 
вероятностей. 

7 Анализ видов и последствий отказов 
Анализ видов и последствий отказов (АВПО) предназначен для выявления пробелов в 

отказоустойчивости системы. Он включает оценку фактических видов отказов элементов, их 
соответствие гипотезе отказа и степень смягчения последствий конструкцией КА. 

АВПО оформляется в виде таблицы для каждого элемента подсистемы, в которой 
указываются описание отказа (поведение неисправного элемента), причины отказа 
(возможные производственные дефекты, износ, ошибки монтажа, воздействия среды), 
последствия отказа (потенциально наихудшие последствия для элемента и системы без мер 
смягчения), а также способы устранения отказа (методы обнаружения, маскирования, 
реакции системы и программного обеспечения, изменения эксплуатации и время реакции 
системы). 

АВПО основывается на инженерных суждениях, опыте эксплуатации аналогичных 
аппаратов, данных производителей и экспериментальной отработке. Объём анализа зависит 
от содержания гипотезы о отказе; критические сценарии требуют особенно тщательной 
проработки. Документ АВПО постоянно обновляется на протяжении всего жизненного 
цикла КА: начинается с эскизного проекта и по мере опытно-конструкторских работ 
становится более детализированным, включая ссылки на все проверки для подтверждения 
устранения критических последствий. 

8 Анализ отказов по общим причинам  
Отказоустойчивость системы во многом зависит от независимости отказов — одно 

событие не должно вызывать сбой нескольких резервных элементов. Анализ отказов по 
общим причинам (АОП) проводится для выявления рисков, связанных с нарушением этой 
независимости, и обновляется по мере доработки конструкции КА. Он должен учитывать 
ошибки проектирования, производства и эксплуатации, а также влияние окружающей среды 
и надёжность элементов. Результаты анализа позволяют оценить вероятность отказов по 
общим причинам и их последствия для надёжности и безопасности полёта. 
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Вывод. Методика применяется для планирования программы испытательного полёта КА 
при его выведении на упрощённую орбиту с целью проверки работоспособности систем. Она 
позволяет рассчитать параметры, характеризующие состояние КА, и выявить расхождения 
между расчётными и реальными данными. В случае таких расхождений проводится анализ, 
по итогам которого либо вносятся изменения в конструкцию КА, либо корректируются 
модели условий эксплуатации для уточнения расчётных случаев. Применение методики 
обеспечивает возможность оптимизации программы лётных испытаний и повышает 
надёжность КА при изменении программы полёта.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПНЕВМОГАСИТЕЛЯ КОЛЕБАНИЙ 
МАЛОЙ ЧАСТОТЫ   

 
Для борьбы с низкочастотными колебаниями предложен гаситель колебаний. В работе 

приведены результаты исследования работы физической модели гасителя на 
экспериментальном стенде. Анализ показал сходимость теоретических и 
экспериментальных результатов, что подтвердило способность предложенного 
устройства компенсировать колебания низкой частоты. 

 
Ключевые слова: вибрация, низкочастотные колебания, гаситель, малая жесткость. 
 
Известно, что колебания низкой частоты способны оказывать негативное воздействие на 

работу оборудования, вызывая при этом перегрев, вибрацию, отказы некоторых важных 
узлов устройства и неточности произведенных замеров параметров и показателей работы 
оборудования. Колебания низкой частоты могут быть вызваны: несбалансированностью, 
резонансом, воздействием внешних факторов, дефектами механических передач 
[1,2].  Важно, что колебания низкой частоты в жидких и газообразных средах способны 
перемещаться на значительные расстояния, практически не затухая [3].  

В настоящее время задача компенсации колебаний низкой частоты применяют 
специальные устройства, однако они мало эффективны [4-7]. Для решения задачи предложен 
пневмокомпенсатор – гаситель колебаний малой частоты. Его результативность доказана 
расчетным путем [8]. 

Исследуемая физическая модель гасителя колебаний сочетает в себе пакет 
последовательно расположенных тарельчатых пружин, установленных в пневмопружине, 
которая представляет собой цилиндр с пневмокамерой и поршнем. Пневмопружина обладает 
силовой характеристикой с положительной (+) жесткостью, а силовая характеристика 
тарельчатых пружин имеет отрицательную (–) жесткость [8]. Путем изменения некоторых 
параметров устройства задались величиной восстанавливающей силы и соответствующей ей 
расчетной амплитуде вынужденных колебаний. При условии, если значения амплитуды 
вынужденных колебаний, полученные путем расчетов и экспериментов совпадут, то на 
силовой характеристике исследуемой модели гасителя колебаний подтвердится наличие 
участка малой жесткости и устройство сможет компенсировать низкочастотные колебания 
[8].  

Экспериментально определим величину силы сухого трения Fтр между контактирующими 
поверхностями цилиндра и поршня исследуемой физической модели гасителя. Величину Fтр 

выразим формулой: 2
*. /2 txmgmF mтр ⋅−⋅=  = 3,85 Н ≈ 4 Н, где *t – время опускания 

поршня, с. 
Величину суммарной силовой характеристики (условие: показатель политропы для 

медленного движения n = 1), определим из уравнения (1): 
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где  𝑆𝑆 = 𝜋𝜋⋅0,0382

4
  – площадь поперечного сечения поршня, м2; 𝑝𝑝0 = 0,1 – начальное 

давление внутри пневмопружины, МПа; x – длина хода поршня, м;  H – высота цилиндра, м;  
f – высота конуса тарелки, м;  E – модуль упругости (материал тарельчатой пружины), МПа; 
s – толщина конуса тарелки, м;  d,D – внутренний и наружный диаметры тарелки, м;  N – 
число пружин, штук [8]. 

 Решением уравнения (1) с учетом Fтр = 4 Н и N=5 получены теоретические зависимости 
(рис.1): сплошной кривой представлена силовая характеристика, характеризующаяся 
участком, имеющим отрицательную жесткость; пунктирными кривыми показана 
зависимость восстанавливающей силы пакета пружин тарельчатого типа от перемещения 
поршня. Значение силы сухого трения при ходе поршня вправо прибавляется (рис.1), а 
обратно – вычитается.  Результатом стала «петля гистерезиса» [8]. На графике участок, 
имеющий отрицательную жесткость, находится в интервале от 0,013 до 0,025 м. 

 

 
Рис. 1 - Графические зависимости, полученные решением уравнения (1)  

Каждой координате силы F  соответствует (рис.1) по две координаты перемещения 
поршня 𝑥𝑥. Их расположение в «петле истерезиса» доказывает сходимость показателей по 
тарированию пружин тарельчатого типа. Решением уравнения (1) построены графические 
характеристики исследуемой модели, где N = 5 шт. (рис.2, а). Чтобы обеспечить 
виброзащитную систему характеристикой с участком малой жесткости требуется создание 
на нее нагрузки весом mg. Аналитическим путем из (1) с учетом нагрузки от веса mg 
получена функция ∑F̂ (х): начальные условия 0100,0,0 00 == xx м.   

               gmxxFxF ′−−= ∑∑ ]0[)(ˆ ,                                           (2) 
Колебания перемещения поршня можно выразить как: 

][)]0[( . xsignFgmxxFxm тр  ⋅−′−−−=⋅′ ∑                          (3) 
Подтверждением наличия участка малой жесткости на силовой характеристике станет 

примерное равенство показателей замера размаха колебания поршня при заданной и 
расчетной частотах.   
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1 – силовая характеристика пакета из пяти пружин; 2 – суммарная силовая 

характеристика; 3 – силовая характеристика пневмопружины 
Рис. 2 - Графические зависимости исследуемой модели гасителя колебаний 

Расчетную частоту определим согласно дифференциального уравнения, описывающего 
колебания поршня со штоком под нагрузкой массой m' (рис.2, б) с учетом частоты 
вынужденных колебаний ω, с-1: 

𝑚𝑚′ ⋅ 𝑥̈𝑥 = 𝐹𝐹0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐[ 𝜔𝜔 ⋅ 𝑡𝑡] − (𝐹𝐹∑ [𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0] − 𝑚𝑚′𝑔𝑔) − 𝐹𝐹тр. ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝑥̇𝑥],            (4) 
где 𝐹𝐹тр – сила трения, Н, 𝐹𝐹0 – амплитуда возмущающей силы, Н. 
Определим амплитуду возмущающей силы 𝐹𝐹0 с частотой вынужденных колебаний ω   

используя следующее уравнение [8]:  
𝐹𝐹0 = 𝜔𝜔2 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2

2
�                                                      (5) 

Преобразуем выражение (5) в дифференциальное уравнение (6): 
𝑚𝑚′ ⋅ 𝑥̈𝑥 = 𝜔𝜔2 ⋅ 𝑒𝑒(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2/2) ⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐[ 𝜔𝜔 ⋅ 𝑡𝑡] − (𝐹𝐹∑[𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0] − 𝑚𝑚′𝑔𝑔) − 

𝐹𝐹тр. ⋅ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝑥̇𝑥],                                                                           (6) 
Решением уравнения (6) получены графические зависимости перемещения поршня 

исследуемой модели гасителя (при ω=30 с-1) (рис. 3).  

 
Рис. 3 - Графические зависимости перемещения поршня (при ω=30 с-1) 

Теоретически полученные размахи колебания поршня с постоянной частотой ω=30с-1 при 
трех значениях F0 составили: 2,1, 4,7 и 8,1 мм (рис.3). Размахи колебания поршня, 
полученные путем эксперимента, составили: 2, 4 и 5,8 миллиметров. 

Выводы. Анализ показал сходимость результатов, полученных теоретически и 
экспериментально. Замеренные величины размаха колебаний совпадают с погрешностью 
менее 5% и доказывает наличие участка с малой жесткостью на силовой характеристике 
исследуемой модели гасителя, а значит доказывает его способность компенсировать 
колебания низкой частоты.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЧАСТОТНО-РЕЗОНАНСНЫХ ЭФФЕКТОВ В БОРТОВЫХ 

РАДИОЭЛЕКТРОННЫХ СИСТЕМАХ БЕСПИЛОТНЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ 
АППАРАТОВ В УСЛОВИЯХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

ИСТОЧНИКОВ РАДИОИЗЛУЧЕНИЯ 
 
Статья посвящена исследованию резонансных эффектов, возникающих при воздействии 

внешнего электромагнитного поля на экранированные кабели беспилотных летательных 
аппаратов (БПЛА). Численные расчёты показали наличие характерных пиков наведённого 
напряжения на экранированных кабелях и их зависимость от частоты и геометрии 
кабельной трассы. Реализован программный метод для определения критических 
параметров экранирования, при которых происходит нарушение функционирования 
электронных систем БПЛА. 

 
Ключевые слова: БПЛА, наведённое напряжение, коэффициентный метод, частотный 

анализ. 
 
Современные БПЛА содержат большое количество цифровых модулей и СВЧ трактов, в 

том числе в фазовых пеленгаторах бортовых систем радиомониторинга, соединённых 
разветвлёнными кабельными трассами, что делает их чувствительными к внешним 
электромагнитным воздействиям. Вопрос обеспечения электромагнитной совместимости 
таких систем становится критически важным с ростом спектральной плотности радиопомех 
и расширением диапазона рабочих частот до гигагерцовых значений. Известные методы 
расчёта ЭМС, основанные на эквивалентных схемах или упрощённых моделях 
экранирования [1], не учитывают фазовые соотношения и распределённое возбуждение по 
длине кабеля, вследствие чего не описывают локальные резонансные процессы. 

Целью исследования является определение условий возникновения резонансных пиков 
наведённого напряжения и оценка критических параметров экранирования кабелей БПЛА. 
Новизна работы заключается в применении фазозависимого численного подхода, 
позволяющего оценить распределение индуцированных токов с учётом реальных 
геометрических и электрофизических параметров конструкции. 

Исходные значения параметров модели представлены в таблице 1 и получены на основе 
сравнительно-обобщающего анализа источников по исследуемой тематике [2, 3, 4]. 
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Таблица 1 – Обобщенные параметры модели БПЛА и внешнего поля 
Наименование параметра Обозначение Значение и ед. измерения в СИ 
Напряженность внешнего 

электрического поля у БПЛА E0 200 В/м 

Диаметр апертуры D 30 мм 
Толщина стенки корпуса БПЛА t 1,5 мм 
Проводимость сплава алюминия σ 2,0335·10⁷ См/м 

Проницаемость сплава алюминия μ 1 Гн/м 
Радиус экрана кабеля БПЛА a 1,5 мм 

Минимальное расстояние от кабеля 
до заземленной панели h 3 мм 

Предельная длина кабеля БПЛА L 3,0 м 
 
Для моделирования распространения поля применяются стандартные выражения 

волнового ослабления с поправками на диэлектрические свойства материалов корпуса и 
проводимости экрана. Ослабление поля корпусом и апертурное прохождение задаются в 
соответствии с выражениями [3,4]: 

𝐴𝐴погл
дБ = 32

𝑡𝑡
𝐷𝐷

,           𝑅𝑅отр
дБ = 102 − 20 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙10(𝐷𝐷 ∙ 𝑓𝑓ref),   

𝐴𝐴экр
дБ = 8,686 𝑞𝑞

𝛿𝛿
 ,           𝛿𝛿 =  �2/𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔, 

где 𝐴𝐴погл
дБ , 𝑅𝑅отр

дБ , 𝐴𝐴экр
дБ  − коэффициенты потерь на поглощение, отражение, экранирование 

соответственно [дБ]; 𝑞𝑞 – толщина стенки экрана [м]; 𝛿𝛿 – глубина скин-слоя [м]; 𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋 
[рад/с]; 𝑓𝑓ref – частота внешнего поля [ГГц]. 

Суммарные коэффициенты ослабления апертуры 𝑆𝑆ап и экрана 𝑆𝑆экр определяют суммарное 
ослабление поля: 

𝑆𝑆∑
дБ =  −20 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙10 � 1

10𝑆𝑆ап/20+1/10𝑆𝑆экр/20�  [дБ], 

и поле внутри корпуса вычисляется как 𝐸𝐸1(𝑓𝑓) = 𝐸𝐸0/10𝑆𝑆∑
дБ/20 [В/м].  

Формула для межоболочечной ёмкости 𝐶𝐶12 принята в виде геометрической 
аппроксимации: 

𝐶𝐶12 = 𝜋𝜋𝜉𝜉0
𝑙𝑙𝑙𝑙(2ℎ/𝑎𝑎)  [Ф/м], 

где 𝜉𝜉0 =  8,854 ∙ 10−12 – электрическая постоянная [Ф/м]. Распределённый 
индуцированный ток 𝑖𝑖(𝑧𝑧, 𝑓𝑓) задаётся через ёмкостную связь, интегрирование вкладов вдоль 
линии с учётом фазирования даёт ток 𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) на конце линии: 

𝑖𝑖(𝑧𝑧, 𝑓𝑓) = 𝑗𝑗𝑗𝑗𝐶𝐶12𝐸𝐸1(𝑓𝑓)ℎ  [А/м], 𝐼𝐼𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑓𝑓) = 𝑖𝑖(𝑓𝑓)(1 − 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗)/𝑗𝑗𝑗𝑗  [A], 
где 𝛽𝛽 = 2𝜋𝜋𝑓𝑓/𝑐𝑐 – постоянная распространения [рад/м], 𝑐𝑐 – скорость света. 
Преобразование тока в напряжение выполнено через модель transfer-impedance: 

𝑍𝑍𝑡𝑡(𝑓𝑓) = 𝑍𝑍𝑡𝑡0(1 + 𝑗𝑗)�𝑓𝑓/𝑓𝑓ref   [Ом/м], 𝑉𝑉oc(𝑓𝑓) = 𝑍𝑍𝑡𝑡(𝑓𝑓) 𝐿𝐿eff(𝑓𝑓) 𝐼𝐼end(𝑓𝑓)   [В], 
где 𝑍𝑍𝑡𝑡(𝑓𝑓) – трансферное сопротивление оплётки, 𝑍𝑍𝑡𝑡0 – номинальное значение 

передаточного сопротивления [Ом/м], 𝑉𝑉oc(𝑓𝑓) – наведённое напряжение на чувствительном 
элементе, 𝐿𝐿eff = min {𝐿𝐿;  0,5𝜆𝜆(𝑓𝑓)} – эффективная длина линии [м], 𝜆𝜆(𝑓𝑓) = 𝑣𝑣p/𝑓𝑓 – приведённая 
длина волны в линии [м], 𝑣𝑣p – фазовая скорость распространения волны по кабелю [м/с]. 

В диапазоне частот выше 1 ГГц длина проводников становится соизмеримой с длиной 
волны внешнего поля, что приводит к фазовому возбуждению (рис. 1). Эти эффекты не 
описываются усреднёнными моделями экранирования, поэтому требуют применения 
численных методов с учётом распределённых параметров линии. 
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Рис. 1 – Пространственно-частотное распределение напряжений по кабелю 

В рамках работы реализована численная модель в среде MATLAB, предназначенная для 
оценки уровней наведённого напряжения в экранированных кабелях и определения 
критических параметров экранирования (рис. 2). Индуцированное напряжение порядка 1 В 
приводит к погрешностям функционирования СВЧ трактов БПЛА, в том числе бортовых 
фазовых пеленгаторов, что в свою очередь приводит к ошибкам определения пеленга  
(на рис. 2 данное напряжение отмечено красной линией) [2]. 

 

 
а)            б) 

 
в)            г) 

Рис. 2 – Частотная характеристика наведенного напряжения в кабельной трассе БПЛА при 
различных значениях погонного сопротивления оплетки: а) 𝑍𝑍𝑡𝑡 = 0.1 Ом/м, б) 𝑍𝑍𝑡𝑡 = 1 Ом/м, в) 

𝑍𝑍𝑡𝑡 = 10 Ом/м, г) 𝑍𝑍𝑡𝑡 = 100 Ом/м 
На рис. 3 и 4 в качестве примеров приведены частотные зависимости наведенных 

напряжений в С-диапазоне типовых зарубежных БПЛА RQ-4 Global Hawk и Bayraktar TB2 
[5, 6]. 
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Рис. 3 – Частотная характеристика модели для БПЛА RQ-4 Global Hawk 

Результаты моделирования подтверждают наличие резонансно-пиковых режимов, 
позволяют определить критическое значение погонного сопротивления оплетки, а также 
показывают присутствие критических частот для выбранных конфигураций БПЛА, на 
которых наведенное напряжение может достигнуть наибольших значений. 

 

 
Рис. 4 – Частотная характеристика модели для БПЛА Bayraktar TB2 

Таким образом, уровни напряжений, наведенные в кабельных линиях БПЛА, достигают 
значений порядка 0,1…1 В, что приводит к нарушению функционирования бортовых 
радиоэлектронных систем БЛА. Разработанная модель может быть использована для 
проектирования систем защиты от электромагнитных воздействий источников 
радиоизлучений. 
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КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОСОБОГО ИНТЕГРАЛА С ЯДРОМ КОШИ, 

ТОЧНЫЕ ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ  
 

Построены квадратурные формулы для интеграла типа Коши по отрезку, основанные на 
тригонометрическом интерполировании плотности. Формулы точны для 
тригонометрического полинома n -1 степени, где n - число узлов. Получены оценки 
погрешности, говорящие о сверхстепенной скорости сходимости этих формул. 
Эффективность формул подтверждена численными экспериментами. 

 
Ключевые слова: тригонометрический полином, квадратурная формула, интеграл типа 

Коши. 
 
1. Рассмотрим сингулярный интеграл  

 
2 2

( )( ) , [ , ] [ 1,1].
( )

a

a

f x dxI t t a a
t x a x−

= ∈ − ⊂ −
− −

∫    

Пусть ( )K K k=  — полный эллиптический интеграл, 2 ,k a=  exp( '/ )k K Kp= −  — 
параметр тета-функции для модуля .k  Замена  

2sn sn ,Kx a u a θ
π

= ⋅ = ⋅  
2sn sn Kt a a
n

ϕ ψ= ⋅ = ⋅  и удвоение отрезка интегрирования с 

учётом чётности подынтегральной функции приводит к интегралу с периодической 
плотностью  

2

0

2 2sn dn
2( ) , (0,2 ).2 2sn sn

K Kf a
KI dK Ka

π θ θ
ππ ψ θ ψ π

π ψ θ
ππ

 ⋅ 
 = ∈

−
∫                  (1)  

     Построим для ( )I ψ  формулу, точную, когда 
2sn Kf a θ
π

 ⋅ 
 

 — тригонометрический 

полином 1n −  порядка. Будем иметь тогда  
1

1

2sn exp( ),
n

l
l k

Kf a c ilθ θ
p

−

= −

 ⋅ = 
 

∑  где 
2

0

1 2sn exp( ) .
2l

Kc f a il d
p

θ θ θ
p p

 = ⋅ − 
 ∫         (2) 

Чтобы коэффициенты lc  вычислялись точно, применим квадратурную формулу 
прямоугольников с 2n  узлами:  

 
1

1

1 2sn exp .
2

n

l
l k

K i lmc f a
n
pθ

p p

−

= −

   = ⋅ −   
   

∑                           (3) 

Подставим (2) и (3) в (1):  
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2 1 1

0 1

2( ) exp ( ) sn ,
2

n n

l
m l n

K i lm KmI f a
a n n n

pψ ψ
p

− −

= = −

   = − Φ ⋅   
   

∑ ∑                (4) 

   
2

0

2dn exp( )
( ) .2 2sn sn

l

K il
dK K

p θ θ
pψ θ
ψ θ

p p

Φ =
−

∫   

Интеграл ( )l ψΦ  был вычислен в работе [1]:  

 ( )
2

( ) 1 e( ) e e .2 1 e2 cn

il
il il

l il

i
Kk

πτ
ψ π ψ

πτ

πψ
ψ

π

− −
Φ = −

+
                        (5) 

Подставляя (5) в (4), приходим к искомой формуле:  

 
2 1 1

0 1
( ) sin ( 1) sin22 cn

n n
l

m l

K m mI l lKm n nan
n

ππ ψ ψ ψ
− −

= =

       = − − − + ×              
∑∑   

 
' 2th sn .

2
lK Kmf a
K n

π  × ⋅ 
 

                                              (6) 

Полагая здесь / ,j nψ π=  0,2 ,j m=  и раскрывая неопределённость по правилу 
Лопиталя, получаем удобные для вычислений формулы:  

для / 2j n=  или 3 / 2j n=   

 
2 2 1 1

0 1, 2

'( 1) cos th
2 ' 2

n n
p

m l l p

j ml lKI l
n Kk an n K
p p p p− −

= = =

  = − + 
  

∑ ∑   

 
1

1

1, 2 1

' 2( 1) sin th sn ,
2

n
p

l l p

ml lK Kml f a
n K n

p p−
−

= = −

  + − ⋅  
 

∑   

для прочих j    

 
2 1 1

0 1

( ) ( )sin ( 1) sin22 cn

n n
l

m l

j m j l m j lI Kjn n nan
n

ππππ   − −

= =

− +   ≈ − − ×   
   

∑∑   

 
' 2th sn .

2
lK Kmf a
K n

π  × ⋅ 
 

  

2. Для погрешности формулы (6) имеем оценку:  

 ( )( )

| | | |

'( ) ( ) e e th2 22 | cn |

il il
l l l

l n l n

K K lkR c cka Ka

ψ π ψ πψ ψ
π π ψ

π

∞ ∞
−

= =

≤ Φ ≤ − ≤∑ ∑   

(7)  

 
| |

,2| cn |
l

l n
cka

π

ψ
π

∞

=

≤ ∑   

где lc  — коэффициенты Фурье функции 
2sn .Kmf a

n
 ⋅ 
 
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дальнейшую оценку будем проводить в предположении:  

 
22 2

1
| | 1 0

( ) , ( ) |1 | , 0.
z

z x f z dz M f x dz N x α α
−

= −

− ≤ ≤ ± >∫                (8) 

Оценим коэффициент .lc  Положим ,w u iv= +  ,iθ ξ η= +  
2 .Kω θ
π

=  В силу 

соотношения  

 
' 1sn

2
iKu

k
 + = 
 

  

(см. например, [2]) функция 
2sn Kf a θ
π

 ⋅ 
 

 регулярна внутри полосы 
'Im ,

4
K
K

πθ ≤  

поэтому 

 
2

0

1 ( )exp( ( )) ,
2lc f i il i d

p

x η x η x
p

= + − +∫   

 
2

0

e| | | ( ) | .
2

l

lc f i d
πη

ξ η ξ
π

≤ +∫   

Устремим теперь η   к  
'

4
KK
K

π
±  и заметим, что в силу (8)  

 
2

1'/4
0

lim | ( ) | ,
k K

f i d M
π

η π
ξ η ξ

→±
+ ≤∫   

тогда видим, что  

1 '| | exp | | .
2 4
M Kl

K
pe

p
 ≤ − 
 

                                                   (9) 

Подставляя (9) в (7), получим в итоге:  

 1
2 2

4 '| ( ) | 1 exp .
' 4

M K n KR t
K Ka t

p
p

   ≤ + −   
   −

  

3. Формула (6) может быть использована для вычисления интеграла  

 
1

1

( )( ) .f x dxJ t
t x−

=
−∫                                               (10) 

Для этого возьмём a  близким к единице и заменим приближённо:  

 2 2

2 2

( ) ( )( ) ( ) , ( ) ,
( )

a a

a
a a

f x dx F x dxJ t J t F x a x
t x t x a x− −

≈ = = = −
− − −

∫ ∫   

а интеграл ( )aJ t  выпишем по формуле (6).  
 Для оценки погрешности полученной формулы представим её в виде:  

 1 2( ) ( ) ( ),R t R t R t= +                                             (11) 
где 1( )R t  — погрешность формулы (6),  

 
1

2
1

( ) ( )( ) .
a

a

f x dx f x dxR t
t x t x

−

−

= +
− −∫ ∫   
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Оценим ( )R t в предположении, что ( )f x  удовлетворяет оценке (8). Оценим 2 ( )R t :  

 
1 1( ) 1(1 ) (1 ) ln .
a a

f x dx dx tN a N a
t x x t a t

aa  −
≤ − = −

− − −∫ ∫   

 Интеграл по промежутку [ 1, ]a− −  оценивается аналогично, поэтому  

 
2

2 2 2

1| ( ) | (1 ) ln .tR t N a
a t

a −
≤ −

−
                                 (12) 

 В работе [3] показано, что  

 
8 24

1/2
4

1 ( ') ( ') ...1 1 4 ' , ' exp .
1 2 ' 2( ') ... '

h h Ka k h h
h h K

p+ + +  − = − = = − + + +  
  

Учитывая, что ( )1 4exp / ' ,a K Kp− < −  выберем a  из условий равенства показателей 
экспонент в сумме (11):  

 
' ', 2 ,

' 4
K n K K

K K K n
αππ  α

= =   

и окончательно получаем:  

 
1 2

2 22 2

21
1| ( ) | exp 4 ln .

2

nM
n tR t N

a ta t
ap ap a

  
+   − −  ≤ +   −−   

 

  

4. Дадим равномерную оценку погрешности для формулы (6). Для погрешности имеем 
представление:  

 
| |

| ( ) | ( )l l
l n

KR c
a

ψ ψ
π

∞

=

≤ Φ ≤∑   

 
| | , 2 | | , 2 1

| sin | | cos |
2 | cn(2 / ) | l l

l n l p l n l p
c l c l

a K
p ψ ψ
ψ p ≥ = ≥ = −

 
≤ + ≤ 

 
∑ ∑           (13) 

 
| | , 2 | | , 2 1

cos sin cos .
2 cn(2 / ) cos cosl l

l n l p l n l p

l lc c
a K
p ψ ψ ψ

ψ p ψ ψ≥ = ≥ = −

 
≤ + 

 
∑ ∑   

В статье [1] было показано, что  

 
[ /2, /2]

cos 'max .
cn(2 / ) 2 ' '

K
k Kk Kkθ ππ

θ π
θ π∈ −

= ≤                             (14) 

Подставим оценки (9) и (14) в (13) и учитывая неравенства  

 
sin cos| |, | |,
cos cos

l ll lψ ψ
ψ ψ

≤ ≤   

Приходим к оценке  

 1
2

8 2 ' '| ( ) | exp .
' ' 2 4

M K K n KR n
ak K K K

pψ
p p
    ≤ + + −        

                 (15) 

5. Найдём равномерную оценку погрешности для формулы (6), использованной для 
вычисления интеграла (10). Представляя остаточный член в виде:  
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 1 2( ) ( ) ( ),R t R t R t= +                                             (16) 
и подставляя в (16) оценки (12) и (15), получим: 

 
2

1
2 2 2

8 2 ' ' 1| ( ) | exp (1 ) ln .
' ' 2 4

M K K n K tR t n N a
ak K K K a t

ap
p p

−    ≤ + + − + −     −    
  

Повторяя рассуждения, проведённые в п. 3, находим отсюда:  

 | ( ) | exp ,
2(1 2 )n

nR t C pα
α

 
≤ − + 

                                (17) 

2
1

2 2 2

0,544 8 1 2(1 2 ) 2 1(1 ) ln .
2(1 2 ) 2n

M n tC n a
a n a t

aa
πaπ 
  + −

= + + + −   + −  
Эта 

оценка обращается в бесконечность при .t a→  Равномерную оценку остатка дадим в 
предположении, что t  отделена от концов [ , ],a a−  в частности интересен случай, когда t  
пробегает совокупность узлов квадратурной формулы. Заметим, что среди узлов имеются 
концы отрезка [ , ]a a−  при чётном n  и не имеются при нечётном .n  Пусть n нечётное, тогда 

все узлы расположены на отрезке ' '[ , ],n nt t−  
2sn ,m

Kmt a
n

=  
1' .

2
nn −

=  Для нечётного n  в 

[1], дана оценка 

 
2

2 2

1ln ln (2,96 6,36 ).t n
a t
−

≤ +
−

                                               (18) 

Подставляя (18) в (17), после несложных преобразований получаем:  

 ( )1| | (0,6 / 0,12 ) 4 ln(2,96 6,36 )exp .
2(1 2 )

nR M n n N n pα
α

 
≤ + + + − + 

  

6. Для проведения численных экспериментов рассмотрим сингулярный интеграл (см. [6]):  

 
1 ( , )

( , ) ( , )

1

( ) ( ) 2 ( ) ctg( ) ( ) ( ) ,
sin

k
m

m m
x P x dx P t t P t

t x

α β
α β α βω ππ α ω

πα

−
− −

−

 
= − −  

∫   

где ( ) (1 ) (1 ) ,x x xα βω = − +  0 | |,| | 1,α β< <  ( , ) ( )nP tα β  — полином Якоби степени n  с 

индексами α и β, 
1 arctg ,b

a
a

π
= −  числа a  и b  таковы, что 2 2 1.a b+ =  Формула 

справедлива, если ( )k α β= − +  равно 1,−  0 или 1. Расчёты проводились при 0,m =  
1,k = −  30n =  ( n  — число узлов формулы). Для каждого 0,(0,1),0,8,p =  где p  

определяет отношение ,
'

K p n
K

=  и 1 / 3α =  в таблице 1приведены три числа. Первое есть 

абсолютная погрешность вычисления интеграла в нуле (или ближайший к нему слева узел), 
второе — ближайшее слева значение погрешности, превосходящее его по модулю и третье — 
узел (расчётная точка) в котором во втором случае вычисляется интеграл.  

 
 
 
 
 
 
 
 






