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КРИТИЧЕСКИЕ УСЛОВИЯ РЕАЛИЗАЦИИ НЕЛИНЕЙНЫХ ЯВЛЕНИЙ  
ПРИ ВОЗБУЖДЕНИИ ВИБРАЦИОННОГО ГОРЕНИЯ  

В АКУСТИЧЕСКИ СВЯЗАННЫХ СИСТЕМАХ 
 

На основе экспериментальных данных определены критические условия реализации 
нелинейных явлений при сжигании газообразного топлива в режиме вибрационного горения, 
возникающего в акустически связанных системах. Проанализирована связь критических 
условий с теоретическим решением нелинейного уравнения Шредингера. 

 
Ключевые слова: нелинейные волны, вибрационное горение, солитоны огибающей.  
 
Нелинейные волновые явления являются довольно частым событием, реализуемым как в 

природе, так и в технике. Как правило, для их осуществления требуется, чтобы волна 
возмущения прошла довольно большое расстояние [1]. При этом либо форма волны меняется 
с синусоидальной до пилообразной, т.е. на фронте волны образуется разрыв, либо при 
распространении цуга волн постоянной амплитуды последний распадается на отдельные 
пакеты, форма огибающей которых описывается солитонным решением [2]. Все это, так 
называемая, низкочастотная неустойчивость. Подобные явления возникают, в частности, в 
топочных устройствах, в которых сжигание топлива осуществляется в вибрационном режиме 
горения [2-4]. Нами сконструировано топочное устройство и проведена серия 
экспериментальных работ [5], в которых экспериментально реализованы нелинейные 
процессы в ограниченном пространстве размеры которого не превышают двух метров. Эта 
установка представляет собой акустически связанные две системы: система подачи топлива 
(предтопок) и сама топка (резонансная труба). Между собой эти два элемента соединяются 
многоканальной горелкой. 

Экспериментально было обнаружено, что по мере сближения парциальных частот этих 
элементов в устройстве реализуются как режимы биения, описываемые путем линейного 
сложения двух колебаний близких парциальных частот [5], так и нелинейные, а именно, 
низкочастотная неустойчивость, при которой образуются отдельные пачки колебаний, 
огибающая которых имеет либо односолитонный вид, либо многосолитонный вид, 
доходящий до 6 солитонов в пачке [6]. Частота следования волновых пачек соответствует 
разности частот парциальных колебаний элементов установки. Кроме этого реализуется 
также бризерный (релаксационный) режим, при котором образуются отдельные всплески без 
высокочастотного заполнения внутри [7]. Частота следования бризеров также соответствует 
разности парциальных частот элементов установки. 

Целью настоящей работы является выявление критических условий, при которых 
нелинейные явления проявляются явно. Для этого необходимо построить карту режимов 
горения, но возникает вопрос в каких опорных координатах необходимо строить эту карту. 
Из качественных соображений следует, что чем выше амплитуда колебаний, тем выше 
вероятность проявления нелинейных волновых явлений. Во-вторых, для развития 
нелинейных явлений необходимо время. В качестве такого масштаба можно взять 
отношение частоты следования волновых пачек к частоте заполнения пачек 
(высокочастотное заполнение).  
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На рис.1 представлена карта режимов, в которой реализуется простое линейное сложение 
двух парциальных колебаний и сугубо нелинейных режимов, которые не подчиняются 
правилам линейного сложения. Было проанализировано 89 режимов. Разделительная линия 
показывает, что в область линейных колебаний попадает 32 режима, в область нелинейных 
колебаний – 57 режимов. Существуют режимы, которые попадают не в свою область, но их 
доля мала. 

Карта режимов построена в координатах: ось y - давление, измеренное в милливольтах 
(mV), ось x - параметр fБ/fз, где fБ – частота биений, fз – частота высокочастотного 
заполнения, (позиция 1 – солитон огибающей, 2 – многосолитонная огибающая,  
3 – одновременное существование солитонов и бризеров 5 – отсутствие биений). 

 
Рис. 1 – Карта режимов колебаний, возникающих при вибрационном горении 

Вся плоскость рисунка разделилась на два сектора: верхний сектор (полуостров) 
соответствует нелинейным процессам, для которых реализуются либо односолитонные 
биения, либо многосолитонные биения и бризеры (53 точки из 57), нижний сектор 
соответствует классической (синусоидальной) форме биений, либо биения отсутствуют и 
высокочастотные колебания осуществляются с постоянной амплитудой (28 точек из 32). 
Разделительная линия, расположенная справа описывается эмпирическим уравнением 

 A=396,19 ⃰ fБ/fз=mV. (1) 
Воспользовавшись калибровкой датчика давления, получим, что чувствительность этого 

датчика составляет величину 5,68 mV/атм. Тогда предыдущее соотношение перепишется в 
виде  

 P/5,68=396,19 ⃰ fБ/fз=mV (2) 
или 

 P=2250,36 ⃰ fБ/fз (атм). (3) 
Поскольку в акустическом приближении P=ρ ⃰ C ⃰ UАК, где ρ=1,29 кг/м3, С=330 м/с, 

окончательно получим 
 425,7 ⃰ U+АК=2250,36 ⃰ fБ/fз (м/c) (4) 

или 
 U+АК=5,286 ⃰ fБ/fз (м/c). (5) 

Здесь U+АК – критическая амплитуда скорости в волне. Если UАК>U+АК, то огибающая 
биений – гармоническая функция, в противном случае возникают солитоны огибающей, 
либо пачки солитонов и бризеры. Учтя, что UАК = ω0 А0 =2πf3A0 = 2πA0C/λ0 = 330k0A0, 
где А0 – амплитуда смещения в волне, k0 – волновое число, связанное с частотой f3 = 2Cπ/λ 
= Сk0. Принимая во внимание, что f3 ~ k0, а fБ ~ Δk, получим 

 330 ⃰ k0 ⃰ A0 = 5,286 ⃰ Δk/k0  (6) 
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или для критических условий проявления нелинейных явлений, получим 
 64,43 ⃰ k0 ⃰ A0 ≥Δk/k0. (7) 

В работе [2] в рамках анализа нелинейного уравнения Шредингера (НУШ), предсказано 
условие реализации модуляционной неустойчивости периодической волны по отношению к 
длинноволновым возмущениям огибающей [8], которые сформулированы в виде 
следующего соотношения 

 Δk/k0<80,5k0A0. (8) 
Полученный экспериментальный критерий (7) для критических условий отличается от 

аналогичного критерия (8), полученного в работе [3], на основе теоретического анализа 
НУШ, только численным значением коэффициента пропорциональности, который 
отличается от теоретического в 22,7 раза в большую сторону. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ И 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
УПРАВЛЕНИЯ ГАЗОВОЙ ТУРБИНОЙ 

 
В данной статье приведено исследование динамического и управляющего моделирования 

газовой турбины, ориентированное на клапанную секцию, постоянные времени и задержки, 
а также ротор. Эффективная работа системы управления турбиной и стабильность сети 
зависят от корректной настройки параметров управления, что способствует повышению 
производительности и устойчивости к турбулентности. В соответствии с рабочим 
положением модели Rowen в этой статье описаны и представлены значения, необходимые 
для управления параметрами турбинной системы, путем представления параметров и 
выполнения моделирования и расчетов динамических компонентов газовой турбины на 
основе реальной информации. 

 
Ключевые слова: динамическое-математическое моделирование, управление турбинами, 

идентификация параметров, обновление параметры. 
         

Технические требования и их обсуждение 
В настоящее время несколько факторов оказали негативное влияние на правильную 

работу электросети, что привело к снижению безопасности сети и массовым отключениям 
электроэнергии в последние годы.  

Подход к реструктуризации и приватизации электроэнергетической отрасли, а также 
развивающиеся связи и обмен с соседними странами выявляют необходимость пересмотра 
сети электроснабжения. Чисто аналитические модели не очень эффективны, потому что они 
связаны с упрощениями, такими как линеаризация, и далеки от нелинейной реальности 
турбинной системы [1]. В этой статье обсуждается динамическое моделирование 
контроллера газовой электростанции, включая двухпозиционные клапаны, ротор, константы 
времени и задержки, а также функцию IGV. Благодаря программному характеру системы 
управления турбиной, входные и выходные сигналы могут быть измерены, и на основе этого 
может быть разработана процедура проверочных испытаний. 

1. Моделирование ротора: основной динамической частью газовой турбины является 
ротор, который выражается вторым законом Ньютона с уравнением (1).                                             

.i
i

dwT J
dt

=∑                                                                (1) 

Рассматривая ротор как общую массу, можно записать по уравнению (2):                                                                                                                  
i m d e c k

i
T T T T T T= − − − −∑                                               (2) 

В соответствии с сигналами скорости ротора и выходной мощностью генератора функция 
преобразования инерционного момента ротора выражается в виде блок-схемы для 
использования в модели Rowen, и функции (3) [2]. 
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1( )F s
Js B

=
+

                                                                (3) 

Теперь рассчитывается соотношение между мощностью и угловой скоростью ротора. 
Поэтому должен быть определен момент инерции всего ротора, включая ротор генератора, 
средний вал и ротор турбины (Таб.1). 

Таблица 1 – Спецификации веса и момента инерции ротора 
Ротор турбины Средний вал Ротор генератора Тип ротора 

49520 5805 40980 Масса (кг) 
16050 205 5468 Момент инерции (кг/м2) 

Следовательно, сумма этих моментов инерции равна моменту инерции всего ротора, 
который является постоянной времени ротора, полученной по уравнению (4). 

2
tot

J
J

P
ωt =                                                                    (4) 

2
2

6

2[(16050 205 5468) ] 3000
60 13.5

(159 10 )J

Kg m
s

π

τ

 + + ×   = =
×

 

2. Топливный клапан: наиболее важным регулятором скорости турбины является 
секция управления топливным клапаном. Регулятор скорости поддерживает режимы Droop и 
Isochronous. 

Droop, состоит из чисто пропорционального регулятора. То есть его выход 
пропорционален погрешности скорости. 

Однако выход Isochronous пропорционален скорости изменения ошибки скорости [ 3-4 ]. 
Уравнение (5) используется для оценки задержки топливной системы. Параметры этого 
уравнения выражаются на основе давления, расхода и объема топлива. 

1( )
|

f

f
FS f T

f

P
T V

Q p
ν

∂
=

∂
                                                           (5)                                                                                                       

Поскольку выражение 

1( )
|

fTp
ν

∂

∂
, представляет собой отношение изменений плотности в 

зависимости от давления топлива, его значение рассчитывается с использованием 
термодинамических свойств, предусмотренных для метанового топлив, по уравнению (6). 
Поэтому: 

320

1 1 1( ) ( ) ( )
0.07 0.1| | 0.78

22 16.5fTp
ν

∂ −
= =

∂ −
                                         (6) 

Следовательно, оценка постоянной времени работы топливной системы равна: 

0

0
0

0
3

3

1( ) |

18.5 /0.25 0.78 0.35
10.173 /

FS T

FS

PT V
Q p v

atm kg mT m s
kg s atm

∂
=

∂

= × × =
                               (7) 

3. Постоянная времени камеры сгорания: crT - время от момента впрыска топлива до 
его сгорания в камере сгорания составляет 5мс. Но временная задержка перехода газа из 
камеры сгорания к датчикам температуры измеряется как 40TDT = . 

Оценка постоянной времени для выхода компрессора CDT может быть получена уравнении 
(8).  
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( )
0 1050

1/ 0.14 (1/ 0.2)(1/ ) | | 0.36
20 14T

v
p

−∂
= =

∂ −
                                  (8)                                                      

На основе данных в пиковых условиях постоянная времени нагнетания компрессора с 
помощью уравнения (9) получается. 

0

0
0

0

1( )
|CD T

PT V
Q p

ν
∂

=
∂

                                                            (9) 

3 39.5 25 0.36 / 0.22
391 /

atm m kg m atm s
kg s

= × × =  

Скорость выхлопного газа выражается уравнением (10). 

2

4QV
Dρπ

=                                                                       (10) 

Диаметр выхода отработавших газов составляет 7м, а расход отработавших газов – 391,6 
кг/с. Следовательно, скорость выхлопных газов равна: 

2

4 391.6 15.6
0.65 3.14 7

V m s×
= =

× ×
                                                 (11) 

4. Постоянная времени термопары: согласно каталожной информации производителя 
термопар, данные, относящиеся к временному отклику термопар, постоянная времени 
термопары, соответствующая 63% с линейной связь от нуля до 50%, составляет 69,3 
секунды, а время отклика 50% составляет около 55 секунд. Число Нуссельта описывается на 
основе уравнения Черчилля и Бернштейна с уравнением (11), включая широкий диапазон Re 
и Pr. 

               
4/55/81/2 1/3

1 1
1/42/3

2 2

1 / 11.30.62Re Pr Re0.3 1
15.6 / 4.12820000.41

Pr

V m s Nu
Nu

V m s Nu
  = → = = + + ⇒     = → =     +     

      (12)  

Следовательно, постоянная времени на выходе при скорости газа 15м/с получается по 
уравнению (13). 

                                           1 1
2

2 2

69.3 4.1 25sec
11.3

Nu
Nu

τ τ
τ

×
= ⇒ = =                                    (13) 

В модели Rowen, функция 1f , которая вычисляет температуру отработавших газов, 
меняется в зависимости от расхода воздуха и температуры окружающей среды. Таким 
образом, функция 3f  для расчета расхода отработавших газов определяется уравнением (14). 

                                          0.257
3

519 ( )
460amb

f N Ligv
T

=
+

                                          (14) 

N — номинальная скорость, а ambT  — температура окружающей среды, которая зависит от 
0.257

3 ( )f Ligv=  в условиях ISO. Согласно рис. 1, направляющая лопатка имеет два значения 
70% и 100% на стадиях нагружения, которые по Rowen, Ligv равны 0.46 и 1 соответственно. 
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Рис.1 – Схема открытия впускного воздушного клапана в зависимости от нагрузки 

Заключение. В этой статье позволило разработать обновленную и более точную модель 
газовой турбины, основанную на модели Роуэна и использующую экспериментальную 
операцию для идентификации параметров. Поскольку условия работы турбинной системы 
изменяются, а коэффициенты управления постепенно удаляются от своего оптимального 
состояния, можно обновить параметры управления и коэффициенты синхронно с моделью 
турбины, выполнив эксперимент, представленный в этой статье. 
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К ВОПРОСУ МОДЕЛИРОВАНИЯ НАГРУЖЕННОСТИ ПОДВЕСКИ  
ГРУЗОВОГО АВТОМОБИЛЯ 

 
В статье рассмотрены вопросы нагруженности автомобильной подвески, включающей 

неметаллические упругие элементы. Предложено обоснование оценки действующих 
нагрузок с учётом природно-климатических воздействий. Дано описание взаимосвязи 
расчётных усилий с условиями эксплуатации грузовых автомобилей. 

 
Ключевые слова: грузовой автомобиль, подвеска, упругий элемент, упругая 

характеристика подвески, буфер сжатия, буфер отбоя, температура атмосферного 
воздуха 

 
Автомобильная подвеска выполняет важные функции обеспечения плавности хода и 

ограничения динамических воздействий на водителя, пассажиров и груз. Выбор 
конструктивных параметров подвески обусловлен рядом требований, которые могут 
противоречить друг другу. Надёжность работы подвески должна быть обеспечена при 
эксплуатации в различных природно-климатических условиях и при движении по опорным 
поверхностям в определённом диапазоне значений микро- и макропрофиля [1, 2].   

 В основе проектного решения подвески лежит её упругая характеристика, которая 
представляет собой сложную математическую зависимость вертикальных перемещений 
подрессоренной массы автомобиля от возникающих в различных ситуациях реакций 
опорной поверхности. Выделяют режимы статического и динамического нагружения 
подвески, соответствующие неподвижному состоянию и движению по неровной 
поверхности соответственно [3]. Узловыми точками упругой характеристики являются 
состояния эксплуатации, соответствующие, во-первых, статической реакции опорной 
поверхности на воздействие веса автомобиля, приходящегося на подвеску; во-вторых, 
максимальной динамической реакции на колесе, определяемой для соответствующего типа 
транспортного средства через коэффициент динамичности. 

При этом отмеченная выше противоречивость требований приводит к необходимости 
обеспечения различной жесткости подвески при заметном отклонении реакции опорной 
поверхности от статических значений. Относительно малая степень жесткости необходима 
при небольшом размахе реакций, соответствующем режиму движению по ровной дороге с 
твёрдым покрытием. При значительном отклонении реакций от средних значений, если, 
например, происходит наезд на препятствие или под колесом оказывается выбоина 
покрытия, требуется значительная совокупная жесткость упругих элементов, которая должна 
возрастать плавно до максимальных значений. 

Для выполнения данных требований в подвеске автомобиля, как правило, применяют 
буферы отбоя и сжатия, работающие совместно с основным упругим элементом при 
возникновении некоторой деформации последнего. Независимо от конструкции упругого и 
гасящего элементов подвески буферы изготавливают из неметаллических материалов, 
обладающих переменной упругостью (резина, полиуретан). Например, в рессорных 
подвесках грузовых автомобилей КАМАЗ и МАЗ применяются резиновые буферы сжатия 
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[4]. На рис. 1 показан полый резиновый буфер сжатия подвески автомобиля КАМАЗ, 
закреплённый на лонжероне. 

Исследования нагруженности автомобилей КАМАЗ в зимних условиях эксплуатации 
показали существенное влияние природно-климатических факторов на долговечность и 
безотказность узлов трансмиссии и ходовой части [5, 6]. 

 

 
Рис. 1 – Буфер сжатия подвески автомобиля КАМАЗ  

Установлено, в частности, что значительное охлаждение деталей подвески приводит к 
изменению её упругих характеристик, что способствует возрастанию динамического 
нагружения узлов трансмиссии и несущей системы автомобиля. Происходит также 
ухудшение плавности хода, что в сочетании с другими факторами приводит к снижению 
безопасности эксплуатации автомобилей в регионах умеренного и холодного климата [7]. 

При оценке эффективности применения проектируемых конструкций дополнительных 
упругих элементов подвески необходимо принимать во внимание особенности их эксплуа-
тации. 

Воздействие холодного атмосферного воздуха приводит к изменению упругих свойств 
различных материалов. Для неметаллических деталей со значительной упругостью такое 
влияние является значимым. Помимо изменения упругой характеристики следует учитывать 
снижение несущей способности резиновых или полимерных деталей при динамических 
реакциях опорной поверхности. При продолжительном воздействии наблюдается 
возникновение микроповреждений в структуре деталей, что сокращает их долговечность и 
влияет на упругие свойства во всем диапазоне эксплуатационных температур. Одновременно 
происходит повышение нагруженности несущей системы автомобиля и ухудшение 
плавности движения. 

Для построения упругих характеристик неметаллических элементов подвески потребуется 
проведение экспериментальных исследований в различных условиях эксплуатации [8]. 
Необходимо также принимать во внимание влияние изменения параметров упругих 
элементов подвески на другие эксплуатационные свойства, в частности на тормозные 
свойства [9]. 

Предлагается определять усилие на буфере подвески по формуле, основанной на 
известной зависимости [9] и уточнённой для случаев воздействия внешних факторов: 

𝑃𝑃𝑟𝑟 =
(𝑓𝑓𝑏𝑏 − ∆𝑓𝑓𝑠𝑠ℎ)𝐸𝐸𝐸𝐸𝜀𝜀𝑠𝑠

ℎ𝑏𝑏
, 

где 𝑓𝑓𝑏𝑏 – деформация упругого элемента в нормальных условиях; ∆𝑓𝑓𝑠𝑠ℎ – величина 
уменьшения деформации упругого элемента из-за увеличения жесткости; 𝐸𝐸 – модуль 
упругости первого рода; 𝐹𝐹 – площадь сжатия; 𝜀𝜀𝑠𝑠  – коэффициент, учитывающий изменение 
линейных размеров неметаллической детали; ℎ𝑏𝑏 – высота буфера в свободном состоянии. 
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Тогда напряжение сжатия буфера может быть получено в виде: 

𝜎𝜎𝑠𝑠 =
𝑃𝑃𝑟𝑟
𝐹𝐹𝜀𝜀𝑠𝑠

=
(𝑓𝑓𝑏𝑏 − ∆𝑓𝑓𝑠𝑠ℎ)𝐸𝐸

ℎ𝑏𝑏
 

Достоверность данного метода расчёта ограничивается формообразующими факторами 
конструкции буфера. В соответствии с рекомендациями  работы [9] принимается условие: 

𝑓𝑓𝑏𝑏 − ∆𝑓𝑓𝑠𝑠ℎ
ℎ𝑏𝑏

≤ 0,2 

Предлагаемая оценка нагруженности неметаллических упругих элементов подвески в 
зимнее время года даёт возможность учесть влияние внешних факторов и повысить 
достоверность определения показателей безотказности и долговечности эксплуатации 
грузовых автомобилей. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ РАБОТЫ ПРЕДОХРАНИТЕЛЬНОГО 
УСТРОЙСТВА В ПРИВОДЕ КОНУСНОЙ ДРОБИЛКИ 

 
В работе представлено математическое моделирование динамики работы 

гидромеханического предохранительного устройства в приводе конусной дробилки. 
Предохранительное гидромеханическое устройство с дифференциальным зубчатым 
передаточным механизмом предназначено для защиты привода и элементов конусной 
дробилки от динамических высокоинтенсивных нагрузок, возникающих при дроблении 
материалов и перегрузок, вызванных, в основном, попаданием недробимого предмета в зону 
дробления. Разрабатываемая математическая модель предназначена для выявления 
графических зависимостей параметров работы привода от начальных и конструктивных 
параметров предохранительного устройства, позволяющих определить и обосновать 
рациональные параметры устройства. Что позволит разрабатывать для привода дробилки 
предохранительные устройства с упругими элементами, способными снижать амплитуду 
динамических нагрузок на этапах загрузки материала и его дробления и при перегрузках 
защищать привод дробилки. 

 
Ключевые слова: конусная дробилка; привод; предохранительное устройство; 

математическое моделирование; динамические нагрузки; модернизация дробилок. 
 
Исследование работы конусных дробилок [1-5] приводит к выводу, что большинство 

отказов элементов дробилок являются случайными и зависят от высокоамплитудных 
динамических нагрузок, действующих на эти элементы. Поэтому было предложено 
установить в привод конусной дробилки новое предохранительное устройство с 
регулируемой жёсткостью, способное эффективно снижать амплитуду динамических 
нагрузок [6]. Для определения рабочих параметров устройства, необходимо разработать 
математическую модель динамики работы привода конусной дробилки с установленным в 
него предохранительным устройством.  

При составлении расчётной схемы (рис.1) все моменты инерции, а также силы и моменты, 
действующие: со стороны двигателя, приведём к валу 1; со стороны дробилки, приведём к 
валу 2; со стороны гидросистемы, приведём к валу 3. 

На вал 1 действует движущий момент, определяемый механической характеристикой 
асинхронного двигателя [7]. 

На вал 2 действует приведённый момент сопротивления со стороны конусной дробилки. 
На вал 3 действует приведённый момент 𝑀𝑀Гпр со стороны гидросистемы, который зависит 

от давления в гидроаккумуляторе и трения жидкости в гидравлических линиях 
гидросистемы. 

Кроме того, в подшипниковых узлах передаточного механизма действуют моменты 
сопротивления от трения [8].  

При составлении математической модели работы привода конусной дробилки с 
гидромеханическим предохранительным устройством были приняты следующие допущения: 

1. Коэффициенты трения контактных поверхностей являются постоянными и 
пренебрежимо малыми; 

2. Считаем, что сжимаемость жидкости в гидросистеме и упругость элементов 
передаточного механизма пренебрежимо малы; 
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3. Предполагается, что изменение состояния газа в гидропневмоаккумуляторе 
представляет собой изотермический процесс. 

 

 
Рис. 1 – Расчётная схема макета муфты 

Момент инерции, приведённый к валу 1 равен моменту инерции ротора асинхронного 
двигателя. 

Для определения момента инерции, приведённого к валу 2, определим суммарный запас 
кинетической энергии всех движущихся частей конусной дробилки [9]. 

Т∑ = Ткон + Тв−ш = (𝐽𝐽кон + 𝐽𝐽к + 𝐽𝐽в) ∙ 𝜔𝜔кон
2

2
+ 𝐽𝐽в−ш ∙

𝜔𝜔2
2

2
,  (1) 

где Ткон – кинетическая энергия дробящего конуса; Тв−ш – кинетическая энергия вал-
шестерни; 𝐽𝐽кон – момент инерции дробящего конуса; 𝐽𝐽к – момент инерции конического 
колеса; 𝐽𝐽в – момент инерции вала-эксцентрика; 𝐽𝐽в−ш – момент инерции вала-шестерни; 
𝜔𝜔кон = 𝜔𝜔2

𝑖𝑖�  – угловая скорость вращения вала дробящего конуса; 𝜔𝜔2 – угловая скорость 
приводного вала; 𝑖𝑖 – передаточное отношение конической передачи. 

По принципу приведения, величина суммарного запаса кинетической энергии всех 
движущихся частей дробилки, приведённых к валу 2 остается неизменной [9].  

𝐽𝐽пр2 ∙
𝜔𝜔2

2

2
= (𝐽𝐽кон + 𝐽𝐽к + 𝐽𝐽в) ∙ 𝜔𝜔2

2

2𝑖𝑖2
+ 𝐽𝐽в−ш ∙

𝜔𝜔2
2

2
   (2) 

Отсюда выразим приведённый момент инерции к валу 2: 
𝐽𝐽пр2 = (𝐽𝐽кон + 𝐽𝐽к + 𝐽𝐽в) ∙ 1

𝑖𝑖2
+ 𝐽𝐽в−ш     (3) 

Момент инерции, приведённый к валу 3 равен моменту инерции ротора гидромашины. 
Приведённый к валу 3 момент зависит от давления в гидросистеме и жидкостного трения 

в гидролиниях: 
𝑀𝑀Гпр = 𝑀𝑀р −𝑀𝑀жид

Т ,      (4) 
где 𝑀𝑀р – момент гидромашины, определяемый давлением в гидросистеме, 𝑀𝑀жид

Т  –  момент 
жидкостного трения при протекании рабочей жидкости по гидролиниям представим в виде: 

𝑀𝑀жид
Т = 𝜇𝜇 ∙ 𝜑̇𝜑3 + 𝜑̇𝜑32,       (5) 

где µ  и ν  – параметры демпфирования, характеризующие соответственно рассеяние 
энергии при  ламинарном и турбулентном течении жидкости через дроссельное отверстие и 
определяемые в зависимости от величины числа Рейнольдса [10]. 
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Следует учесть, что давление в гидросистеме определяется в основном давлением в 
газовой камере гидроаккумулятора. Для процессов, происходящих в газовой камере 
справедливо соотношение [11]: 

𝑝𝑝 ∙ 𝑉𝑉 = 𝑝𝑝0 ∙ 𝑉𝑉0, (6) 
где 𝑝𝑝0, 𝑉𝑉0 – начальные давление и объём, занимаемый газом в газовой камере 

гидроаккумулятора; 𝑝𝑝, 𝑉𝑉 – текущие значения давления и объёма.  
Текущий объём, занимаемый газом,  

𝑉𝑉 = 𝑉𝑉0 − 𝑉𝑉ж,      (7) 
где 𝑉𝑉ж = 𝑉𝑉1 ∙ 𝜑𝜑3 – объем жидкости, накачанный в  гидроаккумулятор, 𝜑𝜑3 – угол поворота 

вала 3, 𝑉𝑉1 = 𝑄𝑄 Ω𝑛𝑛⁄  – объём жидкости, проходящий через гидромашину при повороте на один 
радиан, 𝑄𝑄 – производительность (расход) гидромашины при номинальной угловой скорости 
вращения вала Ω𝑛𝑛. 

Из уравнения (6) с учетом уравнения (7) выразим текущее давление в гидросистеме: 
𝑝𝑝 = 𝑝𝑝0∙𝑉𝑉0

𝑉𝑉0−𝑉𝑉ж
= 𝑝𝑝0∙𝑉𝑉0

𝑉𝑉0−𝑉𝑉1∙𝜑𝜑3
= 𝑝𝑝0 + 𝑝𝑝0∙𝑉𝑉1

𝑉𝑉0−𝑉𝑉1∙𝜑𝜑3
∙ 𝜑𝜑3.

              
(8) 

Тогда момент 𝑀𝑀𝑝𝑝, действующий на регулировочный вал гидромашины:  

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 𝑝𝑝 ∙ 𝑉𝑉1 = 𝑝𝑝0 ∙ 𝑉𝑉1 + 𝑝𝑝0∙𝑉𝑉12

𝑉𝑉0−𝑉𝑉1∙𝜑𝜑3
∙ 𝜑𝜑3 = 𝑀𝑀𝑝𝑝0 + 𝑐𝑐 ∙ 𝜑𝜑3,  (9) 

где 𝑀𝑀𝑝𝑝0 – момент, создаваемый начальным давлением в гидросистеме; 𝑐𝑐 – коэффициент 
крутильной жёсткости гидроупругого элемента гидросистемы:  

𝑐𝑐 = 𝑝𝑝0∙𝑉𝑉12

𝑉𝑉0−𝑉𝑉1∙𝜑𝜑3
.     (10) 

Из уравнения (10) следует, что жёсткость муфты зависит как от угла поворота 
регулировочного вала гидромашины (то есть характеристика жёсткости не является 
линейной), так и от начального давления 𝑝𝑝0 в газовой камере гидроаккумулятора и расхода 
гидромашины, которые можно регулировать в процессе работы привода. 

Кроме того, следует учесть, что если момент, воздействующий на вал 3 со стороны 
передаточного механизма меньше 𝑀𝑀𝑝𝑝0, то вал 3 не вращается и муфта работает, как жёсткая. 
При этом передаточный механизм работает с одной степенью свободы. 

Уравнение для полной механической характеристики асинхронного электродвигателя 
имеет вид [7]: 

𝑀𝑀Д = 𝑧𝑧𝑝𝑝∙𝑚𝑚1∙𝑅𝑅2′ ∙𝑈𝑈12

𝜔𝜔1𝑠𝑠��𝑅𝑅1+𝑐𝑐1𝑅𝑅2′/𝑠𝑠�
2�𝑋𝑋1+𝑐𝑐1𝑋𝑋2′�

2
�
      (11) 

где  и — первичное и вторичное приведенные реактивные сопротивления 
рассеяния; 𝑠𝑠 – скольжение двигателя; 𝜔𝜔1 – синхронная угловая скорость двигателя;  и – 
первичное и вторичное приведенные активные сопротивления; 𝑈𝑈1  — фазное напряжение. 

Нагрузку на приводном валу выражали по результатам статистических данных, 
полученных на АО «Стойленский ГОК» [12]: 

𝑀𝑀С = Р
𝜔𝜔н

= �
0,15𝑀𝑀н ,при 0 ≤ 𝑡𝑡 < 120

1,9𝑀𝑀н ,при 120 ≤ 𝑡𝑡 < 122
0,9𝑀𝑀н + 0,1𝑀𝑀н ∙ sin(𝑘𝑘1𝑡𝑡) + 0,8𝑀𝑀н ∙ sin(𝑘𝑘2𝑡𝑡) ,при 𝑡𝑡 ≥ 122 

           (12) 

Для моделирования работы передаточного механизма гидромеханического устройства 
использованы уравнения Лагранжа 2-го рода [13]. Зубчатый дифференциальный механизм 
предохранительной муфты имеет 2 степени свободы [14]. Ведущим звеном является 
приводной вал 1, угол поворота которого 𝜑𝜑1 определяет угол поворота вала 2 𝜑𝜑2, а также 
угол поворота вала 3 гидромашины 𝜑𝜑3: 

𝜑𝜑1̇ = 𝜑𝜑2̇ + 𝜑𝜑3̇
𝑢𝑢

       (13) 
где 𝑢𝑢 - передаточное отношение конического дифференциала. 
В качестве обобщённых координат принимаем угол поворота вала 2 𝜑𝜑2 и угол поворота 

вала 3  𝜑𝜑3. 
Кинетическая энергия системы складывается из совокупности кинетических энергий 

1X 2X

1R 2R
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отдельных ее частей: 
𝑇𝑇 = 𝑇𝑇1 + 𝑇𝑇2 + 𝑇𝑇3       (14) 

где 𝑇𝑇1 – кинетическая энергия приводных элементов; 𝑇𝑇2 – кинетическая энергия элемен-
тов, приведённых к валу 2; 𝑇𝑇3 – кинетическая энергия элементов, приведённых к валу 3. 

Кинетическая энергия системы приводных элементов состоит из кинетической энергии 
приводного вала 1 𝑇𝑇пр1, кинетической энергии солнечного колеса 𝑇𝑇ск и кинетической энергии 
сателлитов: 

𝑇𝑇1 = 𝑇𝑇пр1 + 𝑇𝑇ск + 𝑇𝑇с = 1
2
�𝐽𝐽пр1 + 𝐽𝐽к + 𝑛𝑛

𝑖𝑖12
𝐽𝐽𝑐𝑐� �𝜑𝜑2̇ + 𝜑𝜑3̇

𝑢𝑢
�
2

= 1
2
𝐽𝐽1 �𝜑𝜑2̇ + 𝜑𝜑3̇

𝑢𝑢
�
2
                (15) 

где 𝐽𝐽пр1 – момент инерции приводного вала; 𝜔𝜔1 = 𝜑𝜑1̇ – угловая скорость приводного вала; 
𝐽𝐽к – момент инерции солнечного колеса; 𝐽𝐽к – момент инерции сателлита; 𝑖𝑖1  – передаточное 
отношение пары солнечное колесо - сателлит; 𝑛𝑛 – количество сателлитов; 

Кинетическая энергия элементов, приведённых к валу 2 состоит из кинетической энергии 
системы, приведённой к валу 2 𝑇𝑇пр2 и кинетической энергии коронного колеса 𝑇𝑇кк. 

𝑇𝑇2 = 𝑇𝑇пр2 + 𝑇𝑇кк = 1
2
�𝐽𝐽пр2 + 𝐽𝐽к�𝜑𝜑2̇2 = 1

2
𝐽𝐽2 ∙ 𝜑𝜑2̇2     (16) 

где 𝐽𝐽пр2- момент инерции системы, приведённой к валу 2; 𝜔𝜔2 = 𝜑𝜑2̇ – угловая скорость 
вала 2; 𝐽𝐽к - момент инерции коронного колеса, равный моменту инерции солнечного колеса. 

Кинетическая энергия элементов, приведённых к валу 3 состоит из кинетической энергии 
гидросистемы, приведённой к валу 3 𝑇𝑇пр3, кинетической энергии шестерни 𝑇𝑇ш и колеса, 
связанного с водилом, 𝑇𝑇в  

𝑇𝑇3 = 𝑇𝑇пр3 + 𝑇𝑇ш + 𝑇𝑇в + 𝑇𝑇с = 1
2
�𝐽𝐽пр3 + 𝐽𝐽ш + 1

𝑖𝑖22
𝐽𝐽в� 𝜑𝜑3̇2 = 1

2
𝐽𝐽3 ∙ 𝜑𝜑3̇2                     (17) 

где 𝐽𝐽пр3- момент инерции системы, приведённой к валу 3; 𝜔𝜔3 = 𝜑𝜑3̇ - угловая скорость 
вала 3; где 𝐽𝐽ш- момент инерции шестерни; 𝐽𝐽в- момент инерции колеса, связанного с водилом; 
𝑖𝑖2  - передаточное отношение конической передачи. 

Таким образом, кинетическая энергия системы: 

Т =
1
2
𝐽𝐽1 �𝜑𝜑2̇ +

𝜑𝜑3̇
𝑖𝑖
�
2

+
1
2
𝐽𝐽2 ∙ 𝜑𝜑2̇2 +

1
2
𝐽𝐽3 ∙ 𝜑𝜑3̇2 = 

= 1
2
�(𝐽𝐽1 + 𝐽𝐽2) ∙ 𝜑𝜑2̇2 + �𝐽𝐽1

𝑖𝑖2
+ 𝐽𝐽3� ∙ 𝜑𝜑3̇2�+ 𝐽𝐽1

𝑖𝑖
𝜑𝜑2̇ ∙ 𝜑𝜑3̇    (18) 

Обобщённые силы определяются из уравнения возможных работ всех действующих на 
систему сил и моментов: 

𝛿𝛿А = 𝑀𝑀Д ∙ 𝛿𝛿𝜑𝜑1 −𝑀𝑀С ∙ 𝛿𝛿𝜑𝜑2 −𝑀𝑀Гпр ∙ 𝛿𝛿𝜑𝜑3 = 
= �𝑀𝑀Д −𝑀𝑀С� ∙ 𝛿𝛿𝜑𝜑2 + �𝑀𝑀Д

𝑖𝑖
−𝑀𝑀Гпр� ∙ 𝛿𝛿𝜑𝜑3     (19) 

Сообщая системе возможное перемещение, при котором 𝛿𝛿𝜑𝜑2 ≠ 0 , а 𝛿𝛿𝜑𝜑3 = 0 найдём 
первую обобщенную силу: 

𝑄𝑄2 = 𝑀𝑀Д −𝑀𝑀С        (20) 
Далее мысленно останавливаем вал 2 при вращающемся вале 3, тогда: 

𝑄𝑄3 = 𝑀𝑀Д
𝑖𝑖
− 𝑀𝑀Гпр       (21) 

Найдём частные производные кинетической энергии и продифференцируем уравнения 
для частных производных: 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
� 𝜕𝜕Т
𝜕𝜕𝜑𝜑2̇

� = (𝐽𝐽1 + 𝐽𝐽2) ∙ 𝜑𝜑2̈ + 𝐽𝐽1
𝑖𝑖
𝜑𝜑3̈      (22) 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝜕𝜕Т
𝜕𝜕𝜑𝜑3̇

� = �𝐽𝐽1
𝑖𝑖2

+ 𝐽𝐽3� ∙ 𝜑𝜑3̈ + 𝐽𝐽1
𝑖𝑖
𝜑𝜑2̈      (23) 

Согласно уравнения Лагранжа 2 рода получаем систему дифференциальных уравнений 2 
порядка [16] 

                                    (𝐽𝐽1 + 𝐽𝐽2) ∙ 𝜑𝜑2̈ + 𝐽𝐽1
𝑖𝑖
𝜑𝜑3̈ = МД −МС                   (24) 

�
𝐽𝐽1
𝑖𝑖2

+ 𝐽𝐽3� ∙ 𝜑𝜑3̈ +
𝐽𝐽1
𝑖𝑖
𝜑𝜑2̈ =

МД

𝑖𝑖
− МГпр 
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Таким образом, система уравнений, описывающая работу гидромеханического 
предохранительного устройства в приводе конусной дробилки примет следующий вид: 

 

(𝐽𝐽1 + 𝐽𝐽2) ∙ 𝜑𝜑2̈ +
𝐽𝐽1
𝑖𝑖
𝜑𝜑3̈ = МД −МС 

�
𝐽𝐽1
𝑖𝑖2

+ 𝐽𝐽3� ∙ 𝜑𝜑3̈ +
𝐽𝐽1
𝑖𝑖
𝜑𝜑2̈ =

МД

𝑖𝑖
− МГпр 

МД =
𝑧𝑧𝑝𝑝 ∙ 𝑚𝑚1 ∙ 𝑅𝑅2′ ∙ 𝑈𝑈12

𝜔𝜔1𝑠𝑠[(𝑅𝑅1 + 𝑐𝑐1𝑅𝑅2′ /𝑠𝑠)2(𝑋𝑋1 + 𝑐𝑐1𝑋𝑋2′)2] 

МС = �
0,15Мн ,при 0 ≤ 𝑡𝑡 < 120

1,9Мн ,при 120 ≤ 𝑡𝑡 < 122
0,9Мн + 0,1Мн ∙ sin(𝑘𝑘1𝑡𝑡) + 0,8Мн ∙ sin(𝑘𝑘2𝑡𝑡),при 𝑡𝑡 > 122

 

МГпр = Мр −Мжид
Т  

𝑀𝑀𝑝𝑝 = 𝑀𝑀𝑝𝑝0 + 𝑐𝑐 ∙ 𝜑𝜑3 

𝑐𝑐 =
𝑝𝑝0 ∙ 𝑉𝑉12

𝑉𝑉0 − 𝑉𝑉1 ∙ 𝜑𝜑3
 

Так как полученная математическая модель представляет собой систему, содержащую 
нелинейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка, то целесообразно 
решать её численными методами, моделируя процесс работы дробилки с гидромеханическим 
предохранительным устройством в Matlab Simulink [15]. 

Работа двигателя и имитация нагрузки со стороны технологической машины задаётся 
аналогично построению имитационной модели работы привода без установленного в привод 
предохранительного гидромеханического устройства [12]. 

Механическая часть предохранительного устройства состоит из дифференциального 
механизма и моделируется блоком Differential, который делит движение, передаваемое от 
двигателя на движение двух валов, один из которых связан с электродвигателем, 
моделируемым блоком Out1, а другой с гидромашиной, моделируемой блоком Conn 1  
(рис. 2). 

Гидравлическая система предохранительного устройства была составлена на базе 
стандартных блоков библиотеки Matlab Simulink.  

Для сравнения работы привода без гидромеханического предохранительного устройства и 
с ним, построили сравнительную имитационную модель (рис.2).  

 
Рис. 2 – Сравнительная модель динамики работы привода 

В данной модели регистрируется нагрузка на валу электродвигателя, и выводятся на экран 
графики колебания мощности на валу двигателя привода с гидромеханическим 
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предохранительным устройством и без него. Результаты математического моделирования 
представлены на рисунке 3. 

 
Рис. 3 – Теоретические графики изменения мощности двигателя дробилки:  

1 – без предохранительного устройства;  
2 – с предохранительным устройством в приводе 

Выводы. 
Полученная модель динамики работы привода конусной дробилки позволяет исследовать 

работу привода при различных режимах дробления и различной жёсткости привода. 
Результаты математического моделирования показали, что воздействие динамических 
нагрузок на привод при установке предлагаемого предохранительного устройства снижается 
в среднем в 6 раз, что говорит об эффективной защите привода от динамических нагрузок. 
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МЕТОД РАСЧЕТА РЕЗОНАТОРА ДЛЯ РАДИОСПЕКТРОСКОПА 

 
Продемонстрирован метод расчета прямоугольного волноводного резонатора для 

радиоспектроскопа. Составлена математическая модель, произведены расчеты. Приведено 
сравнение результатов, полученных с помощью предложенной математической модели, с 
результатами экспериментальных исследований. 

 
Ключевые слова: резонатор, спектрометр, математическое моделирование. 
 
В качестве ячейки поглощения в радиоспектроскопах электронного парамагнитного 

резонанса (ЭПР) СВЧ диапазона находит применение прямоугольный волноводный 
резонатор, имеющий круглые отверстия в стенках, в которые вводится ампула с 
исследуемым веществом (рис. 1).  

 
Рис. 1. – Эскиз исследуемого резонатора 

В резонаторе возбуждается колебание, обеспечивающее пучность магнитного поля в 
месте расположения ампулы. В [1] дано описание такого резонатора, приводятся некоторые 
результаты экспериментальных исследований и ориентировочно оценивается влияние 
диэлектрического включения на параметры резонатора без учета отверстий в стенках. 

При получении расчетных соотношений для данного резонатора тонкостенную ампулу 
рассматриваем как круглый диэлектрический цилиндр, имеющий диэлектрическую 
проницаемость заполняющего ампулу вещества. Поскольку отверстия в стенках резонатора 
(достаточно толстых) запредельные, излучением из них можно пренебречь: поле на выходах 
из запредельных каналов, заполненных диэлектриком, практически равно нулю. 

Характеристическое уравнение составляем методом частичных областей (МЧО). Весь 
объем резонатора разбиваем на четыре области (см. рис. 1). Области I и IV образует 
свободная от диэлектрика часть резонансного объема (границей областей служит плоскость 
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симметрии 0=x ); область II – часть диэлектрического цилиндра, заключенная между 
стенками резонатора; области III – части диэлектрического цилиндра, находящиеся в 
запредельных волноводных каналах. Поле в резонаторе из–за наличия диэлектрического 
стержня является гибридным [2-3]. Интересуясь колебанием, близким по структуре поля к 

201H  обычного прямоугольного резонатора (именно на этом колебании работает 
поглощающая ячейка спектроскопа), записываем продольные компоненты векторов Герца в 
области I в виде 
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В области II, для которой нельзя сформулировать краевую задачу Штурма-Лиувилля, 
продольные компоненты векторов Герца записываем в виде 
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цилиндра; )(xJ n  – функция Бесселя. Ввиду того, что поверхность области II 
неэкранированная, в выражениях (2) учитывается весь непрерывный спектр по поперечному 
волновому числу 2α . Функции ( )2αnC  и ( )2αnD  – неизвестные спектральные амплитуды. 

Поле в области III представляем в виде суммы реактивно затухающих собственных волн 
круглого волновода, возбуждаемых при l±=z . Волны, отраженные от концов запредельных 
каналов, не учитываем.  
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относительно неизвестных постоянных коэффициентов mkA  и mkB , и спектральных 
амплитуд ( )2αnC  и ( )2αnD , входящих под знаки интегралов. Уравнения типа (3) 
получаются из граничных условий при 0rr =  и образуют первую систему, уравнения типа 
(4) получаются из граничных условий при l±=z  и образуют вторую систему. В (4) nqα  и 

npα  – поперечные волновые числа реактивно затухающих H - и E -волн в круглом 
волноводе. 

Учитывая слабое проникновение поля в запредельные волноводные каналы (область III), 
неизвестные спектральные амплитуды ( )2αnC  и ( )2αnD  приближенно записываем в виде  
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где )δ(x  – дельта-функция; ( )[ ]{ }22
2 π/212εμω Trr +−=α  – значения поперечного 

волнового числа, соответствующие наиболее интенсивным составляющим непрерывного 
спектра; r

nC  и r
nD  – амплитуды этих составляющих; T  – неизвестный пространственный 

(по z ) период. Используя представление (5) спектральных амплитуд, от систем 
интегральных уравнений приходим к двум системам однородных линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных постоянных коэффициентов и амплитуд: r

nC  и r
nD . 

Записывая условия нетривиальности решений этих систем, получаем два детерминантных 
уравнения, которые образуют систему, решаемую относительно резонансной длины волны 

резλ  и периода T . 
Численные расчеты резонансной длины волны производились для колебания квази- 201H  

в двух приближениях. В первом приближении во всех областях было учтено по одному 
слагаемому в записи векторов Герца. Во втором приближении в областях I и II учитывалось 
по два слагаемых. 

Результаты расчета резλ  и продольного волнового числа Tπ/2β2 =  при разных значениях 
радиуса диэлектрического цилиндра 0r  и его относительной диэлектрической 
проницаемости 022 /εεε =~  представлены на рис. 2,а,б. Геометрические размеры 
прямоугольного резонатора, взятые при расчетах, соответствуют резонатору, реально 
используемому в спектроскопе. 
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а) б) 
Рис. 2 – Результаты расчета резонансной длины волны l/2λрез  (а) и продольного 

волнового числа l2β  (б) в зависимости от радиуса диэлектрического цилиндра и его 
относительной диэлектрической проницаемости 0,4347l1,8260;ε~2 == b/a/l   

(сплошные кривые – первое приближение, штриховая линия – второе приближение) 
При 00 =r , как и следовало ожидать, получаем резλ  колебания 201H  невозмущенного 

прямоугольного резонатора. При этом lπ/2,β2 == Tl . Когда 0r  отлично от нуля, l>T . 
Резонансная длина волны с ростом 0r  и 2ε~  растет в связи с увеличением частичного 
заполнения резонатора оптически более плотной средой. Значения резλ , рассчитанные в 
первом и втором приближениях, различаются в среднем примерно на 3,5%. Значения 2β  в 
обоих приближениях очень близки.  

Было произведено экспериментальное определение рабочей длины волны резонатора 
спектроскопа, ампула заполнена ацетоном, 2,23ε~2 = . Различие результатов расчета и 
экспериментальных измерений составило 2,5% для первого приближения и менее 1% – для 
второго.  
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СВЯЗАННЫЕ ВОЛНЫ И КОМПЛЕКСНЫЕ ВОЛНЫ,  
ПРИСОЕДИНЕННЫЕ К ИСТОЧНИКУ 

 
Рассмотрены особенности комплексных волн, проведено сопоставление связанных волн и 

комплексных волн, присоединенных к источнику. Предложена математическая модель для 
описания указанных волн, основанная на математическом описании направленного 
ответвителя на волноводах с распределенной связью. 

 
Ключевые слова: комплексные волны, математическое моделирование, неоднородные 

направляющие структуры 
 
Сходство комплексных [1], в частности, присоединенных к источнику [2], волн в 

неоднородных, продольно-нерегулярных и невзаимных направляющих структурах и 
связанных волн (СВ) в пространственно разделенных линиях передачи, имеющих 
распределенную связь [3,4], заключается в комплексности их волновых чисел при отсутствии 
диссипации энергии. В результате этой комплексности амплитуда поля изменяется по 
продольной координате – убывает при удалении от источника при действительных 
значениях ε и µ сред, образующих направляющую структуру, и при идеальной проводимости 
ее токоведущих поверхностей. Схожесть внешних признаков комплексных и связанных волн 
в ряде случаев приводит либо к их отождествлению, либо к принципиально неверной 
трактовке физической сущности комплексных волн. 

Достаточное условие существования в той или иной направляющей структуре 
комплексных волн (КВ) можно получить, используя тот факт, что ветви решений 
дисперсионных уравнений, соответствующие комплексным волнам, начинаются в точках 
жордановой кратности волновых чисел нормальных волн, в которых возникают так 
называемые присоединенные волны (ПВ). Последние описываются продольными 
компонентами векторов Герца: 

,
1 1 2П ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = + υ 

e h
z υ q f z υ q f z q , (1) 

где 1,2q  – обобщенные поперечные ортогональные координаты;  

z – продольная координата; 1( )u q  – решение уравнения:  
( )

0
( ) 0ν

ν
ν=

= =∑
ν

L u f u , (2) 

при граничных условиях: 
0; 1;2;...= =mV m N ; (3) 

1( )u q  – решение уравнения, присоединенного к (1), т.е. имеющего правой частью решение 
однородной краевой задачи (2), (3);  

( )f z  – решение уравнения вида:  
2 0( ) ( )+β =′′f z f z , (4) 

а ( )f z  – решение уравнения, присоединенного к (7.29), т.е. уравнения  
2( ) ( ) ( )+β = −′′f z f z f z . (5) 
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В (4), (5) β – продольное волновое число, определяющее фазовую скорость волны, 
распространяющейся в направляющей структуре, и в общем случае затухание, если β – 
комплексное.  

Дисперсионные уравнения, получаемые из граничных условий (3), в которые 
подставляются решения краевой задачи (2), (3) и задачи, соответствующей присоединенным 
решениям вида (1), в точках жордановой кратности должны иметь совместные решения. 
Наличие таких решений будет свидетельствовать о существовании в рассматриваемой 
структуре КВ. 

ПВ не следует относить к собственным волнам, поскольку они описываются 
неоднородным (присоединенным) уравнением Гельмгольца. Существование их объясняется 
распределенным взаимодействием с источником типа антенны бегущей волны. Связанные 
волны представляют собой результат взаимодействия собственных волн с одинаковыми 
фазовыми характеристиками. 

Для сопоставления СВ с КВ наиболее удобной является модель направленного 
ответвителя (НО) на волноводах с распределенной связью. На рис. 1 схематически 
изображены два варианта такого ответвителя.  

 
а)                                                                 б) 

Рис. 1 – Модель направленного ответвителя на волноводах с распределенной связью:  
а − фазовые и групповые скорости обеих волн направлены в одну сторону;  

б − фазовые скорости обеих волн направлены в одну сторону (влево),  
а групповые скорости – в противоположные стороны 

На рис. 1, а показан направленный ответвитель, в котором фазовая и групповая скорости 
СВ направлены в положительном направлении оси z. Полагая распространение мощности 
вдоль оси z, размещаем источник при 0=z , т.е. в плоскости 0=z  задаем граничные условия, 
например: 

1 1 2(0), (0) 0= =a a a . При достаточно больших z мощность, связанная с волной I, 
преобразуется в мощность волны II. Затем при протяженной распределенной связи 
происходит обратный процесс. Таким образом, в рассматриваемом случае в направляющей 
структуре, состоящей из двух связанных волноводов, всегда существует положительный 
поток мощности. Сопоставление такого направленного ответвителя с поперечно-
неоднородной направляющей структурой, в которой могут распространяться КВ, например, 
с круглым двухслойным экранированным волноводом, интереса не представляет. 
Действительно, поток мощности (средний за период) собственной КВ в такой структуре, как 
известно [1], равен нулю.  

При рассмотрении направленного ответвителя со встречным направлением групповых 
скоростей, рис. 1, б, фазовые скорости обеих связанных волн НО имеют одно и то же 
направление. Известно [1], что собственные КВ поперечно-неоднородных и продольно-
нерегулярных направляющих структур существуют за счет образования встречных потоков 
мощности. Представляя поперечно-неоднородную структуру, например, круглый 
двухслойный экранированный волновод как систему двух связанных линий (каждый слой 
сопоставляется линии) и учитывая, что потоки мощности в слоях направлены в 
противоположные стороны, можно предположить, что в этой структуре так же, как в НО, 
происходит взаимодействие двух связанных линий, образованных слоями.  
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В волноводах направленного ответвителя постоянные распространения волн 
записываются в виде: 

1,2γ = ±α − βαi , (6) 

где ( )1 2
1
2

β = β +βa
; 2 2

12α = −βdc ; ( )1 2
1
2

β = β −βd
; 12c  – коэффициент связи волн; 

1,2β  – постоянные распространения волн в связанных волноводах. 

Так как 
1 2β ≈ β , при 

12 > βdс  постоянные распространения 1,2γ  будут комплексными, а 
это значит, что в системе распространяются нарастающая и затухающая волны, имеющие 
одну и ту же фазовую скорость. Когда γ – комплексная величина, считается [3], что волны 
активно связаны.  

Предположим, что мощность вводится в первый волновод в сечении 0=z . Тогда при 
граничных условиях ( )1 0 1 2= =a z , ( )2 0= =a z L  можно получить [3]: 

( ) ( ) ( )2
2

1 1 2

1 sh
2

1 sh
+ α −

= =
+ α

F z L
P z α z

F L
; 

( ) ( ) ( )2
2

2 2 2

sh
2

1 sh
α −

= − = −
+ α

F z L
P z α z

F L
, 

(7) 

где 
12

1 2
2

12

11
2

−
 β −β = −  

   
F

c
. 

Мощность в линии 1 уменьшается в положительном направлении оси z. При этом 
встречный поток мощности, существующий в линии 2 за счет связи её с линией 1, 
уменьшается по абсолютной величине в направлении оси z. Таким образом, можно сделать 
вывод, что по мере распространения волны в волноводе 1 происходит перекачка энергии в 
волновод 2, в результате которой в последнем образуется встречный поток мощности 
(обращенный), нарастающий навстречу оси z. При этом общий поток мощности в 
положительном направлении оси z отличен от нуля. Величина его зависит от граничных 
условий по z. Задание их фактически требует фиксации положения источника и соотношения 
амплитуд связанных волн, возбуждаемых в точке источника.  

Таким образом, комплексность волновых СВ вызывается взаимодействием собственных 
волн между собой, в результате которого в процессе распространения электромагнитного 
поля происходит постоянное перераспределение энергии между волнами. 
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ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ОДНОЙ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ СИЛЬНО НЕЛИНЕЙНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 
 
В настоящей работе рассматривается задача сильно нелинейного осциллятора. 

Особенность подобного рода уравнений в наличии подвижных особых точек 
алгебраического типа. В работе показано наличие таких точек и доказана теорема 
существования и единственности решения уравнения в окрестности подвижной особой 
точки. Построено аналитическое приближенное решение и получены оценки погрешности 
для неё. Теоретические результаты были протестированы в виде эксперимента с 
заданными значениями. 

 
Ключевые слова: сильно нелинейный осциллятор, алгебраическая подвижная точка, 

задача Коши, аналитическое приближенное решение. 
 

Введение 
Нелинейные дифференциальные уравнения имеют широкое применение в различных 

областях науки. Ввиду сложности рассматриваемых процессов и явлений, именно таким 
типом уравнений чаще всего пользуются при составлении математической модели. 
Сложность решения и исследования такого типа уравнений состоит в том, что классическая 
теория, в общем случае, не применима. Различные классы уравнений требуют 
индивидуальный подход. Поиск решения нелинейных дифференциальных уравнений 
делится на две области: область аналитичности и окрестность подвижной особой точки. В 
данной работе рассматривается подход, основанный на решении четырех математических 
задач: доказательства теоремы существования и единственности, влияние возмущения 
подвижной особой точки на структуру аналитического приближенного решения, точные 
критерии существования подвижной особой точки и точные границы применения 
приближенного решения. Для других классов уравнений данная теория уже была 
протестирована в работах [1 – 8]. На основании решения данных задач строится алгоритм 
нахождения подвижной особой точки с заданной точностью, как показано в работе [8].  

В данной работе рассматривается задача сильно нелинейного осциллятора с 
нелинейностью седьмого порядка. Похожие задачи рассматривались в работах [9 – 10] с 
нелинейностью третьего или пятого порядка. Решается первая задача исследования: теорема 
существования и единственности решения в окрестности подвижной особой точки. На 
основании данной теоремы было построено аналитическое приближенное решение с 
соответствующими оценками погрешности.  

Постановка задачи и методы исследования 
Рассматривается задача Коши: 

2 7x x xω′′ + =       (1) 
( )
( )

0 0

0 1

0 1, 1

x t x

x t x

x x

 =

′ =

 >

      (2) 
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Сформулируем теорему существования и единственности решения для данной задачи 
Коши в окрестности подвижной особой точки. 

Теорема 1. Пусть t∗   — подвижная особая точка задачи Коши (1) – (2), тогда решение 
данной задачи имеет вид: 

( ) ( )
2

6

0

n

n
n

x t T t t
−

∗

≥

= −∑ ,     (3) 

в области 
6

1t t
ω

∗ − < . 

Доказательство. 
С учетом структуры (3) будем искать решение задачи Коши (1) – (2) в виде: 

( ) ( )6

0

n r

n
n

x t T t t
+∗

≥

= −∑ .     (4) 

Подставим (4) в уравнение (1): 

( ) ( ) ( )
7

26 6 6

0 0 0

n n nr r r

n n n
n n n

T t t T t t T t tω
+ + +∗ ∗ ∗

≥ ≥ ≥

′′     
− + − = −     
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  + + − −  
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∑ ( ) ( ) ( ) 772 6 6
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n n

T t t T t tω
+ +∗ ∗
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+ − = −∑ ∑ ,  (5) 

где ( ) ( ) ( )7 6 0

0
,

n

n i n i n n
i

T T T T T−
=

= =∑ . 

Левая и правая части равенства (5) должны быть тождественно равны, откуда получаем 
следующие условия: 

( ) { }

( )

7

72
12

2 7
6 6

1 , 0,1, ,11
6 6

1 , 12
6 6

n n

n n n

n nr r

n nT r r T при n

n nT r r T T при nω −


+ − = +


   + + − = =   

  
   + + − + = ≥   

  

2
   (6) 

Первое равенство определяет значение параметра 
1
3

r = − , второе и третье — это 

рекуррентные соотношения, в системе с начальными условиями позволяющие определить 
однозначно коэффициенты разложения решения (3). 

Перейдем к оценке коэффициентов nT . Для второго уравнения системы имеем: 

( )72 2 1
6 6n n

n nT T− −  − =  
  

, 

( )6
0

2 2 1 7
6 6

m
n n n

n nT T T T− −  − = +  
  

 , 

где ( )
( )

6
0 2

2 7 1 4
97 1

T
+

= =
−

, и 0iT ≡  при 12 , Ni k k≠ ∈ . 

Оценка погрешности коэффициентов, для достаточно больших значений индексов, имеют 
следующий вид: 

2
12

0
2
72

10 96

n

n
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n n
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− −
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С учетом оценки погрешности коэффициентов находим радиус сходимости правильной 
части ряда (3): 

6212

1 1R
ωω

< =  

Теорема 2.  Пусть выполняются все условия теоремы 1, тогда аналитическое 
приближенно решение  

( ) ( )
2

6

0

nN

N n
n

x t T t t
−

∗

=

= −∑ ,     (7) 

имеет следующую оценку погрешности: 
2

6
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122 2

72 1
10 96 1
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−
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Численный эксперимент 
Рассмотрим задачу Коши (1) – (2) с заданными параметрами: 

74x x x′′ + =      (8) 
( )
( )
0 1.5

0 2

x

x

=
 ′ =

     (9) 

Подвижная особая точка 0.2213t∗ =  с радиусом сходимости 
6

1 0.7937
4

ρ = ≈ . 

Коэффициенты разложения ряда, являющегося решением задачи Коши (8) – (9), имеют вид:  
66

0 12 0 24 0
4 9, , 18
9 14

T T T T T= = = − . 

Аналитическое приближенное решение задачи Коши (8) – (9) в случае 24N =  имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 5 10

63 3 36 6 6
24

4 4 9 4 18
9 9 14 9

x t t t t t t t
−∗ ∗ ∗ 

= − + − + − − 
 

. 

Далее, на рис. 1, представлено сопоставление численного решения, с решением, 
полученным в настоящей работе. 

 
Рис. 1 - Сопоставление численного решения, полученного с помощью программы Maple и 

решения, полученного с помощью теорем 1 и 2 
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Заключение 
В данной работе рассматривалась математическая модель осциллятора с сильной 

нелинейностью, решение которого имеет подвижные особые точки алгебраического типа. 
Получено решение в окрестности подвижной особой точки в виде обобщенных степенных 
рядов. Показаны рекуррентные соотношения для нахождения коэффициентов разложения 
данного ряда. Представлены оценки погрешности для коэффициентов, что в последующем 
помогает оценить погрешность аналитического приближенного решения.  Теоретические 
результаты апробированы с помощью численного эксперимента.  
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ФОРМАЛИЗАЦИЯ ВЫЯВЛЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ РАЗМЕРНЫХ ЦЕПЕЙ 
 
С внедрением в практику машиностроительного производства ЭВМ появилась 

возможность автоматизировать технологические размерные расчеты, а именно не только 
определять межпереходные (межоперационые) размеры деталей и припуски на 
механическую обработку, но и на этапе разработки технологического процесса 
механической обработки оценить возможность достижения требуемой точности.  
В статье рассматриваются подходы к решению ключевой проблемы автоматизированного 
размерного анализа – формализованному выявлению размерных цепей.     

 
Ключевые слова: алгоритм, теория графов, размерная цепь, звено размерной цепи, 

размерный анализ. 
 
Введение 
Проведение технологических размерных расчетов и технологического размерного анализа 

основано на выявлении и расчете технологических размерных цепей. Необходимо отметить, 
что задача расчета конструкторских размерных цепей решена во многих CAD системах, 
например, в системе КОМПАС. Использую эту библиотеку можно рассчитать и 
технологическую размерную цепь, но проблема состоит в том, что выявить и построить эту 
размерную цепь должен инженер, использующий эту систему. 

Гораздо интереснее было бы решение задачи автоматизации выявления технологических 
размерных цепей. 

Методика технологического размерного анализа предложена еще в восьмидесятые годы 
двадцатого века В.В. Матвеевым [1], но и в ней формирование размерной цепи производится 
человеком, а так как решение задачи размерного анализа требует знаний и затрат времени, то 
в условиях реального производства технологи не занимаются размерным анализом, а 
назначают припуски чаще всего табличным методом. Проблемами размерного анализа 
технологических процессов занимаются и сейчас, но увы, пока в учебных целях [2-5], и, по-
прежнему, выявление размерной цепи остается за человеком.  

Следует отметить, что в девяностые годы двадцатого века на нашей кафедре была 
предпринята попытка решения задачи автоматизации размерного анализа, но с тех пор 
разработанная программа морально устарела (она была разработана под операционную 
систему DOS), а ее автор ушел из жизни не опубликовав алгоритм. Поэтому нами 
предпринимается попытка разработки новой программы технологического размерного 
анализа. Первым шагом решения этой задачи является разработка формализованного 
алгоритма выявления технологических размерных цепей.  

Алгоритм выявления технологических размерных цепей 
Рассмотрим основные этапы данного алгоритма на примере обработки торцов вала и 

формирования линейных размеров вала. Чертеж вала представлен на рисунке 1. 
 Для автоматизированного проведения размерного анализа необходимо произвести 

кодирование поверхностей детали. В основе системы кодирования поверхностей лежит 
система, предложенная Матвеевым В.В.  Поверхности нумеруются слева направо сверху 
вниз. Для обозначения этапов обработки номера поверхностей умножаются на 10. При этом 
ноль соответствует заготовке, единица - первой обработке и т.д. Для кодирования 
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цилиндрических поверхностей используются два элемента: номер поверхности и номер ее 
оси, который в десять раз больше номера поверхности. В связи этим при нумерации 
поверхностей не используются номера, кратные десяти. 

 

 
 

Рис.1 – Чертеж вала 
Последовательность обработки поверхностей вала видна из размерной схемы 

технологического процесса, представленной на рисунке 2.  
 

 
Рис. 2 - Размерная схема маршрута обработки вала 

Данная схема строится в ходе диалога с системой путем указания обрабатываемой 
поверхности и базы, от которой она обрабатывается.  

Наилучшим математическим аппаратом для решения задач размерного анализа является 
теория графов. Представим приведенный маршрут обработки в виде графа (рисунок 3). 
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Рис. 3 – Граф технологических размерных связей 

Данный граф описывается матрицей смежности вершин, представленной в таблице 1. 
Очевидно, что при программной реализации алгоритма матрица будет анализироваться с 

использованием циклов, в которых параметрами будут выступать номера строк и столбцов 
матрицы. Для установления соответствия между номерами строк и столбцов и номерами 
поверхностей можно создать массив имен, который потом связать с номерами строк и 
столбцов. В дальнейшем, для упрощения рассмотрения алгоритма будем считать, что данная 
связь установлена.   

Параллельно с матрицей смежности вершин создается аналогичная матрица со 
значениями размеров, введенных в процессе диалога при описании техпроцесса и в нее же 
будут вносится рассчитанные значения.  

Таблица 1 – Матрица смежности вершин 
 1 2 3 4 5 6 10 11 20 21 22 30 31 32 40 41 42 51 52 60 61 
1  1    1                
2 1                     
3    1                  
4   1  1                 
5    1  1                
6 1    1                 
10        1 1             
11       1  1         1 1  1 
20       1 1  1            
21         1  1          1 
22          1           1 
30             1  1       
31            1  1  1      
32             1    1     
40            1    1    1  
41             1  1  1 1    
42              1  1   1   
51        1        1   1   
52        1         1 1    
60               1      1 
61        1  1 1         1  



 
47 Научно-технический вестник Поволжья №11 2023                                     Технические науки 

Также для реализации разрабатываемого алгоритма в ходе описания маршрута обработки 
необходимо зафиксировать максимальное число обработок для каждой поверхности. 

В технологических размерных цепях в качестве замыкающего звена может выступать как 
припуск на механическую обработку, так в более сложном случае и размер детали, когда в 
ходе выполнения операции какая-либо поверхность обрабатывается не от конструкторской 
базы. 

Именно поэтому рассмотрение основных этапов реализации алгоритма выявления 
размерных цепей начинается с определения вида замыкающего звена. Рассмотрим основные 
этапы алгоритма выявления размерной. 

Шаг 1: Для строк и столбцов, описывающих размерные связи детали (в примере это 
строки и столбцы с первого по шестой), определить где на пересечении строки и столбца 
встречается единица. 

Шаг 2: Проанализировать пересечение строк и столбцов, соответствующих максимальным 
количествам обработок для этих поверхностей. Если на пересечении соответствующих 
строки и столбца стоит единица, то перейти к шагу 3, если ноль, то к шагу 4. 

Шаг 3: В данном случае замыкающим звеном является припуск на механическую 
обработку. Организовать вызов процедуры расчета припуска, после выполнения которой 
перейти к шагу 7. 

Шаг 4: В данном случае замыкающим звеном размерной цепи будет размер, заданный на 
чертеже. Для выявления размерной цепи необходимо выявить все единицы в строках, 
описывающих границы замыкающего звена. В нашем примере это строки 11 и 22.   
В 11 строке единицы стоят в 10, 20, 51, 52 и 61 столбцах. В 22 строке соответственно в 21 и 
61 столбцах. 

Необходимо найти повторяющиеся столбцы с целью сокращения перебора 
неэффективных вариантов. В данном примере повторяющимся значением является 61. 
Начинать выявление цепи можно от любой границы. 

Перебирая в цикле столбцы определяется наличие единицы на пересечении строки и 
повторяющегося столбца. Затем производится проверка наличия единицы на пересечении 
данного столбца и строки, являющейся второй границей замыкающего звена. Если единица 
найдена то, цепь выявлена. Если единицы нет, то осуществляется поиск строк из списка 
повторяющихся вершин, содержащих единицу, для этих строк осуществляется поиск единиц 
в столбцах из списка повторяющихся вершин и т.д. пока не будет достигнута вторая граница 
замыкающего звена. На каждом шаге поиска проверяется не достигнута ли вторая граница 
замыкающего звена.  

В рассматриваемом примере выявление цепи начнем с поверхности 22. Необходимо 
проверить наличие единицы на пересечении строки 22 и столбца 61. При обнаружении 
единицы фиксируется первый размер размерной цепи. Затем проверяется наличие единицы 
на пересечении 61 столбца и 11 строки. Так как достигнута вторая граница замыкающего 
звена, то размерная цепь сформирована. Перейти к шагу 5. 

Шаг 5: Для определения величины неизвестного размера размерной цепи необходимо 
определить влияние звеньев на величину замыкающего звена. Для линейных размеров это 
можно сделать формально. Для трехзвенной размерной цепи размер, соединяющий номера 
поверхностей с максимальной разницей будет увеличивающим, а оставшийся уменьшающим 
звеном.  

В рассматриваемом примере А(11-22)= -А(22-61)+А(11-61) (см. рис. 1б) 
Шаг 6: Вызвать процедуру расчета размерной цепи, после выполнения которой, перейти к 

шагу 7. 
Шаг 7: Изменить параметры циклы и если проанализированы не все поверхности перейти 

к шагу 1, в противном случае закончить работу. 
В рассматриваемом примере выявлять размерную цепь для звена – размера придется еще в 

одном случае – для размера А(52-61). Остальные размеры будут получены с использованием 
шага 3. 
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Таким образом выявляются технологические размерные цепи для этапа окончательной 
обработки поверхностей детали, собственно, как это реализуется при классическом ручном 
расчете размерных цепей. Поиск замыкающих звеньев и размерных цепей на последующих 
этапах аналогичен описанному.  

Мы не рассматриваем подробно процедуры расчета размерных цепей, так как эта задача 
вполне формализована и не представляет значительных трудностей при ее реализации. 

Заключение 
Предложенный алгоритм выявления линейных технологических размерных цепей 

позволяет формализовать этот процесс на основе использования теории графов, и как 
следствие автоматизировать решение задачи выявления технологических размерных цепей. 

 
Список литературы 

1. Размерный анализ технологических процессов / В. В. Матвеев [и др.]. –  
М.: Машиностроение, 1982. – 264 с. 
2. Масягин В.Б. Проблемы технологического размерного анализа / В.Б. Масягин // Новые 
материалы и технологии в машиностроении: сборник научных трудов по итогам 
Международной технической конференции. – Вып. 6. – Брянск: БГИТА, 2006 
3. Размерный анализ в машиностроении: учеб. пособие для вузов / С. Г. Емельянов [и др.]. - 
Старый Оскол: ТНТ, 2010. - 331 с. 
4. Расчет припусков и межпереходных размеров в машиностроении: учеб. пособ. для 
машиностроит. спец. вузов/ Я.М. Радкевич, В.А. Тимирязев, А.Г. Схиртладзс,  
М.С. Островский; под ред. В-А. Тимирязева.- М.: Высш. шк., 2004. – 272 с. 
5. Основы размерного анализа технологических процессов изготовления деталей: учеб. 
пособие. / В.Ф.Скворцов. – Томск: Изд–во ТПУ, 2006. – 100 с. 
  



 
49 Научно-технический вестник Поволжья №11 2023                                     Технические науки 

1.2.2. 
1Е.В. Гусев канд. техн. наук, 2Е.В. Шеметова канд. техн. наук,  

1А.П. Князев, 1А.П. Кононенко  
 

1ФГБОУ ВО «Московский авиационный институт 
(национальный исследовательский университет)» 

Кафедра 610 «Управление эксплуатацией ракетно-космических систем», 
2Акционерное общество «Научно-производственное объединение  

им С.А. Лавочкина» АО «НПО Лавочкина», 
Москва, ccg-gus@mail.ru, elena_shemetova08@mail.ru,  
knyazev.aleksey2001@yandex.ru, konenych@gmail.com 

 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕЖПЛАНЕТНОГО ПЕРЕЛЕТА  

ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНОСТИ АЛЬТЕРНАТИВНОЙ  
ДВИГАТЕЛЬНОЙ УСТАНОВКИ 

 
В данной статье рассмотрена система моделирования космического полета, на основе 

которой произведен высокоточный расчет траекторий межпланетных перелетов.  
По результатам исследования была определена эффективность альтернативного 
ракетного двигателя относительно жидкостного ракетного двигателя. 

 
Ключевые слова: гомановская траектория, оптимальная траектория, орбита Луны, 

прямой полет, альтернативная двигательная установка. 
 
Введение. Изучение и определение свойств лунных траекторий космических аппаратов – 

фундаментальная задача [1], занимающая важное место в области космонавтики и небесной 
механики. Данная проблема привлекает внимание многих научных исследователей и 
технических коллективов, российских и зарубежных, которые работают в этой области. Эта 
тема является приоритетной в исследованиях механики космического полета [2-3]. 

Для космических полетов кроме свойств траектории имеет значение используемая 
двигательная установка [4]. 

На сегодняшний день для космических полетов наиболее распространены двигательные 
установки на жидких компонентах топлива [5]. В связи с тем, что для жидкостных ракетных 
двигателей (ЖРД) достигнут предел энергетических возможностей топлива, и поэтому не 
предвидится возможность существенного увеличения их удельного импульса [6], 
космические корабли (КК) с ЖРД вынуждены совершать полет по эллиптическим 
траекториям. 

Таким образом целесообразно рассмотреть другие варианты двигательных установок, 
достаточно мощных, чтобы использовать траектории, отличные от эллиптических. 

Целью данной работы является определение эффективности альтернативной двигательной 
установки (АДУ) относительно жидкостного ракетного двигателя. 

В основе математического моделирования межпланетного перелета аппарата с ЖРД 
алгоритм и расчеты из работы [7]. Основные технические характеристики космического 
аппарата с альтернативной двигательной установкой сведены в таблицу 1 [8]. 

Таблица 1 – Массогабаритные характеристики КА с АДУ 
Сухая масса конструкции космического аппарата, кг 1400000 

Масса полезной нагрузки на орбиту Луны, кг 600000 
Масса топлива, кг (зависит от сценария) 350000 

Полная стартовая масса, кг 2350000 
Высота, м 60 
Диаметр, м 40 

Было смоделировано 2 полета на орбиту Луны, схемы которых приведены на рис. 1 и 2. 
1. Долетная траектория; 
2. Прямая траектория. 
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Так как теоретическая расчетная мощность АДУ [9] достаточно высока, целесообразно 
допустить использование прямой траектории полета при моделировании. 

План полета по долетной траектории: 
1) вертикальный взлет РН с отклонением от вертикали на определенный угол, зависящий 

от высоты полета; 
2) выход на орбиту 180 км вокруг Земли; 
3) движение по орбите Земли до момента первого импульса для полета к Луне; 
4) первый импульс для полета к Луне; 
5) движение по вытянутой полуэллиптической орбите до Луны [10]; 
6) корректировка при подлете к Луне; 
7) второй импульс для выхода на орбиту 100 км вокруг Луны. 
 

 
Рис. 1 – Траектории полетов на орбиту Луны по долетной траектории 

 

 
Рис. 2 – Траектории полетов на орбиту Луны по прямой траектории 

Расчет импульсов для гомановских переходов происходит по следующим формулам [11]: 
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где 𝑉𝑉1 – орбитальная скорость исходной орбиты, 𝑟̅𝑟 = 𝑟𝑟2 𝑟𝑟1⁄  – отношение радиусов орбит. 
План полета по прямой траектории: 
1) вертикальный взлет РН с отклонением от вертикали на такой угол, чтобы при подлете 

к Луне пролететь в 1100 км от ее поверхности; 
2) выброс зарядов происходит, пока не останется половина от их общего количества; 
3) движение по полуэллиптической орбите, вытянутой настолько, что она принимается 

прямой траекторией; 
4) корректировка при подлете к Луне; 
5) на расстоянии в 1100 км от поверхности Луны происходит торможение посредством 

разворота космического аппарата и выбросов зарядов; 
6) к моменту достижения космического аппарата расстояния 100 км от поверхности 

Луны, он обладает необходимой скоростью по количеству и направлению для выхода на 
орбиту Луны. 

Блок-схема алгоритма расчета по разным траекториям полета представлена на рисунке 3. 

 
Рис. 3 – Блок-схема алгоритма расчета полетов 
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На схеме приняты следующие обозначения: 𝑔𝑔 – ускорения свободного падения каждого 
объекта, относительно других объектов; 𝑣𝑣 – скорости объектов; 𝑥𝑥,𝑦𝑦 – координаты объектов; 
𝐻𝐻з – высота полета РН над поверхностью Земли; 𝐻𝐻л – высота полета РН над поверхностью 
Луны; 𝑇𝑇 – текущее время симуляции; 𝑡𝑡1 – момент времени первого гомановского импульса; 
𝑡𝑡к – момент времени корректировки при подлете к Луне; 𝑡𝑡2 – момент времени импульса для 
выхода на орбиту 100 км вокруг Луны; ∆𝑉𝑉 – необходимый импульс; ∆𝑉𝑉1 – первый 
гомановский импульс; ∆𝑉𝑉к – импульс корректировки; ∆𝑉𝑉2 – второй гомановский импульс. 

Описание блок-схемы. 
Блок 1 «Старт симуляции» – изначально все объекты находятся на одной вертикальной 

линии и обладают необходимой орбитальной скоростью, космический аппарат также 
обладает скоростью вращения Земли на широте пуска. 

Блоки 2, 6, 11, 13, 20, 24 «Расчет ускорения РН от двигателей» – на данном этапе 
происходит вычет массы топлива КК и получение импульса от двигательной установки. [12] 

Блоки 3, 7, 14, 16, 18, 22 «Расчет g, v, x, y объектов» – на данном этапе рассчитывается 
ускорение свободного падения для каждого объекта относительно всех остальных объектов и 
суммируется (для каждого объекта отдельно). Далее на основе этого рассчитываются 
скорости и координаты объектов [13]. 

Блоки 4, 8 «Отклонение РН от вертикали» – ракета-носитель с момента старта отклоняется 
на определенный угол от вертикали. 

Блок 5 «Перелет по гомановской траектории?» – данное условие разделяет симуляцию на 
два возможных варианта: полет по гомановской траектории, либо по прямой. 

Блок 9 «𝐻𝐻з < 280 км» – пока данное условие истинно, двигательная установка ракеты-
носителя продолжает работать, а сама ракета-носитель отклоняется от вертикали до 
горизонтального положения относительно поверхности Земли. 

Блок 10 «𝑇𝑇 < 𝑡𝑡1» – после достижения РН высоты 280 км над поверхностью Земли, она 
движется по её орбите до момента времени 𝑡𝑡1, когда будет необходимо включить двигатель 
для первой гомановской траектории. 

Блок 12 «∆𝑉𝑉 < ∆𝑉𝑉1» – включается двигатель, и пока космический аппарат не получит 
необходимый импульс, двигатель не выключается. 

Блок 15 «Использована половина топлива?» – при прямой траектории полета с момента 
старта двигатель работает и ускоряет ракету-носитель, пока не истратит половину всего 
топлива. 

Блок 17 «𝐻𝐻л < 1100 км» – пока данное условие ложно, космический аппарат движется по 
прямолинейной траектории. 

Блок 19 «𝑇𝑇 < 𝑡𝑡к» – при полете по гомановской/прямой траектории при достижении 
момента времени корректировки 𝑡𝑡к космический аппарат включает двигатель для 
совершения корректировки. 

Блок 21 «∆𝑉𝑉 < ∆𝑉𝑉к» – включается двигатель для корректировки, рассчитанной в 
зависимости от отклонения от траектории за время полета космического аппарата. 

Блок 23 «𝑇𝑇 < 𝑡𝑡2» – после корректировки, пока не настанет время импульса для выхода на 
орбиту Луны, космический аппарат движется по инерции и под воздействием 
гравитационных сил. 

Блок 25 «∆𝑉𝑉 < ∆𝑉𝑉к» – включается двигатель для выхода на орбиту Луны, рассчитанный 
исходя из необходимой орбитальной скорости на высоте 100 км над поверхностью Луны. 

Блок 26 «Выход на орбиту Луны 100 км» – после достижения необходимой скорости 
космический аппарат выходит на орбиту Луны 100 км. 

Блок 27 «Остановка симуляции» – на протяжении одного витка космического аппарата 
вокруг Луны проверяется, что отклонение от 100 км составляет не больше 200 м. Если 
условие верно, симуляция завершается. 

Результаты моделирования сведены в таблицу 2 
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Таблица 2 – Полученные данные по полетам 
Наименование этапа Время, с Масса РН, кг Импульс, м с⁄  

Долетная траектория КК с ЖРД 
На старте 0 312967 0 

Выход на орбиту Земли 180 
км 

1035.95 5991.55 11249.2 

Первый импульс, ∆𝑉𝑉1 4158.59 1449.15 3184.55 
Корректировка, ∆𝑉𝑉к 222096 1302.97 330 

Выход на орбиту Луны 100 
км, ∆𝑉𝑉2 

235875 1189.24 566.869 

Долетная траектория КК с АДУ 
На старте 0 2350000 0 

Выход на орбиту Земли 280 
км 

130.48 2258300 11843.3 

Первый импульс, ∆𝑉𝑉1 3538.01 2234500 3112.9 
Корректировка, ∆𝑉𝑉к 268656 2233800 91.8 

Выход на орбиту Луны 100 
км, ∆𝑉𝑉2 

269508 2227500 826.8 

Прямая траектория КК с АДУ 
На старте 0 2350000 0 

Первый импульс, ∆𝑉𝑉1 251.58 2174300 22905 
Корректировка, ∆𝑉𝑉к 18565.8 2167300 93.4 

Выход на орбиту Луны 100 
км, ∆𝑉𝑉2 

19541.5 2038500 17385.1 

 
Заключение. Основываясь на полученных результатах, можно сделать вывод, что 

наиболее эффективным по критериям время полета, масса топлива является космический 
аппарат с АДУ, движущимся по прямой траектории. Это следует из функциональной 
зависимости: 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂[𝑇𝑇] = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑡𝑡,𝑚𝑚). КК с АДУ на прямой траектории быстрее КК с 
идентичным двигателем на долетной траектории в 13.7 раз, однако затраты топлива 
возрастают в 2.54 раза. В сравнении с жидкостным ракетным двигателем полет космического 
аппарата с АДУ, движущегося по прямой траектории, эффективней по затратам времени при 
аналогичных затратах топлива: космический аппарат с АДУ быстрее в 12 раз. Также АДУ 
обладает преимуществом перед ЖРД в отношении килограмма полезной нагрузки к 
килограмму затраченного топлива: для ЖРД 𝑚𝑚п.н 𝑚𝑚т⁄ = 0.003, а для АДУ 𝑚𝑚п.н 𝑚𝑚т⁄ = 1.714. 
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ФОРМИРОВАНИЕ И РЕДУКЦИЯ БАЗЫ ЗНАНИЙ ОЦЕНКИ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО 

СОСТОЯНИЯ ВОДИТЕЛЕЙ АВТОТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ 
 

Описаны этапы и результаты решения задач формирования и редукции базы знаний для 
оценки функционального состояния водителей. Представлены фрагмент исходных дынных 
для анализа, используемый программный инструментарий формирования и редукции базы 
знаний, фрагмент сформированных нечетких правил, а также характеристики исходной и 
редуцированных баз знаний. 

 
Ключевые слова: формирование базы знаний, редукция нечетких правил, оценка 

функционального состояния водителя. 
 
В настоящее время наблюдается стремительная интеллектуализация решения 

практических задач во многих сферах человеческой деятельности [1]. Одной из таких сфер 
являются автотранспортные системы, в которых ключевую роль играет человек – водитель 
автомобиля. В целях обеспечения безопасности дорожного движения при управлении 
транспортным средством крайне важно соблюдать ряд условий и рекомендаций, в частности 
– не нахождение водителя в состоянии опьянения или сильного переутомления. 

Для контроля функционального состояния водителя существуют различные подходы и 
инструментальные средства, основанные, в частности, на методе пупиллометрии [2, 3]. Так, в 
работах [4, 5] были показаны актуальность и эффективность этого метода для оценки 
функционального состояния усталости водителей. 

В данной работе показана возможность и эффективность решения указанной задачи на 
основе формирования и редукции нечеткой базы знаний с использованием специально 
разработанного программного обеспечения. Рассмотрим постановку решаемой задачи. 

Пусть имеется набор данных, характеризующих пупиллометрическую реакцию у людей, 
находящихся как в нормальном функциональном состоянии, так и в состоянии сильного 
переутомления. Требуется сформировать базу знаний на основе обучения нечетких 
нейронных сетей, произвести редукцию базы знаний и оценить ее адекватность. Рассмотрим 
реализацию указанных этапов более подробно. 

В таблице 1 представлен фрагмент собственного набора данных для обучения нечетких 
нейронных сетей и формирования базы знаний. 

Таблица 1 – Фрагмент исходных данных для анализа 
Dmin Dps As ts Class 

0,002229 0,221265 0,438072 0,04 0 
0,002345 0,231985 0,459279 0,04 0 
0,01868 0,281704 0,526047 0,08 0 

0,005447 0,328204 0,645514 0,2 0 
0,324714 0,388458 0,127487 0,24 1 
0,32072 0,381735 0,12203 0,28 1 

0,326542 0,377568 0,102052 0,28 1 
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В таблице использованы обозначения: Dmin – минимальный диаметр зрачка на 
пупиллограмме, Dps – диаметр половинного сужения, As – амплитуда сужения, ts – время 
половинного сужения, Class – класс функционального состояния человека (0 – нормальное,  
1 – состояние переутомления). Следует отметить, что размеры зрачка представлены в 
относительных единицах (нормированы по размеру радужки). 

Набор данных для анализа получен в результате пупиллометрических обследований 
водителей различных возрастных групп, находящихся в одном из двух функциональных 
состояний: бодрый (750 записей) и усталый (750 записей). Объем исходных данных составил 
1500 записей. 

Для формирования базы знаний использована программа [6], главное окно которой 
представлено на рисунке 1. 

 
Рис. 1 – Главное окно программы формирования базы знаний 

В результате обучения нечетких нейронных сетей сформирована исходная база знаний, 
состоящая из 116 нечетко-продукционных правил, фрагмент которой представлен  
в таблице 2. 
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Таблица 2 – Фрагмент правил исходной базы знаний 
Dmin Dps As ts Class CF 

2 2 1 1 1 0,4451 
2 1 1 1 1 0,3714 
1 1 2 1 0 0,0909 
1 1 2 3 0 0,078 
1 2 2 1 0 0,0696 
1 1 1 1 0 0,0653 
1 2 3 1 0 0,0484 
1 1 3 1 0 0,0482 
1 2 2 3 0 0,0396 
1 1 2 2 0 0,0337 

 

В строках таблицы записаны нечетко-продукционные правила с входными переменными 
Dmin, Dps, As, ts и выходной переменной Class. У каждого правила имеется вес CF, 
определяющий его значимость. Значения «1», «2», «3» для входных переменных 
соответствуют нечетким категориям «малый», «средний», «большой», а значения выходной 
переменной – классам функционального состояния водителя. 

Для редукции исходной базы знаний использована программа [7], главное окно которой 
представлено на рисунке 2. 

 

 
Рис. 2 – Главное окно программы редукции базы знаний 

В результате редукции получены промежуточная и результирующая базы знаний, 
характеристики которых представлены в таблице 3. 

Таблица 3 – Характеристики исходной и редуцированных баз знаний 

База знаний Число 
правил 

Метрики качества классификации 
Accuracy Precision Recall F1 Score 

Исходная 116 0,9587 0,9589 0,9591 0,9587 
Промежуточная 62 0,968 0,968 0,9679 0,968 
Результирующая 29 0,968 0,968 0,9679 0,968 
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Как видно из таблицы, в результате редукции число правил сократилось сначала на 46,5% 
(со 116 до 62), а затем еще на 53,2% (с 62 до 29). В целом объем исходной базы знаний 
сократился на 75%. Точность классификации (Accuracy) повысилась на 0,93%. В целом, 
анализ значений метрик качества классификации указывает на адекватность как исходной, 
так и редуцированных баз знаний, что позволяет сделать вывод о возможности и 
эффективности их дальнейшего практического использования. 

Следует отметить, что результаты выполненного исследования внедрены и используются 
в научных исследованиях и разработках Центра разработки и сопровождения 
информационных систем ГБУ «Безопасность дорожного движения» при формировании и 
редукции базы знаний для оценки функционального состояния водителей автотранспортных 
средств. 
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МЕТОДЫ РАСШИРЕНИЯ НАБОРОВ ДАННЫХ  
НА ОСНОВЕ ОБУЧЕНИЯ С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ 

 
В данной статье рассматривается методы расширения набора данных на основе 

алгоритмов обучения с подкреплением.  
 
Ключевые слова: обучение с подкреплением, аугментация, AdaTransform, Meta Approach to 

Data Augmentation Optimization, Self-paced Data Augmentation, Learning Data Augmentation, 
RandAugment.   

 
Для существующих методов расширения наборов данных, такие как геометрические 

преобразования, обучение на основе моделей требуется четко определять предметную 
область, для которых формируется синтетический набор данных. В основном применяются 
определенные типы операций для изменения изображений или их генерации для выбранных 
наборов данных, на основании этого задача оптимизации гиперпараметров является важной 
в данной области. Одним из вариантов решения является применение алгоритмов 
направленных на оптимизацию политик, а именно использование алгоритмов обучения с 
подкреплением. 

В общем виде задача определения политики (рисунок 1) состоит из выбора стратегии в 
пространстве поиска с указанием типа операции. В свою очередь сеть задач на вход получает 
точность действия для последующей оценки. В таких задачах пространство поиска 
достаточно велико, вследствие чего требуется обучать дочерние сети. Такое автоматическое 
увеличение набора данных повышает точность применяемого классификатора и требуется 
выделять большее количество времени на обучение, что также является одной из задач, 
решаемых в настоящее время. 

 
Рис. 1 - Алгоритм аугментации данных при помощи обучения с подкреплением 

 
Существуют следующие подходы к расширению наборов данных при помощи обучения с 

подкреплением: 
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1) RandAugment – это создано путем комбинирования нескольких элементарных 
операций, таких как изменение яркости, резкости, поворот и зеркальное отражение 
изображений. В отличие от стандартных методов увеличения данных, RandAugment 
применяет случайное количество преобразований, генерирующих случайные параметры для 
каждой операции, что делает процесс увеличения данных более эффективным и 
универсальными [1].  

Learning Data Augmentation – алгоритм расширения набора данных формируется из 
неупорядоченного количества стратегий, которые применяются к изображению. В данном 
методе каждая стратегия имеет N количество преобразований, которые применяются 
последовательно [2]. 

2) Self-paced Data Augmentation – данный метод определяет выборки небольшой 
размерности, в которых расширение их набора приводит к увеличению потерь при обучении.  
В данном подходе одновременно обучается стратегия расширения набора и модель на уровне 
выбранного набора. Для определения влияния стратегии применяется аппроксимация 
изменения потерь без сравнения производительности [3].  

3) AdaTransform – основная идея этого метода заключается в использовании техник 
аугментации данных на основе трансформации предложений в сочетании с методами 
машинного обучения. При этом AdaTransform рассматривает выборку данных как 
оригинальную и "азартную" (adversarial), и на основе применения трансформаций 
предложений увеличивает количество азартных примеров [4].  

4) Meta Approach to Data Augmentation Optimization – использует алгоритмы 
оптимизации, такие как методы градиентного спуска или стохастические методы 
оптимизации, для нахождения оптимальных параметров для техник увеличения набора 
данных. Этот метод может быть использован для нахождения оптимальных параметров, 
таких как нормализация посредством Z-оценки, поворот изображений, изменение размера 
изображений, изменение яркости и контрастности и многих других техник увеличения 
данных [5]. 

Использование данного метода к Оптимизации Увеличения Данных может привести к 
улучшению обобщающей способности модели, уменьшению переобучения и повышению 
точности предсказаний. 

Таблица – Сравнительная таблица моделей обучения с подкреплением.  

№ Название 
модели Преимущества Недостатки 

1.  RandAugment 

• Универсальность 
• Простота реализации 
• Повышение 
эффективности, за счет 
устойчивости модели к 
шумам 

• Однообразие моделей и 
изменчивость данных 
• Использование 
предопределенных и 
ограниченных параметров 
• Неоптимальный выбор 
параметров на основе 
эмпирических методов или 
случайного выбора 

2.  Learning Data 
Augmentation 

• Высокая обобщающая 
способность модели 
• Использования различных 
видов аугментаций 
 
 

• Потеря качества данных и 
уменьшение точности модели 
из-за искажение исходных 
данных 
• Необходимость в экспертной 
оценке 
• Увеличение времени и 
ресурсов при включении 
дополнительных данных в 
процессе обучения 
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3.  Self-paced Data 
Augmentation 

• Автоматический выбор 
оптимальной аугментации 
данных 
Оптимальная аугментация 
данных: 
• улучшает обучение модели 
• уменьшает время обучения 
модели 
• увеличивает точность 
модели 

• Реализации сложных 
алгоритмов для выбора 
оптимальных аугментаций 
данных. 
• Неэффективное обучение, 
если данных недостаточно для 
автоматического определения 
эффективных аугментаций 
• Ограниченность по типам 
аугментации данных 
• Ограниченность 
эффективность 

4.  AdaTransform 

• Универсальность 
• Эффективность 
• Масштабируемость 
• Может применяться к 
выборкам данных разного 
объема. 
 

• При повторном применении 
трансформаций для генерации 
новых примеров может 
происходить смещение в 
сторону 
• Для генерации большого 
количества примеров и обучения 
моделей требует мощных 
вычислительных ресурсов 

5.  

Meta Approach to 
Data 
Augmentation 
Optimization 

• Автоматическая 
оптимизация стратегии 
аугментации данных при 
помощи методов 
метаобучения 
• Увеличение точности 
модели 
• Уменьшение затрат 
времени и ресурсов для 
создания и обработки 
аугментированных данных 

• Отсутствие ясности в работе 
модели. 
• Ограниченность выбора 
аугментаций данных 
• Редко используются наиболее 
эффективные методы 
аугментации 
• Требует большого количества 
данных для обучения 
эффективной стратегии 
аугментации 

 

Каждый из вышеперечисленных методов аугментации данных имеет свои преимущества и 
недостатки, которые зависят от конкретной задачи машинного обучения и характеристик 
набора данных. AdaTransform использует адаптивную трансформацию изображений с целью 
улучшения качества обучения модели. Возможны дополнительные затраты на обучение, но 
этот метод может показать хорошие результаты при работе с небольшими наборами данных. 
Meta Approach to Data Augmentation Optimization использует обучение с подкреплением для 
оптимизации аугментации данных. Этот метод может увеличить качество модели за счет 
экономии времени на обучении, но вместе с тем, может потребовать значительных затрат на 
вычислительные ресурсы. Self-paced Data Augmentation позволяет автоматически 
увеличивать сложность аугментации данных на стадии обучения, что может привести к 
повышению устойчивости модели. Однако, у метода есть свойство overfitting, и поэтому 
применяется с осторожностью. Learning Data Augmentation использует генеративные сети 
для создания новых данных. Метод позволяет создавать новые данные заметно выше 
качеством, чем методы расширения идеи с датасета. RandAugment использует случайные 
преобразования изображений для создания новых данных, которые могут увеличить размер 
набора данных и соответственно повысить качество модели. В общем и целом, выбор метода 
аугментации данных зависит от сложности задачи, наличия данных, числа примеров и 
набора продуктовых метрик машинного обучения, которые применяемая модель должна 
научиться распознавать. 



 
62 Научно-технический вестник Поволжья №11 2023                                     Технические науки 

Список литературы 
1. Hataya R., Zdenek J., Yoshizoe K., Nakayama H. Meta approach to data augmentation 
optimization, in: Proceedings of the IEEE/CVF Winter Conference on Applications of Computer 
Vision, 2022, pp. 2574–2583. 
2. Zoph B., Cubuk E.D., Ghiasi G., Lin T.-Y., Shlens J., Le Q.V., Learning data augmentation 
strategies for object detection, in: European conference on computer vision, Springer, 2020,  
pp. 566–583. 
3. Takase T., Karakida R., Asoh H. Self-paced data augmentation for training neural networks, 
Neurocomputing 442 (2021) 296–306. 
4. Tang Z., Peng X., Li T., Zhu Y., Metaxas D.N. Adatransform: Adaptive data transformation, in: 
Proceedings of the IEEE/CVF International Conference on Computer Vision, 2019, pp. 2998–3006. 
5. Hataya R., Zdenek J., Yoshizoe K., Nakayama H. Meta approach to data augmentation 
optimization, in: Proceedings of the IEEE/CVF Winter Conference on Applications of Computer 
Vision, 2022, pp. 2574–2583. 
  



 
63 Научно-технический вестник Поволжья №11 2023                                     Технические науки 

1.2.2. 
Г.И. Егоров, Т.К. Гараев, З.Я. Якупов  

 
КНИТУ  им. А.Н. Туполева – КАИ, 

Казань 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ МАТРИЧНЫХ ИГР НА ЯЗЫКЕ PYTHON 
 

В работе рассмотрены основные понятия и положения, используемые в теории игр, 
которая в настоящее время все больше применяется для решения задач в разных сферах 
человеческой деятельности: от экономики до разработки искусственного интеллекта. На 
частном примере конкретной матричной игры показано, что для ее анализа удобно 
использовать аппарат матричного исчисления и линейные алгебраические конструкции, 
воплощаемые в технологии моделирования игры на Python 3. 

 
Ключевые слова: теория игр, игрок, математическая модель, технология, Python. 
 
Введение. Теория игр – это раздел прикладной математики, который в настоящее время 

получил широкое распространение [1-3]. Известно, что теория игр позволяет находить 
наиболее выигрышные решения в конфликтных ситуациях и применяется для решения задач 
в разных областях человеческой деятельности: экономической, технической, биологической 
и т.д. Важным этапом решения задач теории игр является построение правильных 
математических и вычислительных моделей, которые можно будет использовать при 
получении прикладных программных продуктов, учитывая развитие всевозможных 
информационных технологий, требующих создания автоматизированных алгоритмов 
(например, технологии искусственного интеллекта, работа с базами данных, настройка 
автоматизации комплексов из датчиков и приводов и др.). Таким образом, практическое 
применение теории игр в разработке программ и алгоритмов для ЭВМ является актуальной 
научно-технологической темой.  

Методы и средства исследования. Очевидно, что основные положения теории игр 
можно охарактеризовать следующими положениями:   

- существует столкновение нескольких сторон, и от действий каждой стороны зависит 
исход ситуации, которая называется конфликтной; 

-  математическая модель является игрой;  
- конфликтующие стороны – соответственно игроки;  
- у игроков присутствует стратегия. 
Игры подразделяются на матричные, биматричные, непрерывные, выпуклые, игры типа 

дуэлей, сепарабельные и др. На данном этапе нам интересен вопрос о моделировании 
матричных и биматричных игр.  Напомним, что матричной называется конечная игра из 
двух игроков с нулевой суммой (игра с нулевой суммой - это тип игры, в которой величина 
выигрыша одной стороны равна величине проигрыша другой стороны, общая сумма величин 
которых равна нулю; в данной игре одна сторона может выиграть только за счет 
проигрыша другой стороны, и никак иначе), причем каждый из игроков имеет конечное 
число стратегий. 

Для составления матричной модели игры нам понадобится матрица A размерами m x n, 
которая будет называться платежной матрицей:  

А=   �

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 … 𝑎𝑎1𝑛𝑛 
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 … 𝑎𝑎2𝑛𝑛
⋮  
𝑎𝑎𝑚𝑚1

⋮
𝑎𝑎𝑚𝑚2 

⋮
… 

⋮  
𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 

�. 

Суть игры такова, что игрок A стремится сделать ход 𝐴𝐴𝑖𝑖, при котором у него будет 
максимально выгодная позиция, игрок B в ответ на это делает ход Вj, чтобы минимизировать 
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выигрыш игрока А. Таким образом, два игрока стараются делать максимально выгодные для 
себя ходы. Тогда мы можем обозначить выигрыш игрока A как максиминный выигрыш (𝜈𝜈1), а 
минимальный проигрыш, к которому стремится игрок B, обозначим как минимаксный 
проигрыш (𝜈𝜈2). 

В случае равенства 𝜈𝜈1 = 𝜈𝜈2 в игре образуется седловая точка – ход (𝑖𝑖0, 𝑗𝑗0), при котором 
𝜈𝜈1 = 𝜈𝜈2 = ν. 

Рассмотрим следующий пример игры. Например, существует игра, в которой участвует 2 
игрока (А и В). Каждый игрок имеет по одному ходу; необходимо найти наиболее выгодную 
стратегию. Первый ход делает игрок B, причём возможно выбрать одну из 4-х стратегий, в 
ответ на которые игрок A должен совершить ход, который принесет ему больше всего очков. 
Рассмотрим, например, матрицу весов ходов (табл.1).  

Таблица 1 - Таблица игры 
Ai \Bj B1 B2 B3 B4 
А1 8 12 14 6 
А2 10 10 11 9 
А3 12 14 10 1 
А4 15 6 7 8 

 
Или в матричном виде:         

𝑀𝑀 = �
8 12 14 6

10
12
15

10 11 9
14 10 1
6 7 8 

�. 

Откуда можно найти максиминные и минимаксные ходы: 
                                              𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 = 9, 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 = 9. 

Так как, максиминный ход соответствует минимаксному, в игре имеется седловая точка, 
соответствующая выбору 4-ой стратегии первого игрока (В) и выбору 2-ой стратегии второго 
игрока (А). Таким образом, для обоих игроков оптимальным будет именно этот ход. Докажем 
это. 

Рассматриваются 4 хода для игрока В. Представим эти ходы в виде матриц-столбцов: 

𝑀𝑀𝑗𝑗1 = �

8 
10  
12  
15 

� ,𝑀𝑀𝑗𝑗2 = �

12 
10  
14  
6  

� ,𝑀𝑀𝑗𝑗3 = �

14 
11  
10  
7  

� ,𝑀𝑀𝑗𝑗4 = �

6 
9  
1  
8 

�. 

Игрок A, будучи разумным, выбирает для себя наиболее выгодный вариант, т.е. наиболее 
большой по значению. В 𝑀𝑀𝑗𝑗1 – это 15, в 𝑀𝑀𝑗𝑗2 – это 14, в 𝑀𝑀𝑗𝑗3 – это  также 14, и в 𝑀𝑀𝑗𝑗4 – это 9. 
Отсюда видно, что при выборе четвертой стратегии игрок B минимизирует выигрыш игрока 
A. Возможен вариант выбора игроком A любого другого из 4-х ходов, но тогда игрок B еще 
больше минимизирует свой выигрыш. Таким образом, седловая точка игры (ход 𝑀𝑀24) 
является оптимальным ходом для обоих игроков. 

Можно представить систему игры не в виде матрицы, а в виде графов. Рассмотрим, как 
это будет выглядеть (рис.1): 
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Рис.1 - Дерево ходов 
Возможно, визуально воспринимать информацию с графов проще, но для большого 

количества ходов анализировать эти данные становится трудно. Так или иначе, графы нужно 
преобразовывать в другие математические модели, позволяющие проделывать те или иные 
операции с данными.  

Таким образом, рассматривая некоторое матричное представление, можно увидеть 
наиболее полную картину возможных действий. Анализируя заданную матрицу и выполняя 
различные подсчёты для элементов матрицы, можно сделать больше выводов, чем при 
других вариантах построения системы игры. Например, дерево ходов не может дать нам 
столь понятной информации, пригодной для быстрого математического анализа этой 
системы. Дерево ходов информативно только при минимальных вариациях действий, но если 
ходов установить много и если их количество увеличивается, то в этой ситуации 
рационально использовать матричное представление. 

Также уже для дальнейшего исследования игры мы можем использовать различные 
вычисления при отборе оптимальной стратегии: критерий Лапласа, критерий Вальда, 
критерий максимального оптимизма, критерий Сэвиджа и др. 

Моделирование игры на Python 3 с помощью библиотеки nashpy.      Стоит сказать, 
что возрастающая популярность теории игр связана, прежде всего, с последними 
достижениями в компьютерной технике. Именно компьютеры позволяют эффективно 
просчитывать варианты действий в какой-либо игре. Теория игр применяется в информатике 
с самого начала использования компьютеров. В частности, одно из перспективных 
направлений – искусственный интеллект – базируется как раз на моделях теории игр, 
построенных в основном в матричном представлении. Для более подробного изучения 
применения матриц, теории игр и программирования рассмотрим пример решения 
биматричной игры, реализованный на Python 3.  Для этого понадобится использование 
библиотеки nashpy. Она необходима для нахождения равновесия Нэша (равновесие Нэша  — 
набор стратегий в игре для двух и более игроков, и в этом наборе ни один участник не может 
увеличить выигрыш, изменив свою стратегию, если другие участники своих стратегий не 
меняют [4]). Рассмотреть пример применения теории игр в программировании проще всего 
на дилемме заключенного. В традиционной формулировке речь идет о противостоянии двух 
преступников, каждый из которых может хранить молчание или свидетельствовать против 
противника. Мы рассмотрим пример конфликта двух конкурирующих сторон, чтобы можно 
было рассмотреть пример на любую актуальную проблему, будь то конкурирующие 
предприятия или участвующие в гонке вооружений страны.  Обозначим две стороны – Р1 и 
Р2, и 2 варианта действий: А – вооружиться; Б – сотрудничать, разоружиться (табл. 2). 
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Таблица 2 - Таблица ходов 
 Сторона  Р2 

Вариант А Вариант Б 

Сторона Р1 Вариант А (2,2) (5,0) 

Вариант Б (0,5) (4,4) 
Таблица 2 совмещает матрицы двух игроков:  

Р1 = � 2 5
 0 4 �  и  Р2 = �2 0 

5 4 �. 
В Python они обозначаются через двумерные массивы, т.е. матрицы: 
import numpy as np 
P1=np.array([[2,5],[0,4]]) #вводим матрицу первого игрока 
P2=np.array([[2,0],[5,4]]) #вводим матрицу второго игрока 
Для этого также необходима библиотека numpy (import numpy as np). Она также дает 

возможность проделывать операции с матрицами (сложение, умножение, 
транспонирование), что может помочь для игры с более сложной моделью. Мы можем 
получить оценку полезности взаимодействия игроков. То есть, если Р1 вооружается против 
Р2, а Р2 разоружается, то значения полезности составят (5,0). То же самое мы можем 
получить при помощи матричного вычисления в nashpy.  Примем за σ вектор действий (их у 
нас два: вооружиться или разоружиться), где значение 0 присваивается всем ячейкам, за 
исключением той, где совершается действие. Тогда для игрока 1 полезность действия будет 
рассчитываться как: 

𝑃𝑃1𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜎𝜎𝑝𝑝2Р1𝜎𝜎𝑝𝑝1, 
𝑃𝑃2𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝜎𝜎𝑝𝑝1Р2𝜎𝜎𝑝𝑝2. 

То есть мы можем просчитать все 4 варианта развития игры: 
p1_sigma=[1,0]   #выбираем первый сценарий для игрока р1 
p2_sigma=[0,1]   #выбираем второй сценарий для игрока р2 
prisoner_dilemma=nash.Game(P1,P2) #создаем модель игры Нэша  
          eqs = prisoner_dilemma.support_enumeration()  #функция для расчета полезности  
print(list(eqs)) #выводим результат 
Результат представлен на рис. 2. 

 
Рис.2 - Результат выполнения программы 

В данном примере мы получаем строку [(array([1., 0.]), array([1., 0.]))] (рис.2.), которая 
состоит из двух векторов, что соответствует оптимальным вариантам для двух игроков. Это 
значит, что обеим сторонам наиболее выгодно вооружаться, т.е. участвовать в гонке 
вооружений. Результат является равновесным некооперативным решением, к которому 
стремятся обе стороны.  
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Также при взаимном сотрудничестве обе страны сэкономили бы свои ресурсы и получили 
двойную выгоду. Здесь уже теория игр бессильна, и нужно рассматривать ситуацию в целом. 
Но если мы правильно понимаем систему и составляем правильную модель, то это дает нам 
максимальную выгоду от применения теории игр.  

Как упоминалось ранее, теория игр служит хорошим математическим инструментом для 
решения управленческих задач, и одной из важнейшей сфер применения результатов теории 
игр является экономика. Для примера удобно будет взять область налогов, в которой 
дополнительный инструмент расчёта оптимальной стратегии будет как раз к месту. Далее 
рассмотрим  применение теории игр в налогообложении, а точнее, разберем оптимизацию 
режима налогообложения с использованием аппарата теории игр и дальнейшую реализацию 
модели на языке программирования Python. 

Налоговая система построена на противоречии интересов государства и общества.  
С одной стороны, рост государственных расходов требует наибольшей степени 
обобществления финансовых ресурсов страны через налоги, с другой – налоговое бремя 
имеет верхний предел, определяемый финансовыми возможностями налогоплательщика. 
Поэтому любые попытки реформирования налогового законодательства во всех 
современных государствах сводятся к решению проблемы соотношения государства и 
налогоплательщика [5]. 

Взаимодействие налогоплательщиков и государства легко можно перевести в область 
теории игр как взаимодействие игроков, стремящихся к наиболее выгодному ходу. 
Государство стремится получить максимальный доход в бюджетную систему, а 
налогоплательщик стремится минимизировать налоговые платежи. Пусть имеются 
поступления сумм налоговых платежей за 5 лет при существующей системе 
налогообложения и 5 вариантов предлагаемой системы налогообложения. Игра является 
конечной, т.к. все партии игры имеют конечное число ходов (2), и число стратегий у каждого 
игрока ограничено: у государства – 5, у налогоплательщика – тоже 5. Пусть игроки при 
каждом ходе не знают выбора соперника и его результата, т.е. мы имеем игру с неполной 
информацией. Варианты предлагаемой и действующей системы налогообложения 
характеризуются размером поступлений в бюджетную систему (табл. 3-5).  

Таблица 3 - Поступление налогов и сборов по отрасли «сельское хозяйство»  (тыс. руб.) 
2017 2018 2019 2020 2021 год 

2 229 813 3 000 029 2 929 188 1 494 298 2 614 759 
Таблица 4 - Поступление налогов и сборов в бюджетную систему в соответствии с 

предлагаемой системой единого сельскохозяйственного налога  (тыс. руб.) 

1 вариант 2 вариант 3 вариант 4 вариант 5 вариант 

1 290 220 1 550 349 2 080 650 2 569 800 3 250 300 
 

Таблица 5 - Матрица игры налогоплательщик – государство 
 Государство 

1 2 3 4 5 

Н
ал

ог
оп

ла
те

ль
щ

ик
 

1 939593 679464 149163 -339987 -1020487 

2 1709809 1449680 919379 430229 -250271 

3 1219379 1479508 2009809 2498959 3179459 

4 -215511 44618 574919 1064069 1744569 

5 2830270 2570141 2039840 1550690 870190 
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Например, пусть первая ситуация характеризуется тем, что государство действует по 1-му 
варианту, а налогоплательщик по 4-му, условный доход государства составит: 1290220-
1494298 = -215511 тыс. руб. Следовательно, элемент матрицы а14 = -215511. Поступая 
аналогично со всеми возможными вариантами действий конфликтующих сторон, получим 
матрицу игры.  

Как видно, доминирующих стратегий в матрице нет, и все элементы не отрицательны. 
Применим для такой игры модель из предыдущего примера, а в качестве входных данных 
представим матрицу из табл.5. 

Результатом работы программы будет матрица оптимальных ходов (рис.3). Исходя из 
этого, становится понятно, что обоим игрокам оптимально придерживаться стратегии 1, при 
которой налогоплательщики оплачивают средства в бюджет в размере 939 593 тыс. руб. 

 

 
Рис.3 - Результат работы программы  

Обсуждение результатов.  Выводы.  В связи с развитием компьютерных технологий у 
нас появились большие возможности для моделирования различных систем и процессов [6]. 
Благодаря этому можно автоматизировать многие процессы (экономические, технические, 
биологические и т.д.), требующие многостороннего анализа;  в этом случае применяется 
теория игр. Для решения задач, поставленных в играх, актуально представлять их в 
матричном виде, т.к. он имеет удобную интерпретацию и лаконичен для описания на языках 
программирования. Также мы рассмотрели процесс создания моделей игр на основе матриц в 
Python 3 и рассчитали оптимальную стратегию. Таким образом, взаимное использование 
таких математических аппаратов как матричная алгебра, теория игр и технологии Python, 
дает нам большой набор возможностей, помогающих в моделировании различных систем.  

Это, безусловно, актуально для исследователей в связи с развитием таких технологий, как 
машинное обучение, большие данные, виртуальная реальность и т.д. [7-9]. 
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СОВРЕМЕННЫЕ МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ТРАНСПОРТНЫХ ПОТОКОВ. 
МОДЕЛЬ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОЦЕНКИ РАЦИОНАЛЬНОСТИ МАРШРУТА 

 
В статье рассмотрены современные математические модели загруженности 

транспортной сети и проблема прогнозирования времени прибытия транспортного 
средства. Проведен анализ и сравнение методов прогнозирования транспортных потоков. 
Разработана модель многокритериальной оценки предпочтительного маршрута. 

 
Ключевые слова: транспортный поток, современные методы прогнозирования, 

многокритериальная модель. 
 
В современном мире существует огромное количество проблем, связанных с транспортом. 

Одной из самых важных является дисбаланс между спросом и предложением. Объемы 
перевозок становятся все больше и больше, особенно в больших городах. Это приводит к 
тому, что существующие дороги становятся перегруженными. Долгое время единственным 
решением этой проблемы было расширение дорог. Однако, этот подход не всегда является 
эффективным. В настоящее время появляются новые технологии, которые позволяют решить 
эту проблему. Они включают в себя создание новых видов транспорта, а также улучшение 
существующих систем. Одним из примеров таких технологий является создание 
беспилотных автомобилей. Они могут значительно улучшить ситуацию на дорогах, так как 
они могут двигаться быстрее и безопаснее, чем обычные автомобили. Также существуют 
проекты по созданию летающих автомобилей, которые могут перемещаться по воздуху и 
земле. Однако, создание новых технологий требует больших инвестиций. Поэтому важно 
найти баланс между расширением инфраструктуры и созданием новых систем и технологий. 
Оценка эффективности и надежности транспортных систем является важным этапом в 
процессе проектирования. Математическое моделирование транспортной сети позволяет 
получить наиболее точную информацию о работе системы и ее надежности. Моделирование 
транспортных потоков проводится уже более 50 лет, и за это время было накоплено большое 
количество теоретических и практических знаний в этой области. Отображение данных 
происходит при помощи широкого выбора методов математического моделирования. Такие 
математические системы обработки данных могут включать модели временных рядов, 
регрессионные модели, фильтры Калмана, нейронные сети и другие на основе данных GPS 
(рис. 1). При определении местоположения также используются географические 
информационные системы (ГИС). 

 
Рис. 1 - Моделирование ГИС данных 
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Модели прогнозирования временных рядов используются для математического 
отображения динамики транспортного потока на основе цикличности, сезонности и других 
закономерностей. Они могут описывать модели движения с помощью математических 
функций, которые учитывают различные факторы, такие как неопределенность, сезонные 
изменения и общую тенденцию. Регрессионные модели используются для анализа 
зависимостей между различными параметрами транспортного потока, такими как 
пропускная способность, погодные условия и другие. Модели фильтра Калмана 
используются при прогнозировании времени прибытия. Такие модели умеют прогнозировать 
текущее состояние системы и участвуют в оценке будущих значений. Модели нейронных 
сетей применяются в моделировании нелинейных зависимостей между различными 
переменными, такими как состояние системы, пропускная способность, погодные условия. 
Метод опорных векторов применим для задач классификации и регрессии. Требует 
настройки и исследований для различных наборов входных данных при определении 
параметров алгоритма. Также существуют ансамблевые модели прогнозирования параметров 
транспортного потока, сочетающие в себе сразу несколько моделей [1]. Для анализа текущей 
ситуации и прогнозирования скорости движения потока на различных участках дорожной 
сети необходимы данные в реальном времени. Для этого с заданной периодичностью нужно 
получать обезличенные данные с устройств, подключенных к глобальной сети интернет. 
Данные не содержат личную информацию о пользователе или транспортном средстве. Это не 
новая задача, и ею занимаются специалисты по всему миру. Прогнозы трафика используются 
для управления дорожным движением в разных странах на основе данных со стационарных 
датчиков, являющихся хорошим источником точных данных о транспортном потоке, но для 
охвата всей территории крупного города требуются большие инвестиции. Оптимальным 
решением являются анонимные GPS-треки от современных устройств. Каждый такой трек 
представляет собой последовательность сигналов о местоположении автомобиля (широте и 
долготе). Для более точного расчета используется алгоритм Витерби, который в контексте 
марковских цепей получает наиболее вероятную последовательность событий. После 
обработки координат строится маршрут движения с подробной информацией о скорости на 
каждом участке. Если проводить аналогию, то карта является графом, дорожный перекресток 
– вершина, а дорога – граф, соединяющий вершины. Для каждого ребра известна длина и 
скорость. По результатам расчетов граф окрашивается в разные цвета (рис. 2). 

 
Рис. 2 - Средняя скорость движения дорожной сети 

Резкие изменения скорости сглаживаются и для каждой скорости подбирается цвет с 
учетом категории дорог по формуле: 

∆ = (speedp – speedf) / (speedp) × 100%, 
где speedp – средняя скорость на отрезке, км/ч; speedf – фактическая средняя скорость на 

отрезке, км/ч. В крупных городах модель оценивает ситуацию по 10-балльной шкале, где 0 
баллов означает свободное передвижение, а 10 баллов – город стоит на месте. 

В сфере прогнозирования будущих заторов используются различные методы, включая 
модель параметрической регрессии. Эта модель предполагает определенную функцию, 
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которая зависит от скорости в будущем. Ключевая особенности модели – выбранная 
функция ограничивает получаемый результат и избегать ошибок при работе с 
«зашумленными» данными. Параметрическая функция увеличивает точность прогноза. 
Однако, если функция выбрана неправильно, возможны систематические ошибки. Метод k-
ближайших соседей занимается поиском максимально похожей конфигурации в прошлом и 
на ее основе прогнозирует будущую. При использовании линейной функции в 
параметрической модели становится невозможным предсказание линейной комбинации 
прошлого из-за существующих ограничений. Тем не менее, на «зашумленных» данных 
модель демонстрирует большую точность, чем непараметрическая модель. В векторной и 
скалярной регрессиях используются связи между различными участками и зависит от 
количества параметров. Для скалярной модели на 1 тысячу участков потребуется до 1 тысячи 
параметров, в то же время для векторной – количество параметров может достигать десятков 
и сотен тысяч [2-3]. После изучения и сравнения различных методов прогнозирования, 
наиболее точным оказался метод линейной векторной авторегрессии. Этот метод обучается 
ежедневно на основе исторических данных за определенный период и создает прогноз, 
который затем сравнивается с фактическими данными. Метод учитывает коэффициенты, 
которые минимизируют разницу между прогнозом и реальными данными. При обучении 
модели используется большой объем данных – топология, связи ребер, геометрия дорог и др. 
Сначала обрабатываются свежие данные: они привязываются к расписанию, усредняются 
скорости машин, проезжающих один отрезок, и рассчитывается прогноз на основе модели, 
построенной на текущий день. 

Применение многокритериального анализа допустимо при следующих условиях: 
детальное определение критериев и объективная оценка значимости, детализация 
вариантных решений, т.е. одинаковый уровень обработки критериев для каждого варианта, 
на основе которого возможно взаимное сравнение вариантов относительно выполнения 
определенных критериев, оценка всех вариантов по установленным критериям. По мнению 
экспертов профильных организаций, существует ряд критериев, влияющих на выбор 
рационального маршрута, которые классифицируются на две группы: количественные и 
качественные. Следует отметить, что критерии в основном связаны с особенностями 
движения и не включают критерии и факторы, которые сложно описать математически и 
спрогнозировать. К количественным критериям можно отнести: расстояние, время в пути, 
загруженность, стоимость проезда, безопасность. Качественными критериями считаются 
критерии, которые относятся к особенностям или объектам дороги, их состояние 
определяется субъективно на основе мнений экспертов. Среди них: тип дороги, 
геометрические характеристики, качество дорожного покрытия, погодные условия, наличие 
актуальных данных на маршруте. Для определения веса критериев, влияющих на выбор 
рациональности маршрута, используется метод анализа иерархий путем попарного 
сравнения критериев. После определения веса критериев можно ранжировать альтернативы 
(дороги). Для этого используются методы многокритериального анализа решений, например, 
TOPSIS – техника выбора порядка предпочтения по сходству с идеальным решением. По 
итогам расчета выбирается наиболее предпочтительный маршрут, по которому будет 
продолжено дальнейшее движение, исходя из ранее определенных критериев и их веса для 
лица, принимающего решение. 

Таблица - Пример расчета трех альтернатив 

Альтернати
ва dj

+ dj
– Rj 

Коэффициент 
оптимальности 

Процент 
доли 

оптимальности 
1 0.037 0.160 0.613 61.3 31.50 
2 0.103 0.084 0.451 45.1 23.18 
3 0.032 0.158 0.882 88.2 45.32 
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По итогам расчетов наиболее рациональным маршрутом является Альтернатива 3, и, 
соответственно, проложенный по ней маршрут. Метрика качества должна отражать, 
насколько многокритериальная модель рациональности маршрута помогает людям. При этом 
ситуация на дорогах постоянно меняется, и информация, прогнозируемая через час, будет 
неактуальна, а оценка неверной. При попытке предсказать скорость движения на 
определенной дороге через час лучше всего использовать текущую информацию о дорожном 
движении и исторические данные с учетом сезонности и праздничных дней. Для проверки 
результата легче всего полагаться на пользовательские треки, например, использовать 
данные верификаторов, которые используют в поездках высокоточные GPS-навигаторы. При 
сравнении прогноза с треками оценщиков показатель качества составил не менее 82%, что 
достаточно высоко для описанной модели.  
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РАЗРАБОТКА ФУНКЦИОНАЛЬНО-ОБЪЕКТНЫХ СРЕДСТВ 
КОМПЛЕКСИРОВАНИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
Предложена методика объединения прикладных программ для моделирования 

комплексных процессов. Методика интеграции и обмена данными основывается на 
технологии TCP/IP. Рассмотрены способы построения иерархии вычислительных процессов 
на уровне отдельных приложений, функционально-объектных сетей и алгоматов среды 
программирования. Описывается реализация рассмотренного подхода с использованием 
комплекса функционально-объектного программирования «Алгозит». 

 
Ключевые слова: вычислительный эксперимент, комплексирование, обмен данными, 

протокол TCP/IP, функционально-объектная сеть. 
 
К настоящему времени разработано множество прикладных программ и программных 

комплексов для решения отдельных задач моделирования [1, 2]. Многие программные 
средства имеют возможность обмена данными, что позволяет использовать их для решения 
частных задач в рамках многофакторного вычислительного эксперимента. В качестве 
примеров можно привести моделирование систем, в которых происходят процессы 
теплопереноса, газодинамики и термомеханического деформирования. 

Как правило, модель декомпозируется на несколько моделей частных процессов; каждый 
частный процесс описывается моделью вида Y=F(p)X, где X – входные переменные,  
Y – выходные переменные, p – параметры; F – дифференциальный, интегральный либо 
другой оператор; входные переменные каждой модели включают подмножества выходных 
переменных других моделей. В случае задачи, сводящейся к интегрированию по времени, 
входные переменные включают начальные условия, граничные условия и воздействия, 
причём воздействия обусловлены физикой моделируемых процессов; выходные переменные 
– параметры состояния объекта. Алгоритм решения декомпозированной задачи может быть 
приведен к рекуррентным вычислениям с моделями частных процессов. 

Для сопряжения программных комплексов, реализующих частные модели, могут быть 
использованы различные варианты взаимосвязи: обмен файлами данных известных 
форматов [3]; отправка данных с использованием сетевых технологий; использование 
расширений и подключаемых модулей для прямой передачи данных через программные 
интерфейсы [4]. Кроме того, для автоматизации процесса взаимодействия, кроме передачи 
данных, необходимы средства синхронизации вычислений и адаптации данных для 
принимающей стороны. 

Для каждого отдельного случая связи двух произвольных решателей в общем случае 
необходимо разрабатывать и поддерживать отдельное решение для их сопряжения. Если 
принять число доступных для взаимодействия программных комплексов за N, то для 
построения взаимосвязи всех комплексов со всеми потребуется N2 решений. Это 
обстоятельство существенно замедляет процесс объединения программных комплексов в 
единую систему проведения вычислительного эксперимента. 

Существенного сокращения затрат можно добиться путем ввода отдельной методики 
комплексирования и реализации её в виде открытого компонента, которая будет доступна 
для включения в каждый из сопрягаемых программных пакетов. Таким образом, для связи 
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всех программных комплексов со всеми потребуется 2N решений внутри одного комплекса 
программ вместо N2 при взаимодействии каждого с каждым.  

В основе методики предлагается использование сетевого взаимодействия между сокетами 
протокола TCP [5]. Этот вариант обеспечивает наибольшие возможности горизонтального 
масштабирования вычислений и уже широко используется [4].  

Разработка системы объединения отдельных приложений в вычислительную сеть требует 
гибкой структуры алгоритмов взаимодействия. При наличии шаблона приложения 
интеграции должна быть возможность без существенных затруднений адаптировать его к 
конкретному сценарию получения данных от интегрируемого программного комплекса. 
Данные после получения необходимо привести к общему табличному виду. После этого они 
могут быть преобразованы к виду, требующемуся для отправки в принимающее приложение. 
Поэтому в качестве основы для разработки была выбрана среда визуального 
программирования «Алгозит» [6], основанная на использовании функционально-объектных 
схем.  

Основная область применения рассматриваемых приложений – решение задач прочности, 
устойчивости и колебаний пространственных конструкций. Однако при включении в модель 
воздействий различной физической природы необходимо гибкое внедрение в алгоритм 
средств сетевого взаимодействия и синхронизации, которые необходимы для реализации 
решения интеграции. Поэтому в качестве основы для разработки была выбрана среда 
визуального программирования «Алгозит» [6], основанная на использовании 
функционально-объектных схем. 

Вычислительные библиотеки «Алгозита» были дополнены библиотекой-фасадом для 
обращения к сети и специфическими функциональными классами, которые будут 
использовать эту библиотеку. Отметим, что библиотека-фасад обладает открытым 
интерфейсом, что позволит включать ее в состав тех программных комплексов, которые 
ранее не поддерживали передачу данных по сети. В ней решен ряд рутинных задач, 
связанных с поддержкой соединений TCP и выделения целостных сообщений в потоке 
входных байт. 

Управление содержимым передаваемых сообщений и синхронизацией вычислительных 
процессов между приложением является функциональностью прикладного уровня. Поэтому 
оно может быть реализовано в виде операторов языка «Ядро» [7], встроенного в «Алгозит». 
Это позволит в рамках функционально-объектного описания алгоритмов определять 
необходимый формат отправки или получения данных для каждого отдельного приложения. 

Пример взаимосвязи приложений представлен на рисунке 1. 

 
Рис. 1 – Структура приложений, совместно решающих комплексную задачу 
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Блок «Интерпретатор-оболочка» является инициатором запуска вычислительного 
процесса в сети приложений. В примере на рис. 1 этот блок запускает дочернее приложение 
«Интерпретатор 1» и устанавливает с ним связь через TCP-порт «Приемная», который 
служит для управления состоянием этого приложения. Каждое приложение «Алгозита» 
обладает «сервером обмена», который необходим для подключения сторонних приложений с 
целью отправлять им или принимать из них данные о частных моделях. Сторонние 
приложения, обладающие сервером или клиентом обмена, тоже могут быть включены в эту 
сеть. Но в отсутствие «приемной» ими необходимо управлять отдельно.  

Реализация протоколов управления и передачи данных на уровне частной модели 
полностью реализуется в рамках связанных программ. В случае интерпретатора «Алгозита» 
программой является функционально-объектная схема, переданная экземпляру 
интерпретатора. Количество «клиентов обмена» и логика их взаимодействия также 
полностью включены в прикладной уровень связанной программы. 

Функционально-объектная реализация типовой схемы приема и передачи данных 
сервером или клиентом обмена приведена на рисунке 2. 

 
Рис. 2 – Типовая функционально-объектная схема ожидания данных  

из соединения и отправки данных в соединение 
Соединения с TCP-сокетами реализованы так, что прием сообщений осуществляется 

асинхронно, а отправка – синхронно потоку основного вычисления. Это привело к 
необходимости добавления новых типов алгоматов в среду «Алгозит».  

«Алгомат-подписка 1» и «Алгомат-подписка 2» являются алгоматами с данными. Но при 
формальном вычислении данный тип алгомата только «подписывается» на получение 
данных с определенным заголовком из соединения, а «Алгомат-подписка терминал» при 
выполнении останавливает выполнение основного вычислительного процесса и 
«подписывается» на терминальное сообщение о готовности всех данных от приложения, с 
которым установлено соединение. В этот момент выполнение возобновляется и управление 
переходит к «Алгомату-отправке». Осуществив обработку всех полученных данных, он 
может синхронно отправить произвольные сообщения к сопряженному приложению. 

Таким образом, использование функционально-объектного подхода к организации 
системы комплексирования позволяет получить продукт, реализующий взаимодействие 
между произвольными вычислительными приложениями. При этом не вводятся ограничения 
на преобразование и адаптацию данных при передаче между приложениями. 

 
 
 
 
 
 
 

Алгомат-подписка 1 

Алгомат-подписка 2 

Алгомат-подписка  

терминал 

Алгомат-оправка 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБТЕКАНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИМ ПОТОКОМ ВЯЗКОЙ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО АКТУАТОРА СО 

СЛОЖНОЙ ФОРМОЙ ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 
 

В работе представлены результаты изучения гидродинамики периодического течения 
вблизи конструкции, состоящей из двух тонких абсолютно жестких пластин, соединенных 
жесткой перемычкой. Даны оценки силового гидродинамического воздействия на 
конструкцию. 

 
Ключевые слова: коэффициент сопротивления, периодические течения, вязкая 

несжимаемая жидкость 
 

Введение 
Исследования аэрогидродинамических эффектов, возникающих при колебаниях 

вибрационных актуаторов, активно развиваются в настоящее время в рамках целого спектра 
высокотехнологичных научных направлений [1-4].  

В литературе [3,5-7] хорошо известны решения задач обтекания периодическим потоком 
тел простой формы. Установлено, что течение вблизи тела описывается тремя 
безразмерными параметрами: число Кулегана-Карпентер ( KC ), число Стокса (β ) и число 
характеризующее размер тела. Получены [8] оценки для гидродинамического воздействия, 
описаны основные режимы течений, наблюдаемых вблизи тела и построены 
параметрические карты таких течений.  

Однако, на практике такая теория часто имеет ограниченную применимость, в связи с тем, 
что конструкции большинства устройств предполагают более сложную многокомпонентную 
структуру. В таких условиях при решении задачи нужно учитывать влияние нескольких 
элементов на гидродинамические течения и соответствующие изменения 
гидродинамического воздействия на элементы конструкции. Подобных исследований в 
настоящее время проведено относительно немного [9,10], но все они указывают на 
чрезвычайно высокую значимость взаимодействия (в контексте изменения гидродинамики) 
близкорасположенных элементов при колебательном движении.  

Текущее исследование посвящено обтеканию периодическим потоком вязкой 
несжимаемой жидкости сложной конструкции, состоящей из трех пластин. 

Постановка задачи 
Рассмотрим задачу о двумерном обтекании периодическим потоком вязкой несжимаемой 

жидкости сложной неподвижной конструкции, состоящей из трех абсолютно жестких, 
тонких пластин. Высота пластин и расстояние между ними соответственно равны b  и c . 
Будем считать, что обтекание происходит в плоскости xOy . Скорость потока на 
бесконечности описывается гармоническим законом ( )0 cos ,uu t∞ = ω где ω  частота 
колебаний. 

Гидродинамика жидкости в приближении вязкой несжимаемой жидкости описывается 
безразмерной системой из двух дифференциальный уравнений в частных производных, 
включающей в себя уравнение Навье-Стокса и уравнение неразрывности. Процесс колебания 
управлялся тремя  безразмерными параметрами: 02KC u bπ= ω  и 2 2bb = ω πν  , 
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безразмерное расстояние между пластинами c bξ = . 
Для замыкания системы задаются условие прилипания на контуре конструкции 

Ω Ω 0u v= =  и условие для скорости на бесконечности ( )cos 2 , 0u KC t v∞ ∞= π = . 
Задача заключается в определении полей скорости и давление жидкости вблизи 

конструкции в течение нескольких десятков периодов колебания жидкости, а также в оценки 
гидродинамической силы воздействия жидкости на конструкцию. 

Для анализа гидродинамического воздействия применяется аппроксимация Моррисона 
[11] предлагающая рассматривать воздействие как сумму двух составляющих: силы 
сопротивления (демпфирования), пропорциональной квадрату скорости, и инерциальной 
силы, пропорциональной ускорению осцилляционного движения: 

 , 
2 M D

duF C C u u
dt

∞
∞ ∞

π
= +  

где MC  и DC  коэффициенты инерции (присоединенных масс) и сопротивления 
(демпфирования) соответственно.  

Решение задачи 
Задача решалась методом конечных объёмов (FVM) с помощью пакета OpenFOAM [12]. В 

качестве численной схемы применялась схема описанная в [10]. Основное отличие 
заключалось в адаптации расчетной области к геометрии конструкции. Расчетная область 
представляла собой плоскость течения, ограниченная прямоугольником, стороны которого 
устанавливались параллельно осям координат. Обтекаемая конструкция помещалась в 
центре расчетной области симметрично относительно начала координат. Сетка построена 
путем разбиения расчетной области на прямоугольные ячейки. Общее число ячеек в 
расчётной сетке было 150 тыс. Каждая сторона пластин разбивалась на 200 ячеек. Шаг по 
времени во всех расчётах выбирался исходя из условия ограничения числа Куранта (число 
Куранта меньше 0.1) и ограничения минимального числа шагов за период (500 шагов). 

Анализ сеточной сходимости проводился путем сравнения силовых коэффициентов на 
сетках с последовательным увеличением количества конечных объемов, а также путем 
сравнения результатов с экспериментальными данными [6] и результатами работы [10]. 

Результаты расчетов 
Численное моделирование проводилось для параметров 200; 0.1,1; 0.1 5KCβ = ξ = = − . 

В расчетах моделировалось 40 периодов колебания конструкции, определялись поля 
давления, скорости и завихренности вблизи конструкции. По найденным полям вычислялась 
гидродинамическая сила, действующие на конструкцию. Во всем диапазоне параметров 
устанавливаются периодические или квазипериодические режимы течения. Режимы 
аналогичны, полученным при обтекании простых тел и пары пластин [10]. Среди 
полученных режимов в области малых амплитуд 0.5KC <  встречаются симметричные 
режимы. При умеренных амплитудах встречаются переходные режимы, происходит потеря 
симметрии. В зоне высоких амплитуд наблюдаются режимы с интенсивным 
вихреобразованием.  

Стоит отметить отличие между обтеканием пары пластины и текущей конструкцией. В 
случае 0.1ξ =  режимы практически одинаковые при идентичных значениях амплитуд 
колебания. Отличие наблюдаются только при 3KC ≥ , когда появляются перетоки вдоль 
пластин и происходит разрушение застойной зоны Рис. 1. Для конструкции застойная зона 
обнаруженная в [10] присутствует при всех значениях KC .  Интересен случай 1ξ = , когда 
застойная зона для пары пластин отсутствует. Отличие в наблюдаемых режимах возникают 
начиная с зоны умеренных KC .  Наличие перегородки между пластинами в конструкции 
оказывает стабилизирующий эффект для режимов Рис. 2. При высоких KC  сохраняются 
симметричные режимы.  
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Рис. 1 - z компонента поля завихренности при 0.1, 4KCξ = =   

для случая колебания пары пластин (а) и конструкции (б). 

 
Рис. 2 - z компонента поля завихренности при 1, 4KCξ = =   

для случая колебания пары пластин (а) и констукции (б). 
Каждый режим течения характерно отражается на гидродинамических коэффициентах 

аппроксимации Моррисона. На протяжения 40 периодов колебания коэффициенты 
изменяются от периода к периоду до установления устойчивого режима течения. После 
процесса установления значения коэффициентов сопротивления и присоединённых масс 
выходят на константу, либо изменяются периодически (не более чем на 10%) на 
промежутках состоящих из нескольких периодов колебаний. Связи с этим при анализе сил 
используются средние значения коэффициентов за последние 10 периодов колебания. На 
Рис. 3а и Рис. 3б представлены зависимости DC и MC от числа Кулегана-Карпентера для 
различных расстояний между пластинами. Также на рисунках представлены результаты, 
полученные для пар пластин, одной пластины, а также результаты других авторов.  


